Kétvaltozoés fliggvények. 4.

2018. marcius 19.



Lancszabaly 2-dim-ban. . Ismétlés

A Kiilsé figgveny f(u), A belsé fliggvény u = &(x,y),
— Az Osszetett fliggveény F(x,y) = f(o(x,y)).

Tétel.

Legyen S c R?, D C R.
» Tfh¢ : S — R differencialhato az (x, y)eint S pontban.
» Tfhf: D — R differencialhato u = ¢(x, y)-ban.

Akkor F = fo ¢ : S — R differencialhato (x, y)-ban, és

Fx(x,y) = F(o(x,¥)) ¢5(X, ),  Fy(x,y) = f'(6(x,¥)) ¢y (X, ).



Lancszabaly, II.
Kiilsé figgveny f(x, y). Két belsé fliggvény x = (t), y = ().
Az dsszetett fliggvény: F(t) := f(p(t),¥(1)).

Tétel.

» Tfh o, : D — R differencialhatéak a teint D-ban.
» Tfhf: S — R differencialhato (x,y) = (p(t),¥(t))-ben.
» TThR, xR, C S

Ekkor az dsszetett figgvény F : D — R differencialhato t-ben:

F'(t) = fi(p(1), (1)) (1) + iy (o(1), (1)) (1).

A fenti formula argumentumok nélkil: (f o (¢,))" = fl¢' + fyy!



Példa

Ism. f figgvény « irany menti derivaltja (xg, yp)-ban

—lim f(xo + tcos o, yp + tsina) — f(Xo, Yo)
10 t ’

Dof(xo, Yo)
Legyenek
o(t) :==xp + tcosa, Y(t) :=yp + tsina,
F(t) =f(x+tcosa,y + tsina) = f(p(t), ¥(t)).
= D,f(x0, %) = F'(0).
A lancszabaly szerint
F'(t) = f(e(t), (1)) cos o + f(o(1), ¥(t)) sinav.

igy F'(0) = f(Xo, ¥0) COS a + (X, ¥o) Sin cv.



Osszetett fliggvény

Adott f(u, v) kétvaltozos fliggveny, ahol helyettesitiink:
u=o(x,y),  v=Vv(xy).
¥, ¢ R— R, R C R? adott kétvaltozos fiiggvények. Tth.
S:={(u,v) :u=9(x,y), v="1(x,y), (x,y)eR}C Ds.
Az sszetett fiiggvény F(x,y) = f(o(x, y), ¥(x,y)),

F:R—R, (x,y)— f(é(x,y),0(x,y)).



Osszetett fliggvény

Példa. F(x,y) = e¥sin(x + y), mint 6sszetett flUggvény:

u=o(x,y)=xy, v=1uXxy)=x+y,
f(u,v) =€eYsin(v), = F(x,y)="f(u,v).
Allitas.
» Tfh a ¢, ¢ folytonosak (x, y)-ban.

» Tth f folytonos (u, v) = (¢(x, y), ¥ (x, y))-ban.

Akkor F is folytonos (x, y)-ban.



Lancszabaly
Az dsszetett figgvény F(x, y) = f(o(x, y), ¥(X, ¥)).
Tétel.

» Tfh ¢, differencialhatok (x, y)-ban
» Tfh f differencialhato (u,v) = (¢(x, y),¥(x, y))-ban.

Ekkor F = f(¢,) is differencialhato (x, y)-ban:
Fe(x,y) = 1/ (6(X, ¥), (X, ¥)) (X, ¥) + 1, (8(x, ), ¥ (X, ¥)) Y3 (X, ¥),
Fy(x,y) = £, (8(X, ¥), ¥(X, ¥)) ¢y (X, ¥) + 1, (6(X, ¥), (X, ¥)) ¥y (X, ¥).

LOF _otou ot ov,
ox Oudx  Ovox



Implicit fliggvény tétel

Példa feladat: Adott a sikban az F(x, y) = 0 gbrbe.

A gorbe egy pontja, (a, b). H

A pont kérnyezetében keressiik ot
aztaz y = f(x) fluggvényt, mely-
re F(x,f(x)) =0és f(a) = b. x

y = f(x) a gérbét megado F(x, y) = 0 implicit figgvény explicit

alakja.



Implicit fliggvény tétel

Tétel.
» Tfh F(xo, ¥o) = 0.
» Tfh F differencialhato (xo, yo) egy kérnyezetében.
» Tth Fy(xo, o) # 0 (azaz az érintsik “ferde”).
Ekkor3l =11 x b = (Xo — a, Xo + &) X (Yo — 5, Y0 + B),

intervallum, hogy Vxeli-re az F(x, y) = 0 egyenletnek

dly = f(x) megoldasa (azaz F(x, f(x)) = 0) és yel.



Implicit figgvény tétel

Tétel. (folytatas)

Tehat létezik egy f - Iy — | flggvény, melyre:
- f(xo0) = Yo

f(X)eh, Vxel.

F(x,f(x)) =0, ¥Yxel.

Fy(x; f(x)) # 0, Vxel.
Tovabba f differencialhato I -ben, és derivaltja:

Fx(x, f(x))

00 = ~F i)



Megjegyzések

1. Az implicit fliggvény tétel a gbérbe lokalis tulajdonsagat
fogalmazza meg.

2. Csak egzisztenciardl van szo: létezik a megfeleld figgveény.
Nincs konstrukcié.

A fenti tételt nem bizonyitjuk. Ha mar tudjuk, hogy f
differencialhatd, akkor derivaltjat kiszamolhatjuk. Derivaljuk az

F(x,f(x)) = 0 egyenletet x szerint:
Fe(x, 1(x)) - 1+ F(x, f(x))f'(x) = 0,

ahonnan a Tétel utolsé allitasa kovetkezik.



Példa
Fx,y)=x2+y>-1=0 = y==+V1—x2

@Y
NI

Konkrét (xo, yo) mellett harom eset lehetséges.
A Ha xpe(—1,1) és yp > 0, akkor f(x) = V1 — x2.
A- Ha xpe(—1,1) és yp < 0, akkor f(x) = —v/1 — x2.
B Ha xo = +1, akkor yp = 0. Ekkor Fj(xo,0) = 0, és valoban,

a megoldas nem folytathato.
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F(x,y) = x3+ y3 —3axy = 0.
7 F),((X7.y):3X2_3ay7

. R(0,0)=F(0,0)=0, =

\ (0,0) koriil A explicit mo. A goérbe

vV mas pontja alkalmas kiindulasi

pontnak.

Az explicit figgvény derivaltja:

3x*-Bay ay—x* af(x)-x*
3y2-3ax y2-ax f3(x)-ax

f'(x) =



F(x, f(x)) = 0, tovabbi derivaltak

Az explicit flUggvény derivaltjanak kiszamitasakor ezt

hasznaltuk:
Fy(x, f(x)) -1+ F(x, f(x))f'(x) =0,
Ujabb derivalassal f a masodik derivaltja megkaphato:
Faoe (X, (X)) + F(x, F(x))F'(x) + Fyy (x, () (x)+

HFL 06 FOO)(F (02 + FL0 FO) P (x) = 0. = F'(x) =/



