Kétvaltozds fliggvények. 3. rész

2018. marcius 8.



Differencialhat6 fliggvény. Ismétlés

Ha az f figgvény differencialhaté az (x, y) pontban, akkor igy
irhato:

f(X + Bx,y + Ay) = f(x,y) + FL(x. Y)AX + (X, y) By + o(/BX + Ay2).

Geometriai jelentés:
Ha a fuggveny differencialhatd (xo, yp)-ban, akkor a pont kordl

a fliggvény értékét kdzelithetjik:
f(x,y) ~ (X0, ¥o) + fi(X0, Yo) Ax + £} (X0, Yo) Ay

ahol Ax = x — xo, Ay = y — yo. Ez az érintosik.



Erintdsik

f(x,y) = (X0, ¥o) + fi(X0, Yo) AX + £ (X0, Yo) Ay + 0(\/Ax? + Ay?).

Az érintdsik egyenlete tehat ez lesz:
z = (X0, Yo) + fx(X0, Y0) (X — Xo) + £}(X0, Yo)(¥ — ¥o)-
"Megszokott” sik egyenlet, zy = f(xo, ¥o):
fe (X0, Y0)(X — xo) + (X0, Yo) (¥ — Yo) + (=1)(z — 20) =0,

= fi(x0,Y0)x + fy(x0,Y0)y — 2= C.

A sik (egyik) normalvektora n = (f(xo, ¥o), f, (X0, ¥0), —1).



Gradiens vektor

Definicio.
Ha f : S — R differencialhatd az (x, y)eint S-ban, akkor a
DERIVALT egy kétdimenzids vektor, melyet GRADIENSnek
nevezink:

grad f(x,y) = (f(x,y). fy(x, y))-

Ha f differencialhato V(x, y)-ban, akkor a DERIVALTFUGGVENY

grad f: S — R?



Derivalhatésag, uj forma

fx+Ax,y +Ay) = f(x,y)+ f(x, y)Ax + 1 (x,y)Ay +
+ o(y/Ax? + Ay?).
Bevezetve a jeldlést:
Af(x,y) == f(x + Ax,y + Ay) — f(x, y),

a derivalhatésagi 6sszefliggés toméren igy is irhato:

Af(x,y) = grad f(x,y) - ( ax ) + o(y/ Ax? + Ay?).

Ay



Derivalhatésag és parcialis derivaltak

Tétel.
f:S—R, (X0, yo)eint S. Tegylk fel, hogy az (xo, yo) valamely

U kérnyezetében

- leteznek az fi(x, y), 1) (x, y) parcialis derivaltak, minden
(X, y)eU,

- és folytonosak (X, yo)-ban.
Ekkor f differencialhato (xo, yo)- ban.

Megjegyzés. A Tétel feltétele elégséges feltetelt ad a teljes

differenvialhatésagra.



Bizonyitas. A Lagrange-féle k6zépértéktételt alkalmazva:
f(x,y) — f(xo, y0) = f(x, y)—f(x, Yo) +£(X,¥0) — f(X0, Yo) =
= f,(X, Yo + 0AYy)Ay + fi(Xo + 0" Ax, yo) Ax.
A parcialis derivaltak folytonossaga miatt:
f(x,&y) = f)(X0. Yo) + &1, F(6x: o) = fi(X0, Yo) + €2,

ahol AX,IIATHOa(AX’ Ay) =0, AI)|(r20 e2(Ax) = 0. Visszahelyettesitve:

f(x,¥) — (X0, o) = fu(X0, Yo) AX + (X0, Yo) Ay + 0(\/ Ax? + Ay?),

ahol o(\/Ax? + Ay?) = Ax - g2 + Ay - &1, azaz differencialhaté.



Irdnymenti derivalt

Az f(x + Ax,y + Ay) értékeit csak megadott iranyban nézzik:

AX = pCOS a, Ay =psina, oeR.

Definicio.
Legyen ael0,27). Az o irdny IRANYMENTI DERIVALT:

D.f(x,y) = lim f(x+0c0sa,y + psina) - f(x.y)
0—0+ o

ha ez a hatarérték letezik. Masik jelélés: aaf(x, y).
«

Megjegyzés. Specialis esetben, o = 0 ill. o = 7/2-re:

DOf(X7y):f)/((X7.y)7 Dﬂ'/Zf(Xv.y):f}//(X7.y)'



Irdnymenti derivalt

Megjegyzés.
Differencidlhatésag = “minden iranyban sima”.
Allitas. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény differencialhaté

(x, y)-ban. Ekkor ebben a pontban tetszdleges «ae[0, 27) esetén

létezik az iranymenti derivalt,és

D.f(x,y) = fi(x,y)cos a + fi(x, y)sina.



D.f(x,y) = fi(x,y)cosa + fy(x, y) sinca.

Bizonyitas. A differencialhatosag miatt
f(x+o0cosa,y + psina) =

— f(x,y) + f4(x,y)ocos a + fj(x, y)esina + o{|o])
Ebbdl kdvetkezik, hogy

f(x + ocosa,y + psina) — f(x,y)
%

= fy(x,y)cos a + f(x, y)sina + O(’;')

— fe(x,y)cosa + fj(x,y)sine, ha o —0+.



Iranymenti derivalt, altalaban

Definicio.
Adott v = (v, vp) irdny, melyre |[v|| = \/vZ +v3 =1. Av

IRANYMENTI DERIVALT az (x, y) pontban:

va(X,y): lim f(X+QV1,Y+QV2)—f(X7}’)’
0—0+ 0

ha ez a hatarérték létezik.

Kévetkezmény. Ha f differencialhato, akkor a D, f(x, y)

iranymenti derivalt kiszamitasa:

va(xay) =V f)/((Xv.y) + V2 f}//(xvy) = <grad f’ V>'



Példa
Legyen f(x,y) = x° + y2, v = (cos o, sin a).
f(x,y) =2x, fi(x,y) =2y == D.f(x,y) = 2xcosa+2ysina.
Adott r sugaru kdér mentén: xg = rcosé, yp = rsiné.
D.f(xo, Yo) = 2rcos 6 cos a + 2rsinf sina = 2rcos(f — «)

Lathatd, hogy
- D.f(xo, yo) maximalis, ha o = 6,
- D.f(x0,¥0) =0,haf —a =mn/2.

Vajon hogyan értelmezhetjiik geometriailag ezt a tényt?



Az f(x,y) = x? + y? fliggvény szintvonalai:

- D.f(xp, yo) maximalis, ha o = 6,

- D.f(x0,¥0) =0,ha 6 —a=mn/2.



Magasabb rend( derivaltak
Definicid.
f: S — R kétvaltozos fliiggveny, és (xg, yp)eint S. Azt mondjuk,
hogy f KETSZER DIFFERENCIALHATO ebben a pontban, ha
» f differencialhato a (xo, yo) egy kérnyezetében,
» ésfi(x,y) és az f)(x, y) is differencialhatoak az (xo, yo)

pontban.

Tétel.

Ha f kétszer differencialhato (X, yo)eint Dy pontban, akkor

fey (X0, Y0) = fs (X0, Y0)-



Hesse matrix

Definicio.
Ha a fliggvény kétszer differencialhato, akkor a fliggvény

MASODIK DERIVALTJA egy matrix:
fx (X0, ¥0) Ty (X0, Y0)
H(xo, yo) =
f)/(i,(Xo,yo) f)//S/(XanO)
H(xo, ¥o) az adott ponthoz tartoz6 HESSE MATRIX.

Koévetkezmény. Hesse matrix mindig szimmetrikus.



Kitekintés IR"-re



Pontok IR"-ben

Definicid.
R" elemei a rendezett szam n-esek: P = (X1, ..., Xn),
P" = (x{,...,x}). Ezek Az n DIMENZIOS TER PONTJAL.

A két pont TAVOLSAGA:

IP—PI =




Halmazok IR"-ben

Definicio.

P = (x1,...,Xn)eR" pont kérnyezetei n-dimenziés GOMBOk:

n
S(P,e) = {Q = (Xq,...,Xx,)eR": Z(Xk —x})? < 52} .
k=1
Legyenek ay < by, k =1,2,...n adott valos szamok.

T={(X1,...,%n) : ak < xx < by, k:1,...,n}C]R”.

T = a1, by] x - -+ x [ap, by] n-dimenzids INTERVALLUM.



Flggveény, definiciok

ScR" f:S— R n-VALTOzOS FUGGVENY.
f(x) = f(X1,...,Xn).

Az i-dik valtozd szerinti PARCIALIS DERIVALT:

f(X1,...,X,'_1,§,X,‘+1 ...,Xn)—f(X1,...X,',...,Xn)
E—X; f—X,'

?

ha a fenti hatértérték Iétezik és véges. Tovabbi jeldlés %f(x)
i



Teljes derivalt

f: S — R n-valtozés valds fliggvény, x belsd pontja S-nek.
Definicio.

Az f fliggvény TELJESEN DIFFERENCIALHATO x-ben, ha 3AeR",
hogy VAXx = (Axy, ..., AXn) elegendben kicsi megvaltozas

esetén, melyre x + AXeS:

f(x + Ax) = f(x) + AAx + o(||Ax]|),

ahol [AX| = /AxE + ...+ AxE.



f(x + Ax) = f(x) + AAx + o(||Ax]|)

Tétel.

Ha f differencialhaté egy acS belsé pontban, akkor

A=(f(a),...,f (&) =: grad f(a).

Tétel.

f:S— R, acint S. Tfh az a valamely U kérnyezetében
- leteznek az fy (x), k = 1,...n parcialis derivaltak, VxeU,
- és folytonosak a-ban.

Ekkor f differencialhaté a- ban.



Masodik derivalt

Definicio.

Tth az f flggveény parcialis derivaltfliiggvenyei teljesen
differencialhatoak xeDs-ben.

A MASODIK DERIVALT egy matrix H(x)eR"*" , melynek (i, )-dik

eleme :
O%f

Hij(x) = m(x)-

H(x) az x pontbeli HESSE MATRIX.



IrAnymenti derivalt
Definicio.
Adottazf: S — R, és xeint S. Adottegy v = (vy, ..., Vy) irdny,

mely ||v|| = 1. Az f fliggvény v IRANYU DERIVALTJA:

Duf() = i f(x + g\;) - f(X)j
o—

ha a fenti hatarérték létezik és véges.

Tétel.

Ha f teljesen differencialhato x-ben, akkor Vv-re 3D, f(x), és

Dyf(x) =vify (X) + ...+ Vafy (X) = Z vify.(x) = (grad f(x), v).
i=1



Differencidlszamitas IR?-ben, folytatas



Osszetett fliggvény

= Lancszabaly két dimenzidban

Ismétlés. Lancszabaly valds fliggvények esetén:
f a kllso6 figgveény, g a belso fliggvény. Tth mindkettd

differencialhato.

Ekkor
(fog) (x) =f'(g(x)) g'(x).



Lancszabaly 2-dim-ban. |.

A Kiilsé figgveny f(u), A belsé fliggvény u = &(x,y),
— Az Osszetett fliggveény F(x,y) = f(o(x,y)).

Tétel.

Legyen S c R?, D C R.
» Tfh¢ : S — R differencialhaté az (x, y)eint S pontban.
» Tfhf: D — R differencialhato u = ¢(x, y)-ban.

Akkor F = fo ¢ : S — R differencialhato (x, y)-ban, és

Fx(x,y) = F(o(x,¥)) ¢5(X, ),  Fy(x,y) = f'(6(x,¥)) ¢y (X, ).



F(x,y) := f(¢(x,y)). Bizonyitas.

F(x+Ax,y+Ay) = F(x,y) = f(o(x+ Ax, y + Ay)) — (($(x, y)) = (*)
f differencialhato, ezért f(u + Au) — f(u) = f(u) Au+ e(Auw)

(x) = Ff(o(x,¥)Ad(X,y) +¢€ =
= f/((ZS(X,y)) (¢;(X,Y)AX+¢;/(X}’)A}/+€1) +e.

Tehat azt kaptuk, hogy

F(x+Ax,y+Ay)— F(x,y) =
= (F(0(x. 1)) (x. ¥)) Ax + (f'(6(x, )by (X, y)) Ay + 2.

F differencialhato. A jobboldal f6 tagja: Fy(x, y)Ax + F)(x,y)Ay.



Példa

Legyen F(x,y) = f2(x, y), ahol f(x, y)
Kiilsd fliggvény z = u?, belsb fuggvény u = f(x, y).
Ekkor (u?)" = 2u, ezért

Fy(x,y) =2f(x,y) f(x,y), Fy(x,y) =2f(x,y) f,(x, y).



