Kétvaltozds fliggvények. 3. rész

2018. marcius 5.



Differencialszamitas IR2-ben.



Parcialis derivalt

Definicio.
Legyenf: S — R, S C R?, és legyen (xy, yp)eint S.

A fiiggvény x szerinti PARCIALIS DERIVALTJA (X, yo)-ban:

lim f(XayO) - f(X07y0)
X—Xo X — Xp ’

ha letezik és véges a fenti hatarértek.

L of
Jeldlés: fi(xo0, yo), vagy (%o, yo)-



x szerinti parcialis derivalt

Régzitett y = 1 mellett egy-valtozos fliggvenyt kapunk. Ennek

derivaltjat szamoljuk.



Parcialis derivalt

Definicid.
Legyenf: S — R, S C R?, és legyen (xg, yp)eint S. A
fiiggvény y szerinti PARCIALIS DERIVALTJA az (xo, o) pontban:

lim f(X07.y) — f(X07y0)
y=% Y—Y

ha létezik és véges a fenti hatarértéek.

e of
Jeldlés: f)(xo., yo), vagy @(XOJ/O)‘



Parcialis derivaltak

A parcialis derivaltak szamolhaték az egyvaltozés

flggvényeknél megismert médon:

f(xo + h, yo) — (X0, ¥o)

fe(X0,¥0) = A@O "
. (X0, Yo + h) — (X0, Yo)
f,(x0,¥0) = lim b :



Példa

f(x,y) = x2y. akkor ennek parcidlis derivaltjai

. 2xhy
= lim — = 2xy.
hILno h Xy

. (x+ h)2y — x2y
fxy) = lim BEY

Hasonléan

) ==



Parcialis derivaltak értelmezése

Roégzitett yo mellett f;(x) := f(x, yo) egyvaltozds valos

fuggveny. (xo, ¥o)eint D, = Xpeint Dy,. Ekkor

0
af(xo,}’o) = f{(Xo).

Rogzitett xo mellett f(y) := f(xp, y) egyvaltozos valos

fuggvény. (xo, ¥0)eDy = yoeint Dy,. Ekkor

0
a*yf(xoyyo) = f(yo).

f; és f, az eredeti figgvény metszetfiiggvényei.



Parcialis derivaltfiggvény

Definicio.
f: S — R keétvaltozos valos fiiggveny.

TfthV(x, y)eS esetén létezik f,(x, y).

Ekkor a PARCIALIS DERIVALTFUGGVENY

fi: S—=R,  (x,y)— fi(x,y).

A parcialis derivaltfiggvény ugyanolyan tipusu, mint az eredeti

kétvaltozds, valos fliggvény.



Masodrend( parcialis derivaltak

Definicio.
Ha a parcialis derivaltfiiggvénynek létezik parcialis derivaltja,

akkor MASODRENDU PARCIALIS DERIVALTat kapunk.

Példaul:

o o fi(x,y +h) —f.(x,y)
oy axOe)) = fim - -

2
oyox

Tovabbi jel6lések: f(x,y) =y, (X, y)



Példa

f(x,y) = x*> — xy + 3y2.
Az els6rendl derivaltak:
fxy) = fxy)=2x—y,
ox
f(x,y) = aayf(x,y) = — X+ 6y.
A masodrendl derivaltak:

f)/(;((xvy):27 f}//il(xjy):&

f}///X(X7y):_17 f)l(gl(xuy):_1



Magasabb rendl parcialis derivaltak

Definicid.
Ha a masodrend(i parcialis derivaltfliggvénynek létezik parcialis

derivaltja, akkor HARMADRENDU PARCIALIS DERIVALTat kapunk.

Példaul:

0, P Gy + h) — F(x,y)
h—0 h

03
Wf(xay): f)QZy(X?}’)

Es igy tovabb...Negyed- 6tddrend(i parcidlis derivaltak.

Tovabbi jel6lések:



Parcialis derivaltak és folytonossag?

Példa. Legyen

fxy) =) @ryp M N 700

0 ha (x,y) =(0,0)
A parcidlis derivaltak /éteznek a (0, 0) pontban:
f(h,0) — f(0,0)

£(0,0) = ,I7im0 p =0
—
. (0, h) —£(0,0)
/ _ _
£,(0,0) = ’I7|£1>10 > =0.

Mégis, f nem folytonos (0, 0)-ban! Valéban, a y = kx mentén

X-kx Kk
X2+ k2x2 14 k2’

(0,0)-hoz tartva a hatarérték k-tol figg. Szemléletesen...

f(x, kx) =




Parcialis derivaltak és folytonossag

Tétel.
f:S—R, (X, yo)eint S.

Tth az (xo, yo) valamely U C R? kérnyezetében f, és fy

léteznek, és korlatosak:

K< M, (X, y) <M, V(x,y)eU.

Ekkor az f fiiggvény folytonos az (X, yo)-ban.

Bizonyitashoz elokészilet:



Ismétlés

Tétel. (Lagrange-féle k6zépérték tétel)
Legyen f : [a, b] — R differencialhato. Ekkor 3¢e(a, b), melyre:
f(b) — f(a)
(&) = )
(&) ="

A £ (b)




Lagrange-féle kbzépértéktétel, Ujra

Kicsit masképpen:

Tétel.
Legyen f : [a, a+ h] — R differencialhato. Ekkor 3¢e(a, a+ h),
melyre:

fla+ h) —f(a) = h-f(¢).

Legyen ¢ = a+ 6h, ahol 0 < 6 < 1. Ekkor

f(a+ h) — f(a) = f'(a+ 0h) - h.



Tétel bizonyitas
Folytonossagot kell belatni.
(X, y) = (X0, Yo)| < (X, y) = 1(x, yo) | + [F(X; yo) — F(X0, Yo)| = (¥)-
A Lagrange-féle kozépértéktételbdl kdvetkezik, hogy
f(x,y) — f(x, o) = k(y) — ©(yo) = K(&)Ay = f(x.&,)Ay.

f(x, ¥0) — (X0, Y0) = fi(x) = fi(X0) = K (Ex)AX = i (Ex. Yo) AX.
= () <K& Yo)lIAX] + [£(x, ) I|Ay| < M(|Ax| + [Ay]).

Tehat

(X, y) = f(x0, Yo)| < M(|Ax| + |Ay]) < M\/(X = X0)? + (¥ = yo)*.



f(x,y)

X p
= % Magyarazat.
Xc+Yy
Az el6z6 példa folytatasa. Ha (x, y) # (0,0), akkor az x szerinti

parcialis derivalt:

by = YOPHYE) —xy(2x) _ y®—xPy

Ez nem korlatos az orig6 kdzelében, hiszen pl y = 2x esetén

6x3 6
h(x.2X) = 5554 = oy

és ezért |f;(x,2x)| — oo ha x — 0.



Parcialis derivalasok sorrendje

Tétel.
f:S—R, Py=(xo,Yo)eint S. Tth U kbrnyezete Py-nak,

melyben
1. léteznek £, és f),,
2. és (xo, Yo)-ban folytonosak.
Akkor

f)/(;/(XOa .yO) = f}//;((X07 yO)

A fenti feltételek mellett itt a derivalasok sorrendje felcserélhetd.

A Tételt nem bizonyitjuk.



Parcialis derivalasok sorrendje

Kovetkezmény. Ha a megfeleld parcialis derivaltfliggvények
folytonosak:

111 /17 /11

f,

xXxy — fxyx = lyxx-

és igy tovabb... feltéve, hogy a parcialis derivaltak folytonos

flggvények:

o = o, = o = ..



A derivalasok sorrendje nem cserélhet6 fel automatikusan!
Legyen

x2—y2
“5—2sxy ha (x,y)# (0.0
fxy) = @ yEY (x.y) # (0,0)

0 ha (X,y):(0,0)

A vegyes masodrendl parcialis derivaltak (0, 0)-ban?

R_y?
f(hy) —1(0.y) _ . F5ye Y - y?

=y lim

! T ; —
fX(07y) o l|7|—>mO h h—0 h —0 h? +y2 N

=y,
= 1,x(0,0)=pp—1.

Forditott sorrendben derivalva

! ; f(X,h)—f(X,O) 17
fx.0)=lim 22222 == x, = £(0,0) = 1.

A két érték kilonbozik! £}, nem-folytonos az origoban.
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Teljes differencialhatésag



Ismétlés

’f differencialhaté az xeint Dy pontban”, ha a hatarérték létezik:

- f(x+Ax)—f(x) ..
AI)I(n—lo Ax =T =4

Ez azt jelenti, hogy ha Ax elég kicsi, akkor
f(x + Ax) = f(x) + AAx + e(Ax) - Ax,

ahol A fuggetlen Ax-t6l és lim ¢(Ax) =0.
Ax—0

Tehat jol kozelithet6 linearis fliggvénnyel.



Derivalhatosag
Definicio.
Egy h(x) fiiggvény KISORDO a 0-ban, ha

lim M =0.
x—=0 X

Ezt ugy jeldljik, hogy h(x) = o(x).
Definicio.
f:S— R, és(x,y)eint S. Az f fliggvény DIFFERENCIALHATO

(x,y)-ban, ha 3A, B, C, melyekre

f(x+ Ax,y + Ay) = AAx + BAy + C + o(/Ax? + Ay?)

elegendben kicsi Ax és Ay mellett.A, B, C fliggetlenek Ax-t6l és
Ay-tol.



f(x + Ax,y + Ay) = AAx + BAy + C + o(v/Ax2 + Ay?)

Tétel.

Ha f differencialhato az (x, y) pontban, akkor
1. folytonos az (x, y) pontban,
2. és léteznek az az (x, y) pontban a parcialis derivaltak.

Tovabba a képletben szereplé konstansokra

C=1(x,y); A=fh(xy); B=£fxy).



Bizonyitas
f(x + Ax,y + Ay) = AAx + BAy + C + o(\/AX2 + Ay?)
Ha Ax=Ay=0 = f(x,y)=A-0+B-0+C+0=C.
f(x + Ax,y + Ay) = AAx + BAy + f(x, y) + o(\/Ax2 + Ay?)
A folytonossaghoz:
f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y) = AAX + BAy + o(v/Ax2 + Ay?)—s 0.

Parcialis derivaltak:

. fx+Ax,y)—f(x,y) o o(|Ax|),
AI)I(rEo AXx =hLxy) = AI)I(EO(AJr AXx )=A
. fxy+Ay)—fxy) 4 , o(|Ayl)
= = b i A VA Wy -
Al;lxrﬂo Ay f(x.y) AI;I/rEo(BJr Ay )



Differencialhato6 fliggvény

Kévetkezmeény. Ha az f figgvény differencialhat6 az (x, y)
pontban, akkor igy irhaté:

F(x+DX,y+Dy) = (X, Y)+1(X, Y)AX+,(x, y) Ay +0(V/BXE + Ay?).

Geometriai jelentés:
Ha a fuggveény differencialhatd (xo, yp)-ban, akkor a pont kordl

a flggvény értékét kdzelithetjik:
f(x,y) = f(x0, Yo) + f(X0, Yo) Ax + (X0, Yo) Ay

ahol Ax = x — xg, Ay = y — yo. Ez az érintosik.



