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Folytonossag IR?-ben.



Folytonossag

Definicid.
f:D—R,DcR? Legyen Py = (Xg, yo)eD.
Az f fliggvény FOLYTONOS (Xo, ¥o)-ban, ha Ve > 0-hoz 35 > 0

szam, melyre

VO y)eDr (X —x02 + (¥ — y)2 <6
esetén teljesdl, hogy

[f(x,y) — f(x0, Yo)| < e.



Sorozatfolytonossag

Definicio.
Az f fliggvény SOROZATFOLYTONOS a PyeDs pontban,ha

V(Pn) C Dy sorozatra, melyre
lim P, = P
n—oo

teljesdl, hogy
lim f(Pn) = f(Po).

n—oo



Folytonossag — Sorozatfolytonossag

Tétel.

Az f figgvény folytonos Py-ban < ott sorozatfolytonos.

Koévetkezmeny: folytonos fliggvények 6sszege, szorzata,

skalarszorosa is folytonos.
Definicio.
Ha egy fliggvény értelmezési tartomanyanak egy pontjaban

nem folytonos, akkor ott SZAKADASA van.



Példak folytonossagra

X
— ha 0
y y#
f(x,y) =

0 ha y=0

A fuggvény V(x, y) pontban folytonos, ahol y # 0.




Példak folytonossagra

2xy
———> h 0,0
fxy) =4 @+y2 ) 70.0)

0 ha (x,y)=(0,0)




2Xy

f(X,}’):W

A fuggveény (x, y)-ban folytonos, ha x # 0 és y # 0.

Ha y # 0, akkor f(-, y) folytonos, és Iimo f(x,y)=0=1£(0,y).
X—

Ha x # 0, akkor f(x, -), folytonos, és Iim0 f(x,y) =0=f(x,0).
y—

Tekintsuk az x = y egyenest. Az egyenes mentén f(x, x) = 1.

Legyen P, = (an, an), (an) nullsorozat, akkor

lim P =(0,0),  lim f(Py)=1+# f(0,0).

n—oo

f tehat nem folytonos a (0, 0)-ban és folytonos mindendtt

masutt.



Példak folytonossagra

3. Példa. Legyen

X2 y2

m ha (Xay)#(070)

f(x.y) =
0 ha (x,y)=1(0,0)
Folytonos-e a (0, 0) pontban?

Legyen (P,) egy olyan sorozat, melyre nILm Pn,=(0,0).

Ha P, = (rn, 0n), akkor nIi_}m rn =0, (6,) barmi lehet.



Ha (x, y) # (0,0), akkor

x2y?  r2cos?() r?sin®(0)

— 12 0nc2(f) cin2
X2y 2 = r°cos“(#) sin“(9).

f(X?y) =

Ezért valéban

lim f(Py) = £(0,0),

n—oo

tehat a fliggvény folytonos

az origéban.



Kitérd: Bolzano tétel egyvaltozos fliggvényekre

Tétel.

f:[a, b] — R folytonos fiiggvény. Tegylik fel, hogy f(a) < f(b).

EkkorYvc, f(a) < ¢ < f(b)-hez 3¢e(a, b), melyre f(¢) = c.

-F{n‘.\_. )

fla) [\

+




Bolzano tétel kétvaltozés fliggényekre

Tétel. (Bolzano tétel)

Legyen f : S — R folytonos fiiggvény, S ¢ R? ésszefiiggé.
Adottak P = (x,y)eS és P' = (x', y')eS, melyekre

a=1f(x,y) <f(x',y’)=b.

EkkorVce(a, b) szamhoz 3Q = (X, ¥o)eS pont, melyre
f(xo0, o) = C.



Bolzano tétel bizonyitas

S 6sszefliggd, ezért Iy : [a, 5] — R? folytonos vonal, melyre
) =(xy),  (B) =K.y

~v(t) = (x(t), y(1)) , és a koordinata-figgvények folytonosak.

Definialjuk F(t) := fo~/(t) = f(x(t), y(t)).

F : [, 8] — R folytonos, melyre F(a) = a, és F(B) = b.

a<c<b = HFe(a,pB), melyre F(§) =c.

Ezérta Q := v(£)eS pontra f(Q) = c.



Egyenletes- és Lipschitz folytonossag
Definicio.
Legyenf:S — R, S C R? tartomény. f EGYENLETESEN

FOLYTONOS S-ben, haVe > 0-hoz 35 > 0, hogy ha
|P— P <6 akkor |f(P) — f(P)| <e.

A = 6(g) szam az e-hoz tartozé FOLYTONOSSAGI MODULUS.
Definicid.
f: S — R LIPSCHITZ FOLYTONOS S-ben, ha 3L > 0, melyre

|f(P)—f(P)| < L-||P- P, VP, P'cS.

Az L szam LIPSCHITZ-KONSTANS.



Egyenletes- és Lipschitz folytonossag

Allitas.
1. Ha f egyenletesen folytonos S-n = minden pontban
folytonos
2. Ha f Lipschitz folytonos egy tartomanyban —  ott

egyenletesen is folytonos.

Bizonyitas. 2. Tetszdleges ¢ > 0 szamhoz a ¢ := %

megfeleltetés jo lesz.



Korlatos és zart halmazon folytonos fliggvények

Tétel. (Heine tétel)

Legyen S korlatos és zart tartomany R2-ben. Tegylik fel, hogy
f : S — R folytonos fliggvény. Ekkor f egyenletesen is

folytonos.
Bizonyitas. Indirekt. Tfth f nem egyenletesen folytonos. Ekkor
Je > 0, melyre ( "V6 rossz”): V6 > 0-hoz 3P, P':

|P—P| <6, de [f(P) — f(P)| > e. (1)

d = 1/n-hez is 3Py, P}, hogy:

’
1Pn = Poll < =, [f(Pn) = f(Pp)l > .



’
|Pn — Ppll < — |f(Pa) = f(P.)| >e VneN.

S korlatos = (Py), (P},) korlatosak, — 3 konvergens

rész-sorozatuk.

lim P, =P, lim P, =P
n—oo n—oo

Belatjuk, hogy P = P'.
IP—P| =[PPyt Py P,+P,— P| <
<||P=Pal| +|IPa= Py +IPh—P < 2+ 141
3 3 3
igy a P = P'¢S-ben f folytonos.

lim f(Pn) = lim £(P). =<

n— o0



Weierstrass |. tétele

Tétel.
Legyen S C R? korlatos és zéart. f : S — R folytonos fiiggvény.

Ekkor f korlatos.
Bizonyitas. Indirekt. Tfh R; nem korlatos. Ekkor Vn-hez
3Pp = (Xn, ¥n)eS

|f(Xn, ¥n)| > n, nelN.

(Pn) korlatos. = 3(Pp,) konvergens, lim P, =: P,.

S zart, ezért PyeS, és itt f folytonos.

ninLnOO f(Xne, Yne) = (X0, Yo)< o0,

de az indirekt feltevés szerint |f(xn, , Yn, )| > Nk, Nk — 00. =<



Weierstrass |Il. tétele

Tétel.
Legyen S C R? korlatos és zért. f : S — R folytonos fiiggvény.

Ekkor f felveszi a maximumat és minimumat.

Bizonyitas. § := sup Ry. Ekkor 3(h, = f(xn, yn)), hogy
lim h, = 3.

n—oo

(Pn = (Xn, ¥n)) C S korlatos, tehat 3(P,, ) konvergens.

S zart, ezért P .= klim P, €S. P pontban f folytonos, tehéat
—00
lim f(Pp,) = f(P), lim f(Pp,) = B,
k—o0 k—o0

ezért § = f(P) < oc.



Hatarérték IR?-ben.



Hatarérték

Definicio.
Legyenf:S — R, S C R2. Py = (xo, yo)eR? egy torlodasi
pontja S-nek. f HATARERTEKE a Py = (X, Yo) pontban L, azaz
lim f(x,y) =L,
(x.y)—(Xo0,¥0) (x.)

ha minden ¢ > 0 -hoz létezik 6 > 0 szam, hogy V(x, y)eS-re

0<\/x X0)?+ (Y — )2 < = |f(x,y)—L|l<e.



Atviteli elv

Tétel.

A kbvetkezé allitasok ekvivalensek:

1. lim f(x,y) = L.
(x,¥)—(x0.¥0) (x.)

2. YPn = (Xn, ¥n)eS sorozatra, P, # Py

im P,=Py, = lim f(P,) =L

n—oo n—oo



1. Példa
Legyen S = {(x,y),y >0},ésf:S—R:

f(x.y)=e X, y>o.
Legyen Py = (xo,0), ahol xo # 0 rogzitett. Ekkor

. _ 2 . _ 2
im e X/ = Iim e*%/Y =0.
(X,¥)—(x0,0) y—0+

Tth az y = kx? parabola mentén tartunk a (0, 0)-hoz, k > 0 fix:
Pp, := (xp, kx2), ahol nILm xp = 0. Ekkor lim P, = (0,0). Vn:

f(Py) =e X /kd = o= V/k  — lim f(P,) = e *.

n— oo

Tehat a (0, 0)-beli hatarérték fligg a sorozat valasztasatol, ezért

a figgveény hatarértéke nem létezik a (0, 0) pontban.



2. Példa. Legyen

X+ 2y
ha 3x — 0
fx,y) =4 3x—y : e
0 ha 3x—-y=0

Legyen a, = 1/n, és nézzlnk két pontsorozatot:
Pn = (anv 312’1)7 Pll’l: (a?,,an).

Ekkor lim P}, = I|m P, = (0,0). Masrészt

n—oo
_ n+2 N 1+2n
(Pr) = g H(PR) =
és igy tehat
. R ,
nIme f(Pn) = 3 nILmOO f(P,) =-2.

Ezért az origbban nincs hatarértéke a figgvenynek.



Hatter: (0, 0)-beli hatarérték "kétfajta kdzelitéssel”

X+2y im X 1

1. lim li = — =
) xILno leo 3x—y x-03x 3

2)  dimlim X2 i )
y—=0x—03X—y  y—=0 —y

1
-2 = ort
# 3 ezer

nincs hatarérték.

... és ha a fenti hatarértékek egyenloek lennének...?



