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��

���� ∫ 2

1

∫ 4

2

1

(x + y)2
dx dy

���� ∫ 5

2

∫ 3

1

(5x2y − 2y3)dy dx

���� ∫ π

0

∫ sinx

0

(x + y)dy dx

���� ∫ 1

0

∫ 1

y

(x2 + y2)dx dy

�
���	
 ��� 
 ��������� ������� ���
�� ����������	 �
��������� �
���
���

���� D5 =? ���� D6 =?

���� D7 =? ���� D8 =?



�

��	� D9 =? ���
� D10 =?

�����  
������!� ��� 
� f(x, y) = xy "#���$�� �������%�� 
� ����� ���
�� �����	���&
�
��������


����� ������	!� �� 
� f(x, y) =
√

x + y "#���$�� �������%�� 
� ����� ���
�� ��
�$�


�' �
����������

������	
 �� 
� 
���� "#���$���� �����	 �������%�� 
� ����� ���
(��� �
������������



)

����� f(x, y) = ex+y* ����� f(x, y) = 3x2 + 5y2*

����� f(x, y) = x2y* ����� f(x, y) =
1

(x + y)3

����� f(x, y) = x + y* ����� f(x, y) =
3

x
+

5

y



+

���	� f(x, y) = 2x3y* ���
� f(x, y) = xy*

�����  
������
 ��� �$� �����	�
 �������	 , 	!�
�' ������ ����	 �$	�$��� �$�"��
����
-. �������� �������� ��� 	���
� �
��
�� . �$�($	�	 �$�"��
� "�$� �
�%!� �
 
�
x2 + z2 = R2 "#���$��� 
� x2 + y2 = R2 ���&�
��������� �������%!�*/

����� ������	
 �� 
�
x2

4
+

y2

9
= 1 ������"�#��0 
 z = x+y+6 	��0 $	 
� xy ������	�� ��


�
����� �	���
������ �$�"��
���
� �$��	������ -. �$�"��
� �$��	����� �
�%!� �



� f(x, y) = x + y + 6 "#���$��� 
�
x2

4
+

y2

9
= 1 ���	��	 �
��������� �������%!�*/

�����  
������
 ��� 
 z = x2 − y2 "�#��0 
� x = 1 $	 
 z = 0 	���� ��
 ����
��������
��	� �$�"��
���
� �$��	������

. z = 0 	��0 
� xy ������	��0 ��� 
 "�#�&
��� 
� x2−y2 = 0 ������	&����
� ���	��*
1��� x2−y2 = (x−y)(x+y) = 00 �
�%!�

� y = ±x ������	����* .� �������&
���	 �
������� ����� 
� ����� ���
��*

�����  
������!� ��� 
� R 	!�
�' ���� �$�"��
���� . 	�����	� ����&
����(����
���(	������ �$����#��

�
���	!� ��� ����&����(����
���(	������ 
� 
���� �
��������� �
���
���



2

����� D25 =? ����� D26 =?

����� D27 =? ����� D28 =?

���	� ������	!� �� 
 ��������� �������� 
� �	� 	�������(��� $�� ���	$�	!�
�' �����(&
��� �
��������
� ∫∫

T

1√
x2 + y2 + 1

dT

���
�
∗ 3�	�����
�(� 


z = x2 − y2 ���������!	 �
�
����(0


� xy ������	�� $	


� x2 + y2 = 1 �������
�	�

��
 �
����� �$�"��
� �$��	���
*

�����  
������
 ��� 
� ∫∫
T

(1 − x2 − y2)dT

������� $��$�$� 
� x2 + y2 = 9 ����
����������

����� ������	
 �� 
� 
���� �����
���
�� �����4�4&�
��������� 
�

∫∫
T

(x2 + 2y2)dT ������� $��$�$��



5

�����  
������
 ���


�
x2

4
+ y = 1 ������0


 3x + 4y + z = 12 	�� $	


� xy ������	��

��
 ����
�������� ��	� �$�"��
���
� �$��	������

-6������%
 
� f(x, y) = 12 − 3x − 4y "#���$��� 
�
x2

4
+ y2 = 1 �
����������/

����� ������	
 ��
∫∫

T

x2ydT $��$�$�


� ����� ���
�� �
����������

����� ������	
 �� 
 z = 1 − 4x2 − y2 "�#�� $	 
� xy ������	�� ��
 ����
�������� ��	�
�$�"��
���
� �$��	�����*

�����  
������
 ��� 
 z = x2 + y2 "�#��0 
 z = 0 	�� $	 
� (x− 2)2 + y2 = 4 ���������
��
 �
����� ��	� �$�"��
���
� �$��	�����*

����� 1�����
 
 z = 2− 2
√

x2 + y2 �'�0 
 z = 0 	�� $	 
� (x− 1
2
)2 + y2 = 1

4
������ ��


�
����� ��	� �$�"��
���
� �$��	���
7

�����  
������!� ��� 
 2x = y2 +4z2 ������!	 �
�
����( $	 
� x = 1 	�� ��
 �
�����
��	� �$�"��
����
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���� ������ �	��
����

������	
 �� 
� 
���� ����
	 ���������
� ���	�����	 ��������	� 	�����(����

���	� ∫ 2

0

∫ 1

0

∫ 3

0

(2x − 4y + 6z − 3) dz dy dx

���
� ∫ 3

1

∫ 3

1

∫ 3

1

(x + y + z) dx dy dz

����� ∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

1

(1 + x + y + z)3
dz dy dx

�����  
������
 ��� 
 ∫∫∫
V

(x − 2y + 4z) dV

����
	 ������� $��$�$�0 �
 
 V �$�"��
�&�$	�� 
� x + y + z = 10 x = 00 y = 0 $	
z = 0 "�#���� �
����%���

����� ������	
� �� 
� x + z = 20 x = 00 y = 00 y = 2 $	 z = 0 "�#���� ��
 �
����� V

�$�"��
��
 
 ∫∫∫
V

(x2 + 2y + z2) dV

������� $��$�$��

����� 1�����
 ∫∫∫
V

(ex+y+z) dV

$��$��0 �
 V &� 
� x = 10 y = 00 y = x0 z = 0 $	 z = x + y �������4 "�#����
�
����%��7

�����
∗ 1����� 
 ∫∫∫

V

(x2 + z2) dx dy dz

������� $��$�� 
�� 
 V 
� x2 + y2 = 4 ��������� 
 z = 0 $	 z = 8 	���� ���$ �	�
�$	���

�����
∗ 1����� 
 ∫∫∫

V

(x2 + y2) dx dy dz
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������� $��$��0 �
 V 
� ����� ���
�� z ������40 R 

�	!�
�' ������	 ����'�7

�����
∗ ������	
 �� 
�

x2 + y2 + z2 − 4a2 = 0

���� $	 
�
(x − a)2 + y2 − a2 = 0

������ ����	 �$	�$��� �$�"��
��� -:���
��& "$� ��	�/�

�����
∗ ������	
 �� 
 ∫∫∫

V

zyx2 dV

�������� 
� x2 + y2 + z2 = 1 ���� x � 0 ����
(��
�

���	�
∗  
������
 ��� 
 z = x2 − y2 "�#�� x � 00 z � 0 �$	��0 
 z = 0 $	 
� x = 1 	����
��
 �
����� �����$� ��	� 	'�����%��
� ������$��

���
� ������	
 �� 
 z = y2 −x0 x = 2 $	 z = 0 �������4 "�#���� ��
 �
����� �����$�
��	� 	'�����%��
� ����(��������

;�%
 "� 
� 
���� ����
	 ���������
� 
� �		��	 ����	$��	 	�����(��� -�$� 5&"$� �$����/�

�����
1∫

0

1∫
√

x

1−y∫
0

f (x, y, z) dz dy dx

�����
1∫

0

1−x2∫
0

1−x∫
0

f (x, y, z) dy dz dx



8�

����� ������	
 �� 
� 
���� ����
	 ���������∫∫∫
E

√
x2 + z2 d(x, y, z),


�� E 
� y = x2 + z2 �
�
����( y = 4 &�� ���%�(� �$	��*

���� �����
�����������

����� ������	
 �� 
 ��������� 	���� ��
 ��������� �$�"��
����

x + 2y + z = 2 -�*8/

x = 2y -�*�/

x = 0 -�*�/

z = 0 -�*�/

�����  
������
 ��� 
� x2 + y2 = 12 ������0 
 3x + 4y + z = 12 	�� $	 
 z = 0 	�� ��

�
����� ������ �$�"��
���*

�����  
������
 ��� 
 z = x2 + y2 �
�
����( $	 
� x2 + y2 = 9 ������ z ≥ 0 �$	����
$�� ����	 �$	�$��� �$�"��
���*

�����  
������
 ��� 
 z =
√

x2 + y2 �'� 4 ≤ x2 + y2 ≤ 25 �����4�4 "����� �$	�$���
�$�"��
���*

�����  
������
 ��� 
 z = 10 − 3x2 − 3y2 �
�
����( $	 
 z = 4 	�� ����� �$�"��
���*



8�

���� ��	��	��
��

������ ����� 	
����� ���������������

����� <����� 
 Γ ����� 
�
x2 + y2 = 1

������
 x ������ "����� �$	��*  
������
 ��� 
�∫
Γ

(2 + x2y)ds

���
������� $��$�$�*

����� =�����	#�� ��� "$��� 

�' (�����0 ����� 
�

x2 + y2 = 1, y ≥ 0

"��$���� �
������
� ���*
=���#� "�0 ���� 
 (��� 	4�4	$�� y&�
� ������	 ������� & 
 �	'�	�
� 
 ���
�����*
1�����
 
 (��� ������7

������ ���������� ���������������

�����  
������
 ��� 
�

F (x, y) =

(
x2 + y2

y2 − x2

)
���������� ���
�������%�� 


3y − 2x = 1

������	 0 ≤ x ≤ 1 ������� (
�
�%
 ����$�*

�����  
������
 ��� 
�

F (x, y) =

(
x − y

xy

)
���������� ���
�������%�� 
� 
���� ����� ����$��

γ(t) =

(
2t2

3t − 5

)
, 0 ≤ t ≤ 2.

�����  
������
 ��� 
� 
���� ����������

F (x, y, z) =

⎛
⎝ xy

yz

zx

⎞
⎠

���
�������%�� 
 Γ ����� ����$�0 
��

Γ = {γ(t) : 0 ≤ t ≤ 1}, γ(t) = (t, t2, t3).



8�

����� 6������%
 
�

F (x, y) =

(
x2

−y2

)

����������� 
��� Γ ����� ����$�0 ������ ����(����
"#���$����

x(t) = a cos t, y(t) = b sin(t), 0 ≤ t ≤ π/2.

�����  
������
 ��� 
� 
���� ����������

F (x, y, z) =

⎛
⎝ x

y

−z

⎞
⎠

���
�������%�� 
 Γ ����� ����$�0 
��

Γ = {γ(t) : 0 ≤ t ≤ 1}, γ(t) = (t2, t,
1

t
).

�����
∗ ������	
 �� 
�

F (x, y, z) =

⎛
⎝ yz

xz

xy

⎞
⎠

���������� ���
�������%�� Γ ����$�*


/

Γ = {γ(t) =

(
2t2

3t − 5

)
: 0 ≤ t ≤ 3}.

�/ Γ 
 P1(−1, 2, 0) $	 P2(5, 5, 9) ������ �������0 ����(����
���������� ����!�
&
��	 ������	 	�
�
	����� �� '�*

���	� ������	
 �� 
�

F (x, y, z) =

⎛
⎝ 3x2y2z

2x3yz

x3y2

⎞
⎠

���������� ���
�������%�� 
 P (1, 2, 3) ������ 
� ������
 �		������ ������	 	�
�
	�
����$�*



� �������

�����
����

8�



8)

���� ������ �	��
����

���� I = ln(10/9) = 0.1054*

���� I = 660*

���� I = (5π)/4 = 3.927*

���� I = 1/3*

���� x2 ≤ y ≤ √
x0 0 ≤ x ≤ 1*

����
√

x ≤ y ≤ x20 1 ≤ x ≤ 2*

���� x2 ≤ y ≤ 4 − x20 −√
2 ≤ x ≤ √

2*

���� −
√

1 − x2 ≤ y ≤
√

1 − x20 −1 ≤ x ≤ 1*

��	� �� �������	
 . �
������� �$� �$	��� �����
���

0 ≤ y ≤ 4
√

x, 0 ≤ x ≤ 1

$	
0 ≤ y ≤ 2 − x, 1 ≤ x ≤ 2.

�� �������	
 y4 ≤ x ≤ 2 − y, 0 ≤ y ≤ 1.

���
� . �
������� �$� �$	��� ����
�(��

x4

8
≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1

$	
x4

8
≤ y ≤ 2, 1 ≤ x ≤ 2.

����� .� ��������	� �
������� �
���
��

1

3
(x + 2) ≤ y ≤ 1

3
(4x − 1), 1 ≤ x ≤ 4,

$	 ��� I = 37, 875*

����� .� ��������	� �
�������

y

2
≤ x ≤ 6 − y

2
, 0 ≤ y ≤ 2.

.� ������� $��$�� I = 19.34*



8+

����� I = e6 − e5 − e3 + e2 = 242.32*

����� I = 1504*

����� I = 4/5*

����� I = 1/36*

����� I = 1 + π/8.

����� I = 3.027*

���	� I =
1

15
R6

���
� I =
165

128
− ln 2*

����� I =
16

3
R3*

����� I = 36π*

����� I = 1
3
*

����� >�������(������
�  
	���!��* ?���� x = r cos ϕ0 y = r sin ϕ $	 dT = r drdϕ*
 
 
�

f(x, y) =
√

R2 − x2 − y2 =
√

R2 − r2

"#���$��� 
 0 ≤ r ≤ R $	 0 ≤ ϕ ≤ 2π �
����� ������ �������%!�0 
 ���� �$�"�&
�
���
� "�$� �
�%!�*

����� 0 ≤ r ≤ 30
π

4
≤ ϕ ≤ 3π

4
*

����� 1 ≤ r ≤ 20 −π

2
≤ ϕ ≤ 0*

����� 0 ≤ r ≤ a
√

cos ϕ0 −π

4
≤ ϕ ≤ π

4
*

����� 1 ≤ r ≤ 20 −π

4
≤ ϕ ≤ π

4
*

���	� I =
π

2
(
√

2 − 1) = 0, 6506*

���
� . ��	�����
�(� �$�"��
� �$��	�����
� �����(�$	�$� �
�%!� �
 & ��������(�����&
��
 ���$��� & 


0 ≤ r ≤ 1, −π

4
≤ ϕ ≤ π

4

�
����� ������ �������!��* I = 1*

����� I = −31, 5π = −98, 96*



82

����� I =
45

4
π = 35, 34*

�����  ������	��	#��
x = 2r cos ϕ, y = r sin ϕ.

?���� dx dy = 2r dr dϕ* .� ��������	� �
�����

0 ≤ r ≤ 1 $	 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

I = 24π*

����� I =
4 −√

2

60
= 0, 043*

����� I =
π

4
= 0, 7854*

����� >�������(�������
� 
� ��������	� �
������

0 ≤ r ≤ 4 cosϕ, −π

2
≤ ϕ ≤ π

2
.

.� ������� $��$�� I = 24π*

����� I =
π

2
− 8

9
= 0, 6819*

����� I =
π

2
*

���	� 36*

���
� 48*

����� I =
1

2
(ln 2 − 5

8
) = 0.0341*

����� I =
1

8
.

����� I =
40

3
.

����� I =
1

8
(e4 − 6e2 + 8e − 3)*

����� .� �������� ����(�������
� 	����%!� ��@ 
 �������	��$	�

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, z = z,

$	
dydydz = rdrdϕdz.
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.� ��������	 �
���
��

0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 8.

.� ������ $��$���

I =
2144

3
π = 2254.19.

����� . �'� ���������
z

M
= 1 −

√
x2

R2
+

y2

R2
.

 ���������(�������
 ��"�%�����

z = M

(
1 −

√
x2

R2
+

y2

R2

)
= M

(
1 − r

R

)
.

.� ��������	 �
���
��

0 ≤ z ≤ M
(
1 − r

R

)
; 0 ≤ r ≤ R; 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

.� ������ $��$���

I =
MR4π

10

����� .� �������
�(� "#���$�� 
 "�	� "$������ 	���������
*

z =
√

4a2 − x2 − y2

.� ����������	 �
������� 
� (x − a)2 + y2 = a2 ���* >�������(������ �������$	�
!��� 
� ��������	 �
���
��

0 ≤ r ≤ 2a cos ϕ $	 − π

2
≤ ϕ ≤ π

2
.

.� ������ $��$���

V =
32a3

3

(
π

2
− 2

3

)
.

����� .� �������� ��������(������ �������$	$�� ���� ���	���4�� ��	�����
��* . ��&
�����	��$	�

x = r cos ϕ sin ϑ, y = r sin ϕ sin ϑ, z = r cos ϑ,

�

����
dxdydz = r2 sin ϑdr dϑ dϕ.

.� ��������	 �
���
��

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ ϑ ≤ π

2
.

.� ������ $��$���

I =
1

105
.



�9

���	�  ����$� ��	� 	'�����%��
� ����(������� 
� 
���� �		��"#��$	�� 	����	$�$��
	������
�%!��

Sx =

∫∫∫
V

xdV

V
, Sy =

∫∫∫
V

ydV

V
, Sz =

∫∫∫
V

zdV

V
,


�� : 
 ��	� �$�"��
�
* .� ��������	 �
���
�� *�*�� �* . 	'����� ����(�������

S

(
4

5
; 0;

4

15

)
.

���
�

S

(
10

7
; 0;−4

7

)
.

���� ������ �	��
����

����� 8*����(�	� -z 	������� ������
��������$��/

.� (x, y) 	����� ���#���� %��%� S* ?� ���������� 
��
 
 ���	�����0 
�� z ≡ 0*
=����

S =
{
(x, y) : −2 ≤ x ≤ 2, x2 ≤ y ≤ 4

}
��� R ������
��������

R =
{

(x, y, z) : (x, y) ∈ S, −
√

y − x2 ≤ z ≤
√

y − x2
}

����� 
� �������

∫∫∫
R

√
x2 + z2 d(x, y, z) =

∫∫
S

⎛
⎜⎜⎝

√
y−x2∫

−
√

y−x2

√
x2 + z2 dz

⎞
⎟⎟⎠ d(x, y)

?���� ��	������	
 ���� ��		�
(
�
	 ����*

�*����(�	� -y 	������� ������
��������$��/

.� (x, z) 	����� ���#���� %��%� T �

T = {(x, z) : x2 + z2 ≤ 4}.
?�$��

R =
{
(x, y, z) : (x, y) ∈ T, x2 + z2 ≤ y ≤ 4

}
.

=���� 
� ��������

I =

∫∫
T

⎛
⎝ 4∫

x2+z2

√
x2 + z2dy

⎞
⎠ d(x, z) =

∫∫
T

(
4 − x2 − z2

)√
x2 + z2 d(x, z)
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?�� '�� 	�����
�%!� ��0 �
 
� (x, z) 	���
� ���$�#�� ��������(�������
�

I =

2∫
0

2π∫
0

(
4 − r2

)
r2dθdr =

128π
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����� <����� S ∈ R3 
 ���
(��� 	���� ��
 ��������� �$��$	�*
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<����� R ∈ R2 ����� ���#��� 
� (x, y) 	����* .� (1) $	 (4) 	���� ���	���� 
� (x, y)

	���
��

x + 2y + z = 2

z = 0

x + 2y = 0

.� -8/ 	�� 
 z ������� 
 z = 2 �����
� ���	��* .� x = 2y 	�� �������	 
� (x, y)

	���
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. "���� ����� (S) "�#�$���� ���
��0 
�� 
 "�	� "#���$�� f(x) = 1 − 1
2
x0 
� 
	�

g(x) = 1
2
x*
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��

∫∫
R

(2 − x − 2y)d(x, y) =

1∫
0

1−x
2∫

x
2

(2 − x − 2y) dydx =
1

3

����� . ��������� �������� �$��#��

∫ ∫
R

12−3x−4y∫
0

1 dz d(x, y) =

∫ ∫
R

(12 − 3x − 4y)d(x, y)

;�%!� �� ��������(�������
�

2π∫
0

√
12∫

0

(12 − 3r cos ϕ − 4r sin ϕ) rdrdϕ = 144π

����� >�������(�������
� 	����!���

∫ ∫
R

x2+y2∫
0

1 dzd(x, y) =

2π∫
0

3∫
0

(
(r cos ϕ)2 + (r sin ϕ)2) r drdϕ =

81

2
π

����� . �
������� 	!�
�' ��� ���#��$�� �����%!� 
 ��	�������0 ��� �
�%!� ��� 
 ���&
��4�4�* �����
 ��������(�������
�

2π∫
0

5∫
0

√
(r cos ϕ)2 + (r sin ϕ)2r drdϕ −

2π∫
0

2∫
0

√
(r cos ϕ)2 + (r sin ϕ)2r drdϕ =

= 78π

����� ����%!� ���� ����(�������
0 $	 
 4 = 10− 3x2 − 3y2 ��� ������
!��� ������%#��
−6 = −3x2 − 3y2 
�
� x2 + y2 = 2

∫∫
R

10−3x2−3y2∫
4

1 dz d(x, y) =

2π∫
0

√
2∫

0

(
6 − 3 (r cos ϕ)2 − 3 (r sin ϕ)2) r drdϕ = 6π
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������ ����� 	
����� ���������������

����� I = 2(π − 1

3
).

����� .(%!� ��� 
 ����$� �
�
�$����	���

x = cos t, y = sin t, 0 ≤ t ≤ π.

. 	4�4	$�"#���$���
ρ(x, y) = k(1 − y),


�� k 
� 
�����		��� ���	�
�	*

;�� 
 ������

m =

∫
Γ

k(1 − y) ds =

∫ π

0

k(1 − sin t)
√

sin2 t + cos2 tdt =

= kπ + k cos t

∣∣∣∣
π

0

= k(π − 2).

������ ���������� ���������������

�����
74

81
*

����� 32*

����� B��������	���� 
 �
�
�$�������� ����� �������$� 
 ���������� ����(�������
�

F (r) =

⎛
⎝ tt2

t2t3

tt3

⎞
⎠ .

. ����� t 	������ (������%
�
γ̇(t) = (1, 2t, 3t2).

;�� 
 ���
��������∫
Γ

F (r)dr =

∫ 1

0

〈
(t3, t5, t4), (1, 2t, 3t4)

〉
dt =

∫ 1

0

(t3 + 5t6)dt =
27

28
.

����� −a3 + b3

3
.

�����
1

2
*
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���	� �� �������	� .� ������	 	�
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γ(t) =

⎛
⎝ t

2t

3t

⎞
⎠ , 0 < t < 1, γ̇(t) =

⎛
⎝ 1

2

3

⎞
⎠ .

. ����������� 
 ����� ����$�

F (γ(t)) =

⎛
⎝ 36t5

12t5

4t5

⎞
⎠ ,

��$��
F (γ(t)) · γ̇(t) = 72t5.

. ���
������� $��$�� ∫
Γ

F (r)dr =

∫ 1

0

72t5dt = 12.

�� �������	� <����� U(x, y, z) = x3y2z* ?����

F (x, y, z) = grad U(x, y, z).

;�� ∫
Γ

F (r)dr = U(P ) − U(0) = 12.

*


