ANALIZIS II. Példatar

T6bbszoros integralok
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2. fejezet

Feladatok



2.1. Kettss integralok

Szamitsa ki az alabbi integralokat:

2 4 1
———dx dy
/1 /2 (z +y)?
/ / (x 4+ y)dy dx
o Jo

2.1.

2.3.

5 13
/ / (52%y — 2y°)dy dx
2 J1
1 41
/ / (2% + y*)dx dy
0 Jy

Allapitsa meg a kovetkezé abrakon lathato integracios tartomanyok hatarait!

2.5. Dy =?

2.7. D; =7

2.6. Dg =?

2.8. Dg :?
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2.11. Hatarozzuk meg az f(z,y) = xy fiiggvény integraljat az abran lathato haromszog-
tartomanyra

Szamitsuk ki az f(z,y) = /x + y fiiggvény integraljat az abran lathato trapéz
alakd tartomanyon!
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Szamitsa ki az alabbi fliiggvények kettGs integraljat az abran megadott tartoméanyokon!



2.13. f(x,y) = "1V,

2.17. f(z,y) =z +y. 2.18. f(z,y) =

K3

2.14. f(z,y) = 32% + 5%

(x +y)?

y
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2.19.

fz,y) = 22°y. 2.20. f(z,y) = xy.

¥

S

2.21. Hatarozza meg két egyméasra meréleges R sugari henger kozos részének térfogatat!

2.22.

2.23.

(A hengerek tengelyei egy sikban vannak! A kérdéses térfogat felét kapjuk ha az
2?2 + 2% = R? fiiggvényt az 2% + y* = R? kor-tartomanyon integraljuk.)

2 2

Szamitsa ki az xz —1—% = 1 hengerfeliilet, a 2 = x+y+6 sik, és az zy tengelysik altal

hatérolt csonkahenger térfogatanak mérészamat! (A térfogat mérészamat kapjuk ha

x
az f(z,y) =+ y + 6 fliggvényt az y + % = 1 ellipszis tartomanyon integraljuk.)

Hatarozza meg a z = 22 — y? feliilet, az 2 = 1 és a z = 0 sikok altal meghatarozott

test térfogatanak mérdszamat!

A z = 0sik, az zy tengelysik, ezt a feliile-
tet az 22 —y? = 0 egyenes-parban metszi.
Mivel 22 —y? = (z—y)(x+y) = 0, kapjuk
az y = =ux egyeneseket. Az integra-
ci6s tartomany tehat az abran lathato.

A4

Hatarozzuk meg az R sugard gomb térfogatat! A szamolast polar-

koordinatarendszerben végezziik!

Allapitsuk meg polar-koordinatarendszerben az alabbi tartomanyok hatéarait!



2.25. D25 :? 2.26. D26 :?
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2.27. Dy =7 2.28. Doy =7
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2.29. Szamitsuk ki a kovetkez§ integralt az els6 stknegyedben 1évG egységsugari negyed-

kor tartoméanyra:
1
I
J e+ Yy +
2.30." Kiszamitando6 a

2z = 12 — y? hiperbolikus paraboloid,
az xy tengelysik és

az 2 + y?> = 1 hengerpalast

altal hatéarolt térfogat mérdszama.

//(1 — 2% —y*)dT

integral értékét az 22 + y? = 9 kortartomanyon!

2.31. Hatéarozza meg az

2.32. Szamitsa ki az  alabbi  abréan // (22 + 2y
lathato korgytrii-tartoméanyon az /4

2)dT  integral

értékét!



=

Hatarozza meg

2

az xz +y = 1 henger,

a 3xr + 4y + z = 12 sik és
az xy tengelysik

altal meghatarozott test térfogatanak mérGszamat!
2

Integralja az f(z,y) = 12 — 3z — 4y fiiggvényt az T + y* = 1 tartomanyon!
4

2.34. Szamitsa ki / / ?ydT  érteket {LM

T
az  abran  lathaté  tartoméanyon!

2.35. Szamitsa ki a z = 1 — 42 — ¢? feliilet és az xy tengelysik altal meghatarozott test
térfogatdnak mérgszamat.

Hatéarozza meg a z = 2% + y? feliilet, a z = 0 sik és az (v — 2)? + y* = 4 korhenger
altal hatarolt test térfogatdnak mérdszamat.

2.37. Mekkora a z = 2 —2y/z% 4+ y? kip, a z = 0 stk és az (z — 1)* +y? = 1 henger altal

hatarolt test térfogatanak mérészama?

2.38. Hatarozzuk meg a 2x = y? + 422 elliptikus paraboloid és az x = 1 sik altal hatérolt
test térfogatat!
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2.2. Harmas integralok

Szamitsa ki az alabbi harmas integralokat tetszéleges integralési sorrendben:

2.39. -
///(2:1:—4y+6z—3)dzdydx
o Jo Jo
2.40.
3 3 13
///(x—l—y—l—z)dxdydz
1 J1 N
2.41.

A =
///‘/(x—2y+4z)dv

harmas integral értékét, ha a V térfogat-részt az x +y+2 =1, 2 =0, y = 0 és
z = 0 feliiletek hataroljak!

2.42. Hatarozza meg a

2.43. Szémitsak kiaz x+2=2, 2 =0,y =0, y = 2 és z = 0 feliiletek altal hatarolt V/

térfogatra a
///(m2+2y+z2)dv
1%
///

értéke, ha V-t az x = 1, y = x, z =0 és z = x + y egyenletii feliiletek

hataroljak?
2 + 22) dx dy dz
( Y

integral értéke ahol a V az 2% + 4% = 4 hengernek a 2z = 0 és z = 8 sikok kozé esd

///V(x2+y2)dxdydz

integral értékét!

2.44. Mekkora

2.45." Mennyi a

része!

2.46." Mennyi a



11

integrél értéke, ha V az dbran lathaté z tengelyt, R alapsugara egyenes korkip?

2.47.* Szamitsa ki az
Pyt 22 —4a* =0

gémb és az
(x—a)’+y*—a*=0

henger kozos részének térfogatat (Viviani- féle test)!

J[[ e av

integralt az 2 + y? + 2> = 1 gémb x 2 0 nyolcadara!

2.48.* Szamitsa ki a

2.49." Hatéarozza meg a z = x> — 3 feliilet x > 0, 2 > 0 része, a z = 0 és az x = 1 sikok
altal hatarolt homogén test sulypontjanak helyzetét!

2.50. Szamitsakia z = y? —x, x = 2 és z = 0 egyenletii feliiletek 4ltal hatarolt homogén
test silypontjanak koordinatait!

[rja fel az alabbi harmas integralokat az dsszes lehetséges sorrendben (még 5-féle képpen):

1
0
1 1—221—2

/ / f(z,y,z2) dydzdx

0 0

2.51.
Y

1—
/ f(z,y,2) dzdydzx
0

N—

2.52.

o
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2.53. Szamitsa ki az aldbbi hdrmas integralt:
/// Va?+ 22 d(x,y, 2),
E

ahol E az y = 22 + 22 paraboloid y = 4 -ig terjeds része.

2.3. Térfogat-szamitas

Szamitsa ki a kovetkezd sikok altal kozrezart térfogatot:

T+2y+z = 2 (2.1)
r = 2y (2.2)
r =0 (2.3)
z =0 (2.4)

Hatéarozza meg az =° + y* = 12 henger, a 3z + 4y + z = 12 sik és a z = 0 sik 4ltal
hatarolt henger térfogatat.

Hatéarozza meg a z = z* + y* paraboloid és az 2> + y* = 9 henger z > 0 részben
1év6 kozos részének térfogatit.

Hatarozza meg a z = /22 + y2 kip 4 < 22 + y* < 25 korgytirt folotti részének
térfogatat.

Hatéarozza meg a z = 10 — 322 — 3y? paraboloid és a z = 4 sik kozti térfogatot.
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2.4. Vonalintegral

2.4.1. Valoés fiiggvény vonalintegralja

2.61. Legyen a I' gorbe az
12 4 y2 =1

korvonal x tengely folotti része. Hatarozza meg az

/F(Q + 2%y)ds

vonalintegral értékét.
Tekintsilink egy fékor alaka drotot, melyet az
2y =1, y>0

feltételek hataroznak meg.
Tegyiik fel, hogy a drot siirtisége y-ban lineéris valtozik - a csiicsban a legnagyobb.
Mekkora a drot tomege?

2.4.2. Vektormez6 vonalintegralja

2.63. Hatéarozza meg az

22 4y
F(x,y) = ( y? — 22
vektormez6 vonalintegraljat a
3y —2x =1

egyenes 0 < x <1 kozotti darabja mentén.

ren= ("))

vektormez6 vonalintegraljat az alabbi gérbe mentén:

2t2
) = 0<t<2.
v(t) (3t_5), <t<

2.64. Hatarozza meg az

Hatarozza meg az alabbi vektormezd

Ty
F(r,y,2)=| yz
zr

vonalintegraljat a I' gérbe mentén, ahol

D={yt) : 0<t<1}, A(t) =11,
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2.66. Integralja az

ren=( %)

vektormezGt azon I gérbe mentén, melynek koordinatafiiggvényei
x(t) = acost, y(t)=0bsin(t),0 <t < 7w/2.

2.67. Hatarozza meg az alabbi vektormezé

Flz,y,2)=| vy

vonalintegraljat a I' gérbe mentén, ahol
P={yt) : 0<t<1}, ()= (8t ).

2.68." Szamitsa ki az
Yz
F(z,y,2)=| =z
Ty

vektormezG vonalintegraljat I' mentén.

a)
2t2

F:{’y(t):(3t_5> L 0<t<3).

b) T'a Pi(—1,2,0) és P»(5,5,9) pontok kozotti, koordinatatengelyekkel parhuza-
mos egyenes szakaszokbol allo t.

Szamitsa ki az
3xy%z
F(x,y,z) = | 22%yz
23y
vektormezs vonalintegraljat a P(1,2, 3) pontot az origoval 6sszekots egyenes szakasz
mentén.



3. fejezet

Megoldasok

15
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2.1. Kettss integralok

2.1. I =1In(10/9) = 0.1054.

2.2. [ =660.

2.3. I = (bm)/4 = 3.927.

2.4. I =1/3.

25. 22 <y<z,0<z<1.

26. yr<y<z}1<ax<2

2.7. 2?2 <y <4-— a2 —V2<z<+V2

2.8. —V1-22<y<Vl—-a2 -1<z<1,

2.9. 1. megoldds: A tartomany két részre bonthato:
0<y<vz, 0<z<l

és
0<y<2—u, 1 <2 <2

2. megoldds: y* <z <2 —y, 0<y< 1.

2.10. A tartomany két részre bontando:

%gygx, 0<z<1
és

.T4

SSy<2 1<z<2

2.11. Az integrélasi tartomany hatarai:
1
g(f + 2) <y<
és igy I = 37,875.
2.12. Az integraasi tartomany
Y Y
S<r<6-2,  0<y<2
2 ="=""73 =Y=

Az integral értéke [ = 19.34
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2.13. [ =6 — e — 3 + 2 =242.32.

2.14. I = 1504.
2.15. [ =4/5.
2.16. I = 1/36.

2.17. [ =1+7/8.

2.18. I = 3.027.
1
2.19. = —RS
15
165
2.20. [ = — —1n2.
128
1
2.21. [ = —6R3.
3
2.22. I = 367.
2.23. I = 5.

2.24. Polarkoordinatdkat Hasznalunk. Ekkor z = rcosy, y = rsing és dT' = rdrde.
Ha az

f(xay):\/RQ—xQ—yQZ\/RZ_TQ

fiiggvényt a 0 < r < R és 0 < ¢ < 27 hatarok kozott integraljuk, a gémb térfo-
gatanak felét kapjuk.

T 3T
2.25. 0<r<3 —<p<—.
_T_ 74—(10—4
T
2.26. 1 <7 <2 -5 <p<0
T T
2.27. 0 <r < a,/cosp, 7 <p< T
2.28. 1<r<2 -~ <<
.28. T —— —.
— — = 4—(10—4
2.29.I:g(ﬂ—1):0,6506.

2.30. A kiszamitando térfogat mérGszamanak negyedrészét kapjuk ha - polarkoordinéta-
kra attérve - a

O0<r<1l, ——<¢<

s
4

o

hatarok kozott integralunk. I = 1.

2.31. [ = —31,57 = —98, 96.
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2.32

2.33

2.34.

2.35.

2.36

2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

2.43.

2.44.

2.45

45
.1 =—m=3534

. Helyettesitsiink
T = 27 oS , Yy = rsin .

Ekkor dx dy = 2r dr dp. Az integralasi hatarok

0<r<l1 és 0< ¢ < 2m.

I = 247.
4—+/2
I = =0, 043.
60 ’
T
I = — =0.7854.
4 )

. Polarkoordinatakban az integralasi hatarok:
0<r<4cosp, —
Az integral értéke I = 24r.
8
I =———-=0,6819.
9

I =

NSRRI

36.
48.

I=-(In2— g) = 0.0341.

~
|
N —

~
Il
=~ ool
wls *

1
I = §(€4 — 6 + 8¢ — 3).
. Az integralt koordinatakban szamoljuk ki; a helyettesités:
T =71 cosyp, Yy=rsiny, z=z,

és
dydydz = rdrdpd:z.



2.46.

2.47.

2.48.
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Az integralas hatarai:

Az itegral értéke:
2144
I= — = 2254.19.

A kip egyenlete:

Hengerkoordinatakkal kifejezve:

zzM(l— %JFZ—Z):M@—%).

Az integralas hatarai:

0323]\4(1—%); 0<r<R0<qp<2m
Az itegral értéke:
MR*m
I =
10

Az integralando6 fiiggvény a fels félgombre szoritkozva.

2 =+/4a® — 2% —y?

Az integracios tartomany az (x — a)? + y? = a? kor. Polarkoordinatik bevezetése
utan az integralas hatarai:

0<r<2acospés —

32a3 (w2
V=—7=-—=].
3 (2 3)

Az integralt gombkoordinatik bevezetésével lehet egyszerdien kiszamitani. A he-

Az itegral értéke:

lyettesités:
xr =rcospsiny, y=rsingsind, z=rcosv,

valamint

drdydz = r* sin 9dr dv d.

Az integralas hatarai:

\.O
IA
53
IA
ro|

Az itegral értéke:
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2.49. Homogén test sulypontjanak koordinatait az alabbi Osszefiiggések segitségével
szamithatjuk:

o My v [l v
T Vv ) Y vV ) z Vv )
ahol V a test térfogata. Az integralas hatéarait 1.2.23 pl. A silypont koordinatai:

4 4
5(5,0,1_5).

10 4
S{—0,—=]).
(50-3)

2.50.

2.2. Harmas integralok

2.53. l.megoldés: (z szerinti normaltartomanyként)

Az (z,y) sikbeli vetiiletet jelolje S. Ez megegyezik azzal a metszettel, ahol z = 0.
Tehat
S:{(x,y):—2§x§2, x2§y§4}

igy R norméaltartomany:

R= {(x,y,z): (x,y) €8, —Vy—22<2z< \/y—xQ}

ekkor az integral

///\/mdxy, // / Va4 22dz d(x,y)

Vy—a?
Ennek kiszamitasa igen hosszadalmas lenne.

2.megoldés: (y szerinti normaltartomanyként)
Az (z, z) sikbeli vetiiletet jelolje 77

T={(r,2): 2*+ 2> < 4}.

Ezért
R={(z,y,2): (z,y) €T, 2° +2* <y < 4}.

Tehat az integral:

I—// /mdy d(z, 2) // (4 — 2% — 2%) Va2 + 22 d(x, 2)

2+22
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Ezt ugy szamolhatjuk ki, ha az (z, z) sikban attériink polarkoordinéatéakra:

™

2 2
128
I = / (4 — 7“2) r2dfdr = ~27
15
00

ahol a jobboldali r2-et a Jacobi-determinans r-jével valo szorzas miatt kapunk
2.3. Térfogat-szamitas

Legyen S € R® a megadott sikok altal kozrezart térrész.

2

Legyen R € R? ennek vetiilete az (z,y) stkon. Az (1) és (4) sikok metszete az (x,y)
sikban:

r+2y+z = 2
z = 0

z+2y = 0

Az (1) sik a z tengelyt a z = 2 pontban metszi. Az x = 2y sik merdleges az (x,y)
sikra, igy R:

A fenti abran (S) feliilnézete lathato, ahol a felsé fiiggvény f(z) = 1 — iz, az als6

1 2
g9(x) = 5.
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Tehat a keresett térfogat:

1 1-
1
// —x—2y)d xy:// 2—x—2y) dyda:—g
0

NJ\&Z

(SIS

A kovetkez$ integralt nézziik:

12—3x—4y

// / 1dzd(1:,y)://(12—31:—4y)d(1:,y)

R
Irjuk at polarkoordinatakra:

2 \/ﬁ
(12 — 3rcos — 4rsiny) rdrdp = 1447

Polarkoordinatdkban szamolunk:

2

2?4y 3

1

// / 1dzd(x,y):// TCOS(,O TSiH(p))TdT’d(p—%ﬂ'
R 0 00

A nagyobbik sugara kor vetiiletébdl kivonjuk a kisebbiket, igy kapjuk meg a kor-
gyirit. Atirva polarkoordinatakba:

2T 5 2T 2
// \/(r cos ¢)* + (rsin@)’r drdp — // \/(r cos ¢)® + (rsin)’rdrdp =
00 00

= 78m

Atirjuk polar koordinatakba, és a 4 = 10 — 322 — 3y? kor intervalluman tekintjiik:
—6 = —32% — 3y? azaz 2° +y> =2

10—3z2 —3y2

// / ldzd(z,y) = // (6 — 3 (rcosp)? — 3 (rsing)?) rdrdyp = 67



2.4. Vonalintegral

2.4.1. Valoés fiiggvény vonalintegralja

1
2.61. 1 =2(r - ).

Adjuk meg a gorbét paraméteresen:
r =cost, y=sint, 0<t <.
A stirtiségfiiggvény:
pla,y) = k(1 —y),
ahol £ az ardnyossagi konstans.

Tgy a tomeg;:

m:/k(l—y)ds:/ k(1 —sint)\/sin®t + cos? tdt =
r

0

' = k(m —2).

0

= km + kcost

2.4.2. Vektormezd vonalintegralja
74
T
2.64. 32.

2.63.
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Behelyettesitve a paraméterezett gorbe egyenletét a vektromezd koordinataiba:

tt?
F(r)= | t*t°
tt3
A gorbe t szerint derivaltja:

Y(t) = (1,2t,3t%).

Igy a vonalintegral:

/FF(f)df:/01<(t3,t5,t4),(1,2t,3t4)>dt:/01(t3+5t6)dt:

a® + b’

2.66. —
3

1
2.67. —.
2

27
28
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2.68." a) 225
b) 225

A vektromezd potencialos.

1. Megoldds. Az egyenes szakasz egy lehetséges paraméterezése, és annak deri-

valtja
t 1
vE)y=1 2t |, 0<t<l, A(t) =
3t 3

A vektrormez§ a gérbe mentén

36t°
F(y@) = | 12¢° |,
4t5

ezért

F(y(t)) - 4(t) = 72",

1
/F(z)dfz/ 72t°dt = 12.
r 0

2. Megoldds. Legyen U(z,y,z) = z*y*z. Ekkor

A vonalintegral értéke

F(z,y,z) = grad U(x,y, z).

Igy



