ANALIZIS II. Példatar

Tobbvaltozos valos fliggvények differencialszamitasa.

2010. maércius






1. fejezet

Feladatok



1.1. Hatarérték, folytonossag

Hatarozzuk meg és vazoljuk az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyéat!

1 Sy =15 - 12 f(@0) = s
1.3. f(z,y) = In(zy) 1.4. f(x,y) =ctg m(x +y)
1.5. f(z,y) = In(y* — 4o + 8) 1.6. f(z,y) =Inx — Insiny
1.7. f(z,y) = m 1.8. f(z,y) = arcsin%

1.9. f(z,y) = y/sin(a? + y?) 1.10. f(x,y,z) = arcsin(z + y)

Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket!

11t lm 2wl 1.12.  lim %
(@y)—(200) Y+ 1 (x,y)—(0,0) 2 — Yy +
. i xy+1
1.13. hm E—— 1.14. 1
(x,y)—>(0,0) \/ 1'2 —‘I— y2 (a:’y)lif%o’o) x2 + y2 + 1

Vizsgaljuk meg az alabbi fiiggvény megadott helyen vett hatarértékét és ismételt
hatarértékeit az adott pontban!

lim z-cos
(z,y)—(0,00) Y

Folytonos-e az origbban az alabbi fiiggvény:

Yy —T+y

———— ha (z,y) #(0,0)
f(z,y) = yreTy

0, ha (z,y) = (0,0)

Hol folytonos az alabbi fiiggvény:

2zy

2R ha (z,y) # (0,0)

flz,y) =
0, ha (x,y) = (0,0)



1.2.

Parcialis derivalas

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények x és y szerinti parcidlis derivaltjait:

1.19.

1.20.

1.22.

1.24.

1.26.

1.27,

flx,y) = 2% — boy + 3y*> — 62 + Ty + 8

f(z,y) = tg (3 — 5y) 1.21. f(z,y) = arcsing
LY
flz,y) = Tty 1.23. f(x,y) =sin (1—T——y)
flz,y) = In\/z7y? 1.25. f(x,y) = arcsin /7y
— y
f(z,y) = arc tg -

fla,y) = e

Igazoljuk, hogy f eleget tesz az f, — 3f, = 0 transzport egyenletnek.

Szamitsuk ki a kovetkezd fiiggvények parcialis derivaltjainak adott pontbeli értékét!

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

f(x,y) =2® +3zy + 9% (z,y) = (1,-2)

(z,y) = arccos g; (z,y) = (1,2)
fla,y) = tg ay; (e,y) = (2.3)

fx,y) =InBz +y%); (z,y) = (2,0)

f@,y) = e(/x) + 9); (z,y) = (1,8)

Derivaljuk = és y szerint az alabbi implicit fiiggvényeket:

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

r+y+z=1

202 + 6yz + 522 +12 =10

(22 + 9% + 2%)? = 2(2® + 2¢* + 32?)
etV = 3p 4 Ty + 112

ertYtE = 1 4+ 2y + 32



1.3. Erintdsik

Irjuk fel az alabbi feliiletek érintésikjainak egyenletét a megadott pontban!

1.38. f(x,y) = 52 — 2zy + 3y? + 5z — 6; (w0, yo) = (1,—1)

1.39. f(z,y) = arcsin E; (xo,90) = (1,2)
)

1
1.40. f(z,y) = («* +y*) In(xy); (z0,%0) = (2, 5)
T
1.41. f(z,y) = 2tg y — ytg 3 (20.%0) = (7, 0)
1.42. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely a P(2,—1,3) ponton halad at,
és parhuzamos a z = cos(z? + y?) feliilet (z¢,y0) = (77?, Tﬂ) koordinataju pontjahoz

tartozo érintdsikkal.

1.43. Az f(z,y) = In(xy) feliiletnek mely pontjaiban parhuzamos az érintésik az +y+z = 0
sikkal?

1.44. A z = 2% — 22y + 3y? — 5z + 3y — 5 feliilet mely pontjaiban vizszintes az érintésik?

1.4. Iranymenti derivalt

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények adott « irdnymenti derivaltjait!

1.45. f(x,y) = "tV a = 45°
1.46.a. f(z,y) = y?e® + cos(z + y); a = 135°
1.46.b. f(z,y) = rsiny + ycosx; o = 120°

1.47. f(x,y) =eVInx — ze®; a = 30°

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények adott irdny szerinti derivaltjait a megadott pontban!

1.48. f(z,y) = 23 — bay? + y* — 20 + 1; a = 40°, (wo, yo) = (1,0)

1.49. f($7y> Y, £E2 + y2; a = 1350; ('xOyO) = <_5>5)



1.50. f(xuy) =’ + y27 = 6007 (I07y0) = (\/gu _1)

1

1.51. f(z,y) = sin(xy); a = 150°, (0, y0) = (Z,ﬂ')

1.52. f(z,y) = 2° 4+ 32y + y*; o = 60°, (z9,y0) = (1,1)

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények mind a négy méasodrendii parcialis derivaltjat!

1.53. f(x,y) =In\/x2 +y?
1.54. f(z,y) = Va3 +/y°

1.55. f(x,y) = arc tg Tty
1—2xy

1.56. f(r,y)=y—x-¢e¢'+x

1.57. f(z,y) =« -sin(x +y) + y - sin(z + y)
1.58. f(z,y) =™

Igazoljuk, hogy a kovetkezd fiiggvények harmonikusak, vagyis kielégitik az f;, + f; = 0

masodrendd parcialis differencialegyenletet!

1.59. f(x,y) =e"cosy

1.60. f(x,y) = arc tg Y
T

X

1.61. f(ﬂ?,y) = m

1.5. Taylor polinom

Irjuk fel az alabbi kétvaltozos fiiggvények Py pont koriil vett masodrendii Taylor polinomjat!

1.62. f(z,y) = /22 + v Po(1,3)

1
1.63. f(v,y) = @ Ry(1,5)

1.64. f(z,y) =22 — 2y —y* — 6 — 3y + 5; Py(1, —2)

1.65. f(z,y) = 2¥; Py(1,1)
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1.6. Széls6érték magasabb dimenziéban

Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi fiiggvényeknek hol lehet lokalis szélsGértéke! Ha létezik,
maximum, vagy minimum?

1.66. f(x,y) = 2%+ ¢?
1.67. f(z,y) =2 +2y+y*+3x—y+5
1.68. f(z,y) =23+ 3zy + ¢*
1.69. f(x,y) = (x+ 1) +4(y — 3)?
1.70. f(x,y) = 2% — 3oy +3> — 1

)

1.71. f
1.72. f
1.73. f
1.74. Az f(z,y) =sinz + siny — sin(x + y) fiiggvényt tekintjiik az
{(z,y) € [0,2n] x [0, 27}
négyszogben.

1.75. f(z,y) = (2® + 2y?)e” " +v°)

1.7. Szoveges széls6érték feladatok

1.76. Egy badogkanna egymasra helyezett hengerbdl és kupbol all. Térfogata V. Milyennek
valasszuk a méreteket, hogy elkészitéséhez a legkevesebb badogot hasznaljuk?

1.77. 12-t osszuk harom részre gy, hogy a harom szam szorzata maximalis legyen!

1.78. Egy derékszogi hasab egy cstucsaba Osszefutd éleinek Osszege 45cm. Hogyan kell az
éleket megvélasztani, hogy a hasib térfogata maximaélis legyen?

1.79. Egy R sugari kérb6l maximalis teriilet haromszoget kell kivagni. Mekkorak a haroms-
z0g oldalai?

1.80. 18-at osszuk fel harom részre ugy, hogy az els6 rész négyzetének, a masodik kobének,
és a harmadiknak a szorzata maximalis legyen!



1.8. Feltételes szélsGérték

Hatarozzuk meg az adott kétvaltozos fiiggvényeknek elsirt feltételek mellett vett feltételes
szé1sG értékeit!

1.81. f(x,y) = xy, feltétel: z+y —1=0.
1.82. f(x,y) = 22 + 32, feltétel: L + ‘% =1.
a
1.83. f(z,y) = 2? — ¢?, feltétel: 3z + 2y + 5 = 0.

1.84. f(z,y) = cos®x + cos?y, feltétel: x —y = %

1.9. Abszolat szélsGérték

Irjuk fel az Gsszetett fiiggvényeket, és szamoljuk ki a derivaltjat (dervaltjait)

1.85. Hatarozza meg az f(z,y) = sin(zy) fiiggvény maximumat a
D={(z,y) : a*+y* <1}
tartomanyon!
1.86. Hatarozza meg az f(z,y) = cos(xy) fiiggvény szélsGértékeit a
D={(z,y) : a® +4y* <1}
tartomanyon!
1.87. Hatarozza meg az f(x,y) = 4z — 6y fliggvény maximumét a
D={(z,y) : a”+4y* <1}
tartomanyon!
1.88. Hatéarozza meg az f(z,y) = €Y fliggvény maximumaét a
D={(z,y) : a*+y* <4}
tartomanyon!
1.89. Hatérozza meg az f(z,y) = 2 — 2xy + 2y fiiggvény szélsGértékeit
D ={(z,y) : 0<weq3, 0<y <2}

zart téglalap tartomanyon!
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1.10. Lancszabaly

Irjuk fel az Osszetett fiiggvényeket, és szamoljuk ki a derivaltjat (dervaltjait)

1.90. f(z,y) =2%3, 2 =14+t y=1— VL

2t

1.91. f(x,y) = ze™Y, x = cos(t), y = e*.

3t

(

(
1.92. f(z,y) =In(z +132), 2 =1+, y=1+ /1.
1.93. f(z,y,2) = xy?23, x =sint, y — cost, z = e



2. fejezet

Megoldasok

11
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1.1. Hatarérték, folytonossag

1.1. z—z —1—‘7;—2 <1

1.2. A sik 6sszes pontjai, az 22 + % = R? kor pontjai kivételével.

1.3. Az elsd, és harmadik siknegyed pontjai, az x és y tengely pontjai azonban nem.
1.4. A sik 0sszes pontjai, kivéve azokat a pontokat, melyre x + y = n, ahol n egész szam.
1.5. % > 4z — 8.

1.6. © > 0¢és2nm <y < 2(n+ 1)m, (n egész szam).

1.7. 22 +y? < 1.

1.8. |z| 2 |y|, de  # 0.

1.9. 2kr S22+ 2 < 2k + D, (k=0,1,2....).

1.10. Két egyenes kozti sav: —1 —x <y <1 —uz.

1.11. Minden véges y # O-ra

2oy —1 y

y+1 17

és igy ha x — 2 és y — oo, akkor f(z,y) — 4.
1.12. A hatarérték nem létezik.
1.13. 0.
1.14. 1.

1.15. Mivel
1 o1 o1 1
F(@,y)| = |osin— -+ ysin—| < [osin=| + [ysin = £ |o] + |y]
Yy T Y T

ezért

lim f(z,y) =0.

(z,y)—(0,0)
Az ismételt hatarértékek azonban nem léteznek, ugyanis a

lim (sin —
y—>0< y>

hatarérték nem létezik. Ezért sem a

lim (lelg% (z, y)) :

sem a masik ismételt hatarérték nem létezik.



1.16.

1.17.

1.18.

13
Mivel | cosy| < 1, tehat korlatos, és lir%x =0 és

lim z-cosy=0.
(z,y)—(0,00)

Mivel lim z - cosy nem létezik, ezért a

Yy—00

lim lim x - cosy

T— Yy—00

hatarérték sem létezik, viszont

lim limz - cosy = lim 0 = 0.

y—o0 x—0 Y—00

Mivel lim, o f(z,y) = 1, ha y # 0, ezért
lim lim f(z,y) = 1.
Hasonl6an

lim lim f(z,y) = —1.

z—0y—0

A ( l)m% )f(x, y) hatarérték nem létezik, ugyanis a fliggvénynek mas a hatarértéke, ha
z,y)—(0,0
az x tengely mentén, vagy ha az y tengely mentén tartunk az origbhoz.

Tehét a fiiggvény az origbban nem folytonos.

A fiiggvény az origon kiviil folytonos, hisz folytonos fiiggviiyek kompozicioja.

Bar teljesiil, hogy

lim lim. f (, y) = lim lim f(z,y) =0,

mégis a
lim x,
(z,y)—(0,0) f@:9)

hatarérték nem létezik. Ugyanis az © =t - cosa, y =t - sin « félegyenesek mentén

2-sino - cos o

f(tcosa,tsina) = = sin 2q,

cos? o + sin’ «

a-tol fiiggs allando. Ezért egy o iranyszogi egyenes mentén a hatarérték is sin 2a;, és
ez a-val egyiitt valtozik. A fenti hatarérték a-tol fiigg6en mas és mas értékd.

Tehét a fiiggvény az origbban nem folytonos.
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1.2. Parcialis derivalas

1.19. fi(z,y) =22 -5y —6¢és f,(r,y) = =5z + 6y + 7.
-5

1.20. f/ = — o & [, =
fo(w.y) cos?(3x — by) é Jy@.y) cos?(3x — by)
1.21. f(z,y) = L& fila,y) = ——
* t Jx Y y2 — 1}2 Yy Y y\/ﬂ
Yy 2 . / Zz 2
1.22. fl(x,y) = (——)"és fl(x,y) = )
Ple) = (A os il = ()
T 1 T T
1.23. f/ = s f, = - :
fi(z,y) cos(1+y> Ty & fo(x,y) COS(1+y> Ty
T, 2
1.24. fi(,y) = o és folx,y) = "
1.25. il y) = —L s fay) = L
2/z(1 — xy) 2/z(1 — xy)
_ ) T
1.26. f;(x’y) = m es f;(l',y) = m
1.27.
1.28. fi(1,—2) = —d és f1(1,—2) = —1.
1 1
1.29. f/(1,2) = ——— — —0,5777 és f'(1,2) = —— — 0, 289,
T T . T
1.30. f;(2,5) =7 =0.785¢s [)(2,2) =4
I
1.31. f.(2,0) = 5 & f,(2,0) = 0.
e . e
1.32. £1(L,8) = £ = 0,906 és f)(1,8) = == = 0,227.
1.33. fi(z,y) =—1és f(x,y) = -1
z 3z
1.34. f/ =& f] -
fo(@,y) r+3y+5z & Jy(@,y) r+3y+ 5z
w(a+y*+22-1) y(@® +y* +2° - 2)
1.35. f/ = s f, = - :
filx,y) AP+ P+ 22 -3) és fy(flf,y) 2(2% + 92 + 22 — 3)
r4+y+2z 3 r+y+2z 7
/ __ & 7 T __ ¢ =
1.36. [(e,y) = —5 1 S L) =5 e

ertuts _ AL

, / _
3 s fy(l',y) - eTtytz _ 3’

1.37. fi(z,y) = T oetetr —3



1.3. Erintdsik

1.38. 17x — 8y — z =16
s
V3

1.40. 17x 4 68y — 8z = 68

1.39. 2x—y—2\/§z—|— =0

m
141 2= (7 =1y =0

1.42. 7z + Vay — (Va+3) =0

143. x =y =—1

1.4. Iranymenti derivalt

2 1
1.45. fi(0,y) = V2 e (S +y)

1.46.a. f'(2,y) = V2 y-e*(1 — u)

1 3
1.46.b. [/ (z,y) = §(y ~sinz — siny) + g(:c - CoSY + cos )
3.1 1
1.47. fl(z,y) = \/7_[— ¥ — (z+1)e"] + 3 e’ -Inx
T

1.48. f!(1,0) = cos40° = 0, 766
1.49. f'(=5,5)=1

1.50. f.(3,—-1)=0

1 NIV
!
. . - = —— = —1
1.51 fa(4,7r) T 1 , 835
1.52. f/(1,1) = v/3(V/3 +2.5) =733
2 .2 2y 22— yz
1.53. " _ YT _ e Y _
fxz(x>y) (IQ +y2>27 fxy(way) fyx<l',y) (I2 + y2)2, fyy(ilf,y) —<gj2 —|—y2>2

3 3
" _ " Y — " —
1.54. fxz(xay) - 4\/57 xy(xvy) x(xay) 07 fyy(xay) 4\/§
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1.55.

1.56.
1.57.

1.58.

1.5.

1.62.

1.63.

1.64.

1.65.

1.6.

1.66.

1.67.

1.68.
1.69.
1.70.
1.71.

1.72,

—2x —2y
' (z,y) = T e 7 (2y) = flu(e,y) =0, f1 (z,y) = R
gx(x7y) = 07 g,c/y(xay> = ;;(l’,y) = _ey’ ;'y(:l??y) = —x-eY

"

ve(@,y) = (2, y) = fi(x,y) = fi,(x,y) = 2 cos(x +y) — (v + y)sin(z + y)

"

1 (0, y) = g e, 1 () = [ () = (1+ ay)e, [ (z,y) = 22 - e

Taylor polinom

Tya) = VI0+—l(w—1)+ 30— 3]+
1 1 2
+ 5 mm[Q(:c—l) —6(z = 1)y =3)+ (y = 3)°].

o) = e (1= 20 = 1) = (= )+ 20 = 1P 44l = Dl = 5) = 0= ).

To(w,y) =5+2(x — 1) = (x = 1)(y +2) — (y +2)°

Lr,y) =1+ (-1 +@+1)y—-1)
Széls6érték magasabb dimenziéban

A P(0,0) pontban minimum van.

A P(—g, g) pontban minimum van.

A P(—1,—1) pontban maximum van, a P(0,0) pontban nincs szélsGérték.
A P(—1,3) pontban minimum van.

Nincs szélstérték.

Nincs szélsGérték.

A P(2,3) pontban maximum van.
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1.73. A P(1,1) és P(—1,—1) pontokban minimum van, a P(0,0) pontban nincs szélséérték.

2r 27 .
1.74. A P(?, ?) pontban maximum van.
1.75. A P(0,0) pontban minimum van.
1.76.

3V
r= ¢ —=— =0,56TVV,
(V5 +3)
Mhenger = 0,821V V| Mgy = 0,507V V.
1.77. 4, 4, 4
1.78. 15, 15,15
1.79. a = V3R.
1.80. 6, 9, 3
1.7. Feltételes szélsGérték
1.81 L
8l. x=y=—.

Y73

1.82 ab? a?b
82, r=——;

2+ YT 2y
1.83. v =-3;y=2

T km Tk
184. 2= -+ —;y=—— k=41,42, ..

x 8 2 Y y 8 2 7 ) )

1.8. Abszolat széls6érték
1.85. Minimum értéke — sin(1/2), maximum értéke sin(1/2).
1.86.
1.87.

1.89.

Minimum értéke 0, maximum értéke 9.



