Analizis II.

12. hét

Témak:

Linearis DER

Komplex fiiggvények értelmezése, kanonikus alakja

Komplex fiiggvény derivaltja

Harmonikus fiiggvény

Logaritmus, hatvany

Komplex vonalintegral

Orai feladatok:

Linearis differencidlegyenlet rendszer

1. Tankonyv 161. oldalan szereplé példa:

Y= n 100
Yy = Yo+ U3 — A= 01 1
Y5 = 3y3 0 0 3

A megoldas. Hatarozzuk meg A sajatértékeit:

O=|A—AM|=det| 0 1-Xx 1 |,

ahonnan azt kapjuk, hogy a sajatértékek Ay = Ay =1, A3 = 3.

A sajdtvektorok meghatdrozdsa. Ha A\ = 1, akkor meg kell oldani az alabbi egyenletet

0 00 a
0 01 b | =0.
0 0 2 c



Ebbél ¢ = 0, illetve a és b tetsz6legesek. Létezik Ai-hez két ortogonalis sajatvektor:

1
S1 = s So = 1

Tekintsiik most a A3 = 3 sajatértéket. A megoldandé egyenlet:

-2 0 0 a
0 -2 1 b | =0
0 0 0 c
Innen azt kapjuk, hogy
0
—2a =0, —2b4+c¢=0, — s3= | 1
2
Tehat a linearis rendszer alapmegoldésai
1
Yi=e*|l 0 |, Yo=e€e| 1 |, YVs=e¥| 1
0

Igy az altalanos megoldas:

cre® yi(x) = ce®

Y= e +ce® |, =  y(r) co€® + c3e3”
2c3e37 ys(xr) = 2c3e3.

2. Oldjuk meg az alabbi DER-t, a megadott kezdeti feltétel mellett:

Z/1 = Y
Yo = Yo+us
yé = 3y3

y1(0) =2, 12(0) = —4, y3(0) = —4.

Komplex fiiggvények értelmezése, kanonikus alakja

3. Irjuk fel az alabbi fiiggvény kanonikus alakjit. f(z) = 22

'Abrazoljuk’ ezt a fiiggvényt: allapitsuk meg, hogy a megadott tartomanyokat a fiigg-
vény mely tartomamyba viszi. Készitsiink abrat, ahol lehet.



(a) Pozitiv siknegyed: Dy = {z =z + 1y
(b) Fels6 félsik: Dy = {2

(c) Dy ={z=1y

x>0,y >0}
: Imz > 0}.

0<y <1}

4. Irjuk fel az f(z) = 22 fiiggvény kanonikus alakjat és Abrazoljuk az adott tartoméanyokat
és ezek képeit a komplex szamsikon:

—~
54
~—
—

1
z)=—,ésa D ={z : 0<Re(z)} tartomany.
z

(—1+1i)z, ésa D ={z:|z] <1} tartomany.
(14+1)z,ésa D ={z:Im(z) > 0} tartomany.

Komplex fiiggvények differencidlhatosiga

5. Derivalhatok-e az alabbi fiiggvények? (Cauchy-Riemann egyenleteket kell leellendrizni.)

(a) f(2) = (== 1)%

(b) f(2) =2z +i zy*;

Harmonikus fiiggvény, harmonikus tars

6. Harmonikusak-e az alabbi fiiggvények? Ha igen, keressiik meg a harmonikus tarsat és
irjuk fel az f(z) = u(x,y) + iv(z,y) differencidlhaté komplex fiiggvényt!
(a) u(z,y) = 2x(1 —y);
(b) u(z,y) = 2x — 2% + 3zy?;

7. Van-e olyan analitikus fiiggvény, melynek valos része:

u(z,y) =In(=* +3%),  (z,y) #(0,0).

Ha igen, adjuk meg a fiiggvény derivaltjat a z = i pontban ANELKUL, hogy harmoni-
kus tarsat meghatarozzuk.

Logaritmus és hatvany értelmezése.

8. In(—i) =7

9. In(—1) =7 (Figyelem: valos fiiggvényként ennek nincs értelme!)



10. f(z) =In(z). A C\ {iy : y < 0} tartomanynak mi a képe?

11. (=1)F =?

Komplex vonalintegral (Esetleg kimaradhat.)

12. A Jegyzet 181. oldalén 1. és 2. Példa

13. Legyen I' a 47 pontbhol az 5 + i-be vezets egyenes szakasz. Mennyi

/ 2zdz =7
r

14. T" a komplex egységkor. Hatarozzuk meg az alabbi integral értékét:

f; z(e* + Z) dz.

15. A Cauchy - féle integralformula alapjan hatarozzuk meg az aldbbi integralok értékét:

f{ S ) ]{ sin(2) ) o
l2j=2 2 — 1 lomij=2 Z — 1




