ANALIZIS II. Példatar

Fourier sorok
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Feladatok

Tekintsiik az alabbi fiiggvényeket. Ahol masképp nem jelezziik, ott a fiiggvény a megadott
tartomanyon kiviil 27 szerint periodikus, vagyis f(z) = f(x + k27), k = +£1,£2.....

Irja el ezek Fourier sorat!
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A felirt sor segitségével szamitsuk ki az alabbi szdmsor Gsszegét:
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F.8 Hatarozzuk meg a gorbével megadott fiiggvény Fourier-sorat:



F.9 -F.10 Hatarozzuk meg a kovetkez6 példakban gorbével megadott fliggvények Fourier-
sorat:
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F.11 Hatarozzuk meg a kovetkezd példaban gorbével megadott fiiggvény Fourier-sorat:



F.12 Hatarozzuk meg a kovetkezs példaban gorbével megadott fiiggvény Fourier-sorat:

+ T + =
T PO THEY AN A »
\/ e *‘A/'z. 1\/

F.13 Hatarozzuk meg a kévetkez6 példaban gorbével megadott fiiggvény Fourier-sorat:
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Hatarozzuk meg a kovetkezd példakban adott fiiggvények Fourier-sorat!

(Ahol a fiiggvényeket egy L hosszu intervallumon definialjuk ott ezutan L szerint periodikusan
kiterjesztjiik - ezt kiilon nem jelezziik.)
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F.30 f(z)= sin(g), 0<z<2rm

Altalanos periédus

Hatarozzuk meg a kovetkezd példakban adott fiiggvények Fourier-sorat! Ezek a fliggvények
nem 27 szerint periodikusak.
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és f(x) = flx +4k), k==+1,42, ...
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Megoldasok

Ismeretes, hogy a 27 szerint periodikus f fliggvény:
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Fourier-sordban szerepld egyiitthatokat az
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képletek segitségevel szamithatjuk ki, aol a € IR tetsz6leges rogzitett szam.
Feladatunkban adott fiiggvényt az dbra szemlélteti.
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A fiiggvény egy teljes periodusa pl. a (—m, ) szamkozben (a = —).
T ha — 7 <2 <0

fz) =

mT—x haO0<z<nm

Az egyiitthatokat két integral osszegeként kapjuk.
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A masodik integralban a parcialis integralas szabalyat alkalmazzuk.
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A fiiggvény Fourier-sora, mely elGallitja a fliggvényt magat:

flx) =

Rendezziik at a sort:
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A Fourier-sor elGallitja a fliggvényt.
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fiiggvény a zérus helyen 7 értéki, cos(0) = 1, sin(0) = 0, tehat
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Helyettesithetiink tehat a sorba z = 0-t.
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Fourier sorfejtés célszert alkalmazasival szamos szamsor Osszegét meg lehet hatarozni.
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fiiggvényt, lathato, hogy a "gorbe" az y tengelyre szimmetrikus, azaz a fliggvény péaros.

Ekkor a Fourier-sor is csak paros fliggvényekbdl tevodik ssze, azaz by = 0.
A koszinuszos tagok egyiitthatoi, valamint a konstans kiszamitasanal elegendd
a félperiodusra integralni, s az eredmény kétszeresét venni. Igy:
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Figyelembe véve a szinuszfiiggvény értékeit:
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A keresett Fourier-sor:
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A fiiggvény se nem péaros, se nem paratlan, ennek ellenére egyszeri lesz az egyiitthatok
T
kiszamitasa, ha észrevessziik, hogy f-et az y mentén §—vel negativ irdnyba eltolva

paratlan fiiggvényt kapunk.

Jeloljiik ezt az 1j fliggvényt g-vel. A ketts kozott a kapesolat f(x) = g(z) + g

Ha az f(x) fiiggvénynél ap-t kiszamitjuk, az elbbiek alapjan Tt kell kapni eredménytiil.

Ez konnyen ellenérizhets. Szamitsuk ki tehat elgszor g(z) Fourier-sorat:
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Osszefiiggés alapjan szamolhatjuk.
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Mivel

sin —

b2n+1

A g fiiggvény Fourier-sora tehat a kovetkezd, el6 is allitja a fliiggvényt:
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Mint az alabbi abrabdl lathato a fiiggvény péros.
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Az integralast a parcialis integralas modszerével végeztiik: kétszer szamitjuk ki az in-

tegral értékét: ellenkezd "szereposztasban'.
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/ cosh z cos kx dv = [sinh  cos kx| + k / sinh z sin kzdx

0o M 0
v u

Az els6 egyenletet k*-tel szorozva és a masodikat hozzaadva a jobboldalon 16v6 integ-

ralok Osszege zérus lesz, tehat
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A keresett Fourier-sor, mely el éllitja a fliggvényt:
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Az x = 0 helyen cos(kz) = 1 ezt helyettesitsiik be. Igy, mivel f(0) = 0, ezt kapjuk:
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Erdemes észrevenni, hogy ha x = 0, akkor:
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F.31 Ha az f(x) fiiggvény nem 27, hanem altalanos 2! periodusu fiiggvény, akkor a Fourier-
sor ebben az esetben

= k k
f(z) = % —l—; (ak~cosTﬂx+bk~sinT7rx)

alak, ahol az egyiitthatokat az

1 a+2l

aw = 7 f(z)dz
1 a+2l k

a = 7 (x)‘cosTﬂxdx
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by = - (x)-sinklxdx

l l

a
Osszefiiggések segitségével szamitjuk ki.

Feladatunkban az f(x) fliggvény péros, s igy b = 0. Tovabba itt is alkalmazhato a
fél-intervallumon integralés:

2 ! 2 [! k
ag = —/f(;r)d:v, ag = —/f(a:) cos — zdz.
A A l

Most 21 = 2, és igy [ = 1.
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A Fourier sorfejtés:
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F.32 Ha a fiiggvény gorbéjét (—5)—del az y tengely mentén eltoljuk, akkor paratlan fiiggvényt
kapunk. Legyen tehat:
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A fiiggvény paratlan, ezért ag = ar, =0, k € IN.
A fiiggvény periddusa 2l = 4, vagyis | = 2. Ezért a sinus-os tag egyiitthatoi:
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