MATEMATIKAI ANALIZIS 1.

Példatar+

2009. oktober 27.

A feladatok nehézségét a sorszam utan kovetkezd + jelek szama jelzi.

++++

Igy * kicsit nehéz és mar "nagyon nehéz" feladatot jelol.

Teljes indukci6

1. Sikbeli Osszefiiggé tartomanyt n egyenessel részkre bontunk. Igazolja, hogy ez a
"térkép" kiszinezhetd két szinnel, hogy a szomszédos részek kiilonb6z§ szintek legyenek.

Valos szamsorozatok

2. T Igazolja, hogy az alabbi sorozat hatéarértéke 0, fiiggetleniil a kezdetiértéktol:

any1 = sin(a,), a; = zeR
3. Tekintsiik az alabbi rekurziv sorozatot:
Gp = 1 + ai_l
a) T Igazolja, hogy |ag| > 1 esetén nh_)rgo a, = —+oo!
a) T Igazolja, hogy |ag| > % esetén 7112210 a, = +oo!
b) Tt Igazolja, hogy |ag| < 1/2 esetén (a,) konvergens! Mi a hatarérték?

4. Tekintsik az alabbi rekurziv sorozatot:



a) T Milyen ay kezdetiérték esetén lesznek a sorozat tagjai egyenlk?

b) Tt+* Milyen ag esetén lesz (a,) konvergens?

5. *** Altalanos kezdetiérték mellett hatarozza meg a sorozat hatarértékét:

Gni1 = V2 + ay, ap = zeR

Valos szamsorok

n+1
nl

6. tT* Tekintsiik azt a végtelen sort, melyben az n-dik dsszeadando: a, =

a) Szamolja ki s1, sa, S3, Sy értékeét.
b) Ez alapjan probélja kitalalni az altalanos osszegképletet — és igazolja.

c)

o0

+1
Znn! =7

n=1

7. T Adott az ABC derékszogi haromszog, melynek egyik hegyesszoge a és a szemben
fekvé befogoja a. Hatarozza meg az abran lathato szakaszok Osszhosszat a és o fligg-
vényében — ha a konstrukciot a végtelenségig folytatjuk:

AB+BC +CD +--- =?




Valos fiiggvények. Folytonossag, hatarérték

(Hatdridd: november 9.)
8. Legyen f :]0,1] — IR az alabbi fiiggvény:
haz =2

fla) = a 1

0 ha z irrac.

Igazolja, hogy f a racionalis pontokban nem folytonos, az irracionélis pontokban foly-
tonos.

9. ** Van-e olyan f : IR — IR folytonos fiiggvény, melyre

f(f(@)) = =z, welR?
Igazolja.

10. T Van-e olyan folytonos fiiggvény a [0, 1] intervallumon, mely minden értéket pon-
tosan kétszer vesz fel? Igazolja.

11. Egy tibeti szerzetes reggel 7-kor elhagyja a kolostort, hogy szokasos utvonalan felmenjen
a hegytetére. Mésnap reggel tjra 7-kor indul a hegycsiicsrol, és este 7-re ér vissza a
kolostorba. Igazolja, hogy az ttvonalon van olyan pont, ahol mindkét nap pontosan
ugyanakkor megy 4t a szerzetes.

12. T+ Egy f fiiggvény fixpontja ¢, ha f(c) = c.
Legyen f : [0,1] — [0, 1] olyan folytonos fiiggvény, melyre Dy = R; = [0, 1]. Igazolja,
hogy a fliggvénynek van fixpontja.



