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Hatarozatlan integralas

4.05. ] | 1
/_Qx:/x2d$€:x—+02——+c
T —1 T
4.06. ,
dx 1 xr3 3 3
4.07.
25 3
/xQ(a;2—1) dx—/(x4—x2) d:v—/x‘ldx—/ﬁdx—g—?—i-C
4.08. s 0.3
/(x2—1)2d1::/(x4—2:z:2+1)dx:%—%%—x—l—(ﬁ'
4.09. . | 5 X
/%dazz/(x_g—z—kxz) dx:—ﬁ—lna:%—%#—C’
4.11. 5
/(\/E+1)(x—\/5+1) dx:/<x3+1) deg\/EerJrC
4.14.
/ 1+ 222 p / 1+ 22 N x? i
22(1 + x?) 22(1+2%)  22(1+ 2?)
1 1 1
_/(ﬁ+1+x2) da:——;—l—arctga:jLC
4.15. 6 6 p 6
x
dr = = = - t C
/5—1—5:152 . 5/1+m2 5 arctg st
4.16.
In2 p In2 dx In2 hatC
V2 + 222 V2 ] Vi+a2 V2
4.18.
/ cost. Qe — /coszx—s%nzx i
cosx — sinx cosx —sinx
= /(cosx—i—sinx) dx =sinx — cosz + C.
2
4.19. %+C.

4.20. x — Tlnz — § +C.
T



4.21. Végezziik el az u = —x helyettesitést, ezzel dr = —du:
/e” dx:—/e“ du=—e"+C=—e"+C.

4.22. Veégezziik el az u = 4x — 5 helyettesitést. Ekkor du = 4 dx, és igy
1 1 1
/005(430 —5)dx = 1 /cosu du = Zsinu—k C= Zsin(llx -5 +C.

Megjegyzés: Az ilyen integrdlokat célszerd annak az dsszefiiggésnek a felhaszndldasdval
kiszamitani, hogy ha

/ f(z)dz = F(z) + C,

akkor )
/f(Ax +0b) dx = ZF(Ax +0)+ C.
Példdul:
/cosx dr =sinx + C,
tehdt

1
/cos(4x —5)dr = 1 sin(4x — 5) + C.
A tovdbbiakban ezt az eljardst alkalmazzuk valahdnyszor a belsd fligguény x-nek linedris
fligguénye.

4.23.
1

/\/8—21‘6[95:—%-%(8—23:)3+C:—§ (8 =2z)3+C

1 1
/sin(%—?)x) dmz—g [—cos(%—&r)] —l—C:gcos(g—Bx) +C
/1Oxea} dr = /6a:1n10 e dr = /ex(1+ln10) dr

z(1+1n 10) 10%e®

e e
c o= i¢
[+ °  1ymio

4.24.

4.25.

Megoldas kozben azt az Osszefiiggést hasznaltuk fel, hogy a = e™¢, ill. 10 = ™10,
Ezért
10* = (elnl())z — erlnlO'

/ dx 1/ dx 1/ dzx
2:_ w2:_ 2 =

4.26.

V5

1 T \/5 T
= = -vbBarctg — + C = ~arcteg — + C.
5 © 5 5 05



4.27. /\/%dx:%/d—xzi/ ” )
:%\/garch<\/g:c>+02:\/§arch<\/§x>+0-
4.30.

1 1 1 s
/a:'\/l—:vQdx:—§/(—2:v)~\/1—x2dx:—5/\/ﬂdu:—gu2—i—C:

= —% (1—-22)°+C.

Az integralban u = 1 — 22 helyettesitést végeztiik el, ekkor du = —2z du.

4.32.

T du
/ = T NN vre+ 1+

A hasznalt helyettesités: u = 22 + 1, ekkor du = 2x dx.

4.33. p
cosx U
— dx:/— = 2vsinx + C.
/ Vsinz Vu
A hasznélt helyettesités: u = sinz, ekkor du = cosx dz.
4.34. I 1
/xsin(x2 +2)de = §/Sinu du = —5 cos (2 +2) + C.
A hasznalt helyettesités: u = 2 + 2, ekkor du = 2z du.

4.36.

x 1 2 1
dp = = dr = =1n (4 + 22 .
/4+x2 x 2/4+x2 x 2n( —l—x)—l—(]

Azt latjuk, hogy 2-vel vald szorzas utan a szamlalé a nevezé derivaltja, tehat a kifejezés
integralja a nevezd e alapu logaritmusaval egyenls. Ezt a szabalyt jol tanuljuk meg
és az ilyen esetekben mell6zziik a helyettesitést, bar ez az el6z6ek egy specidlis esete.
(Most is alkalmazhattuk volna az u = 2% + 4 helyettesitést.)

1
/ du —/ t dy—Inlnz+C
zlnx Inz

V1 2
/ ;13: dx:/\/ﬂdu:§-\/ln3x+0.

4.37.

4.38.

1
A hasznéalt helyettesités u = Inx, ekkor du = — dx.
x



4.39.

4.40.

4 3 2
= —%—%—?—x—ln(:ﬁ—l)—i—C
Felhasznéltuk, hogy
z! zt 3 9 1
= — = — 1+——-1.
- p— (x +x+x+ +x—1>

4.41.

x 1 du 1 1 9
/x4+1dx—§/u2+1—éarctgu—l—C—garctga: +C.

A hasznalt helyettesités u = 22, ekkor du = 2z dx.

4.42.
cos T

du
P e = | ==
V1+sin’z g /\/1—|—U2

A hasznalt helyettesités: u = sinx, ekkor du = cos xdzx.

= arsh u 4+ C = arsh(sinz) + C.

4.44. llyen esetekben az integralandé fiiggvényt két fiiggvény Gsszegére (vagy kiilonbségére)
bontjuk tgy, hogy az egyik fiiggvénynél a szamléld a nevezd derivaltjanak valami kons-
tansszorosa legyen, a masik fiiggvénynél pedig a szamlaléo mar csak egy konstans, melyet
az integral jel elé is kivihetiink. Tehéat

/SLU—ldx_/ 3x B 1 dr —
2249 2249 2249 N

3 2x 1 dx 3 1 T
2/x2+9 T 9/1+(§)2 2n(x+) 3arc g3+

4.45.

4.46.

4.47.

4.48.

4.49.

4.50.



4.51.

4.53.

2\ 2 5 13
[(522) ae= [ sws g i= (G der ) o
em

1 1 1
/9036962 dr = 3 /:c2e‘”22m dr = 3 /ue“du = —5(1'2 +1) e 4 C,

4.55.

ahol u = 22 helyettesitéssel du = 2zdx.

4.57.
1 1
/msinxcosm dr = i/xsian dr = gsin21—20052x+0.

4.59.
/ x arctg x dr = %,
N~ N——

!
u v

L, 1 . ’, , 2 2 T
ahol a parcialis integralaskor u = -, és v' = H# Igy

x? . 1 x? p x? . a:+1 to 4 C
* = —ar xr— — r — —ar xr — = —ar X .
g W TG | T2 g ATCHE T T o T Harcte

2
/ v da::/ 1— 1 dzx.
1+ 22 14 22

/arctg Ve dr = 2/uarctg u du = zarctg vr — \/x + arctg /x + C

A hasznalt helyettesités: x = u?, ekkor do = 2u du.

Felhasznéltuk, hogy

4.60.

4.61. Két parcialis integralast kell elvézgezni:

/ 1 -Inz dx:xIHSx—/ 3 In®z dr =
~— —~~ SN

:xln3x—3xln2x+6/ln$ dr == z1n® —3xIn’z + 6xlnz — 62 + C.

4.62. v/ = 1, v = (arcsin x)? valsztassal egy parcidlis integralast végz"unk, ekkor

, 2arcsinw
u=r UV =—,
V1—2a?
és ezeért
(arcsin )? dz = z(arcsinz)? — 2 / Vi arcsin xdx = *
-z



4.63.

4.64.

Ujabb parcialis integralast végziink

u = arcsin , v o=
valasztassal, ekkor
* = z(arcsinx)? + 2v/1 — 22 - arcsinx — 2 / dx =

= x(arcsinr)® 4+ 2v1 — 22 - arcsinz — 21 + C.

Ktféleképpen végezzink parcialis integraldst:

1 3
e cos2x dr = —e* sin 2w — = /639” sin 2x dx (1)
\/\sf—/ 2 2
ahol
I 3 3x = Zgin 2.
u e v=gsinZz
Mésrészt 1 9
/ e cos2x dr = —€* cos2x + = / e*” sin 27 dx (2)
\7"\\/-’ 3 3
ahol .
u = 56333 v = —2sin 2z.

Szorozzuk meg (1)-et néggyel, (2)-t pedig kilenccel és vonjuk 6ssze az igy adodo kifeje-
zések jobb illetve baloldalat.

4 / e cos 2z dxr = 2¢3 sin 22 — 6 / e sin 2z dx

9 / e cos 2z dr = 3e>* cos 2x + 6 / e sin 22 dx

13 / €3 cos 2z dx = 23" sin 2x + 3e® cos 2x + C

Végiil 13-al val6 osztas utan nyerjiik, hogy:

1
/e?’x cos 2z dr = 1—363:0(2 sin 2x + 3 cos 2x) + C.

/emsmx dr = /e“ cosu du,

ahol arcsinz = wu, azaz * = sinu helyettesitéssel dr = cosu du Igy olyan alakra
jutottunk, melyet parcidlisan lehet integralni, éppen az el6z6 példaban is bemutatott
modszerrel. A parcialis integralast elvégezve adodik, hogy

1
/e“ cos udu = §eu(sinu + cosu) + C,



4.65.

4.66.

tehat

: 1 - >
/earcsmzdx — 5 earcsmm(x _"_ 1 _ I2 _l’_ O)

Ha a masodfoku nevezdji tortfiiggvény nevezGje tényezk szorzataként irhato fel, akkor
a tort linedris nevez§ji tortek Gsszegére bonthato.

Annak érdekében, hogy ezt a felbontast elvégezhessiik a nevezdt egyenlévé tessziik 0-val
és megoldjuk az igy nyert egyenletet, mert ennek az egyenletnek a gyoktényezdi lesznek
a szorzat alakban felirt nevezd tényezéi. Az 22 — 7w + 12 = 0 egyenlet gydkei: z; = 3,
T = 4, azaz

2 —Tr+12=(x—3)(z —4)

Most mér ismerjiik a keresett lineéaris tort-fiiggvények nevezGit, meghatarozandok még
a szamlalok, melyek linearis nevezd esetén konstansok lesznek.
Jeloljiik ezeket A-val és B-vel, akkor

T —2 A B A(x—4)+ B(z —3)

x2—7x+12:x—3+x—4_ (x —3)(z —4)

Azonossagot irtunk, mert olyan A és B értéket keresiink, melyek mellett az egyenlGség
minden z-re fennéll. Mivel a nevezdk azonosan egyenlék az azonossagnak a szamlalokra
is fenn kell allni, azaz

r—2=A(x—4)+ B(x — 3).

Az azonossag nyilvan fennall, ha az x-es tagok egyiitthat6ja mind a két oldalon egyenld
ugyanugy, mint a konstansok. Ez azonban két egyenletet szolgaltat, melyekbdl A és B

AB 4A-+4B—4
kiszamithato. - -4A-3B=-2 A kapott B értéket behelyettesitve
-4A-3B=-2
B=2
pld. az els6 egyenletbe A = —1 adodik, tehat
T — 2 1 2
+

2 —Tr+12  2-3 z—4

Ezért az integral

T —2 1 2
5 dr = - dr = —In(x — 2In(z — 4 —
/x2—7x+12 ’ /( x—3+x—4) v=—ln(r-3)+2@E-4)+0

(x —4)°
x—3 "

=lInc (C = Inc bevezetésével)

Az 2%+ 42+ 8 = 0 egyenletnek nincsenek valos gyokei, tehat 22 + 4z + 8 nem bonthato
tényezGk szorzatara.

Bontsuk fel a tortet két tort osszegére, melynek nevezdje kozos (a régi nevezs), az egyik
szamlaloja a nevezd derivaltjanak valami konstansszorosa, a méasiké pedig konstans. A
nevezd derivaltja 2z + 4, tehat a szamlalokat a kdvetkezs alakban keressiik

a2z +4) és g.



a és 3 értékét a kovetkezo feltételekbdl hatarozhatjuk meg:
al2e+4)+ =3z —2.

Most is két egyenletet irhatunk fel, melyekbdl a és 8 meghatérozhato.
200 = 3, da+ = -2,

ezekbdl

=2 — 8.
a=5 B

Igy az integralt két integral Gsszegére bontottuk:

/ 3r —2 J 3 / 20 +4 d g / dx
——dr== | ——— dr — _

2 +4x+8 2) x2+4x+8 2 +4x+8

Az els6 integral eredménye ismert, hiszen a szamlalo a nevezé derivaltja. A masodikat

pedig teljes négyzetté vald atalakitassal vezetjiik vissza ismert feladatra.

1 1 1

P Ar+8 (x—|—2)2+4_4[(1+42)2+1]

ezért

/ dx 1/ dx 12 ‘ x—|—2+C
—— = - | ———— = —2arctg ——
Prdrts 4) (m)Piy 4T

Tehéat a megoldas:

3r — 2 3 9 T+ 2

4.67.
a® +at 4+ -8
3 —4x
szamlaloja magasabb fokd mint a nevez§je, ezért felbonthato egy polinom és egy valodi
tort Osszegére.
(x5+x4—8) : (x3—4x) =2’ +r+4
— (2% — 4a3)
xt 423 — 8
—(z* — 42?)
423 + 42% — 8
—(42® — 16z)

42? + 162 — 8 A polinom osztas eredménye:

o+ 2t -8 2, +4+4a:2+16:c—8
_— = €T -
3 — 4 3 — 4x

b



4.68.

10

tehat . g ? 1 16 .
/mdxz/(mz+x+4)d$+/ﬂ—%dz

x3 —4x x3 —4dx
Az els6 integral kiszamitasa nem okoz gondot, ahhoz azonban, hogy a méasodikat meg-
hatarozzuk, a tortet részlettortek osszegére kell bontanunk.

A nevez6t most minden kiilonosebb szamitas nélkiil fel tudjuk irni szorzat alakjaban

2 —dr =x(2? —4) =2(x+2)(z — 2),

tehét
4x2+16x—8_A B c
3 — 4x T x+2+x—27
A(x? — 4) + B(2? — 2x) + C(2* + 2x)
N 3 — 4 ‘

Ennek alapjan felirhatjuk az egyenletrendszert, melybdél A, B és C' kiszamithato:
A+B+C=4 —-2B+4+2C =16 —4A= -8,
és innen
A=2 B = -3, C =5.

Megjegyezziik, hogy ilyen esetekben, amikor a gyokok mind kiilonbozGek, altalaban
gyorsabban kapjuk az ismeretlen A, B, C' értékeket, ha a szamlalok egyenlGségét kifejezs
egyenletben = helyére a gyokoket helyettesitjiik.

Példankban az
42 + 162 — 8 = A(2® — 4) + B(2* — 2z) + C(a* + 22)

kifejezésben x helyébe zérust irva azonnal nyerjiik, hogy —8 = —4A azaz A = 2. x = 2-
nél 40 = 8C, innen C' = 5. Végiil z = —2-nél —24 = 8B, azaz B = —3, tehit

/4x2—|—16x—8d / 2 3 N 5 p
—_—ar = —_ Tr =
3 — Az r x+2 x-2

=2lnzr—-3In(z+2)+5In(xr —2)+ C.

A keresett megoldas:

/x5+x4—8 3 2P 2 (z — 2)°

dr = —+ — +4xr+1n +C.

x3 — Az 3 2 (x +2)3

Konnyen meggy6z6dhetiink rola, hogy a nevezé négy kiilonb6z tényezé szorzatara
bonthato. Ezutan a feladat az el6z6h6z hasonléan oldhaté meg. De munkat takaritha-
tunk meg az u = 22 helyettesitéssel. Ekkor ugyanis du = 2xdx és

/ T p 1/ du 11 u—2+0
_—aAr = — —_— = — 111 oy
x4 — 322+ 2 2] w?2—-3u+2 2 wu-—1
x?—2

2 —1

+C.

=—In

N | —
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4.70.

/%dw:/%“:/Lx—llz)”milz)s =

4 11
=— — C
x—2 2(x—2)2+

4.71.
22 —6x2+ 11z —5

kifejezést  — 2 polinomjaként felirva (pld. eldallitjuk az
Tog=2
helyhez tartozo Taylor polinomjat, lasd, 401. példat).
2?62 +1lr—5=(r—20°—(z—-2)+1

adodik, azaz

3_ @2 _ —_ 923 _ _
/m 62° + 11z 5dx:/(x 2)° — (x 2)+1d$:

(x —2)* (x —2)4

1 1 1
:/(x—Q_(m—2)3+(x—2)4) do =
=In(x — 2) + ! ! +C

2r—2)2  3(z—2)3
(Természetesen tgy is eljarhattunk volna, hogy a részlettortekre bontast a tobbszoros
gyokoknek megfelelGen végeztiik volna el

3 —6x2+11lx—5 A B C d

w—27 r—2 (w22 w—27  @—2)

alapjan).

4.72. Toébbszoros gyokok esetén a gyoktényezd a multiplicitisnak megfelel6 szamossaggal
szerepel a nevezGben az egytdl a multiplicitasnak megfelel¢ hatvanyig. Els6foka gyok-
tényezG esetén a szamlalo konstans.

»¥—222+4 A B C d e
=T o=+ +

B —-2)2 x 22 23 -2 (r-—-2)%

Ugyanis ebben a példaban a 0 haromszoros, 2 pedig kétszeres gyok.
-2+ 4=

= A(z" — 42° + 42°) + B(2® — 42* + 42) + C(2° — 4o + 4) + d(2* — 22°) + ex?®
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A+d=0
—4A+B—-2d+e=1
4A - 4B+ C = -2 =

AB—-4C =0
40 =4 )
Egyenletrendszerbdl
1 1 1
A=-, B=1 =1, d=-—- ==
47 ) C Y 47 € 2
/m3—2x2+4d / 1+1+1 1 1 p
xr = - — —_— — €r =
3 (x —2)? dr 2?2 23 4(r—2) 2(x—2)?
1 x 1 1 1

4.73.

4.74.
L1 _A B
b4+ 2t at(z24+1) oz a?

C+D+Ex+F
3t 2 +1

Masodfoku gyoktényezs esetén a szamlalo elséfoki!
1= A2 +2°) + B(z* +2°) + C(2® + z) + d(2* + 1) + Ex® + Fa*

azonossaghol irhato fel az egyenletrendszer, melyb6l A, B, C, D, E és F meghataroz-

hato.
A+e=0
B+F=0
A+C=0
B+d=0
C=0 A=0 e=0
d=1 B=-1 F=1
Tehat

/ - / 0 1,0 1 vV Vool actgnsc
_ 444" Ndr=-— _—_—Ztarctex
28 + 2t [ /N 1 S v S e | x 3z &



4.75.
x

B x A n Bx+C
-1 (z—-D(@2+z+1) -1 22+2+1

A@+2+1)+B@@*—z)+C(x—1)
N 3 —1

A+B=0 A:%A—B—i—C:l B:—%A—C’:()

T 1 1 —x+1
- d
/$3—1dx /3<x—1+ ) v

2+az+1

:%/<1 T+ 3 N s )d

r—1 2242+1 224241

1 1 1 2 1
:gln(gs—l)—éln($2+x+1)+—arctg vt

7 5 +C
4.76. r r r

/1_x4dx:/(1+x2 122 x:/(1+x)(1—x)(1+x2)
:/(1—?@_1E Ay )d:”:

QU

dr =

r 1+ 22
1.1 1
Z—Llnli——i—l—iarctg:ﬁ—kc

4.77.
1 A N B n Cx+d
(x4+1)222+1) z+1 (z+1)2 2241
alapjan végezziik a részlettortekre bontast és nyerjiik:

/<x+1>§fx2+1>:/(2<x1+1>+ 1 : >)d””

200 +1)2 2@2+1 -
1 1

—  — TIn(2?+1

St am e

4.78. A nevez§ tényezGkre bontasat a kovetkezdképpen végezhetjiik el:

1
zﬁln(qul)—

1+a* =1+22% +2" —22° = (1 +2%)? — 22 = (1 +27)* — (V2 2)’

:(1+x2+\/§x)(1+x2—\/§$)

A rész tortekre vald bontas vazlata

1

Az + B Cx+d
T+at 22422 +1 22 —+V2z2+1
Az eredmény:

d 1 2 2 1 1 2
/ x4: In 2 V2 + arctg\/_—2+0
T+t 42 224+V22+1 22 =z

13
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4.79. A feladat els¢ pillanatra azonos jellegii az el6zével. Meg is oldhaté annak alapjéan,
de gondosabb vizsgalat utan kideriil, hogy speciélis tulajdonsagai figyelembe vételével
sokkal egyszeriibben is megoldhato.

2 3
/de:/ x dx_/ x>
1+ 24 1+ 24 1+ 24

u::c2

Az els6 integralt

helyettesitéssel hozhatjuk még egyszeriibb alakra, alapintegralra (lasd a 439. feladatot),
a masodik pedig maris integralhato, mert a szamlald a nevezd derivaltjanak a negyede.

T 3 1 5o 1 4
/1+x4d:r—/1+x4dx:§arctgx —Zln(l—i-x)%—C

4.80. T6bbszorts komplex gyok esetén javasolhatd a tg t helyettesités.

/ de 1 dz 1 dz 1 / 3 g —
(z24+9)3 729 (2 + 1)3 729 ()2 + 1]3 129 ) (tg2t+1)°cos2t

1 cosbt
243 / cos?t (*)

x 3
3 CRE T costt
1 A 1 1+ cos?t)” 1 [ 1+42cos2t+ cos®2t
= tdt=— | | —— ) dt=—= dt =
)= 313 / cos 243 ( 2 ) 243 1
1 1+ cos4t 1 t  sindt
= — [(1+2cos2t+——")dt = — (t+sin2t+ - C =
972/(+COS + 5 ) 972(+sm tot—g )-i—
1 /3 te T4 6z N 3z(9 — z?) Lo
= — | zarctg - =
072 \ 278 3T 2219 T 2(0 1 422
Loretg i — 2 % ¢
—— arc —
648 "8 3 T 216(x2 1 9) | 36(22 + 9)2

4.86. Paratlan kitevs esetén helyettesitéssel oldhatjuk meg a feladatot.
/0085 rdr = /0054 x - cosxdxr = /(c082 r)* cos xdr = /(1 — sin® z)? cos wdr =

2)2 2 .4 2’ W - 2.3 1.5
= [(1-u)*du= [ (1-2u"4u )du:u—?—i—g—l—C:smx—gsm :c—i—gsm z+C

u =sinx du = cos zdx



4.87. Paros kitevs esetén a linearizalo formula alkalmazasat javasoljuk.

. 6 . 9 \3 1—cos2z)”
sin® xdx = [ (sin”z)°dx = — dx =

1
= g/(l —30082x+3008223:—cos32x) dr =

1 1 4 1
—g/(1—30082x+3~¥> dx—g/cos32xdx

Az els6 integralban ujbol alkalmaztuk a linearizalé formulat, igy keriilt

cos? 2x

helyébe
1+ cosdx
5 )
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A masodik integralban pedig mar péaratlan kitevon szerepel trigonometrikus fiiggvény,

tehat az az el6z6 példa mintajara megoldhato.

Az eredmény:

1/5 3 3 1 1
/Sinﬁxdx— 3 (—x— —sin2z + —sindx — —Sin2x+681n32x) +C

2 2 8 2

4.88.
/sin693 - cos® & dr = /sinGx -cos’x - cosx dr = /sinGx (1 —sin®z) - coszdr =
u =sinx du = cos xdx
1 1
= /u6(1 —u?)du = ?Sin7x— §sin9x+0
4.89.
/sin‘lxdx:/(1—(:082;1:)2(13::/1—2c032x+cos4:cdx
cos?x cos? x cos?x
1
/( > —2+0082x)d:v—
cos?
3 sin 2z
=tgxr— = C

gx 2:r;—|— 1 +

4.90.
/sin?’x dx:/(1—0052x).sinxdx:_/1—u2du:/ 1 1
cost x cost x ut u?  ul
U = COSX du = —sinxdx
1 1

3cos?xr cosx
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4.91. Alkalmazzuk a ¢t = tg 7 helyettesitést, akkor

d 2 2 1.t
sinz + cosx s+ 20+1—1t V2 o tg

1+¢2

+v2-1

+C
V2 -1

N8 (N8

4.92. Ttt is valogathatunk a megoldasi modszerek kozott. Alkalmazhatjuk a

X

helyettesitést, akkor

d 2 14+t
/ ’ :/ dt:2-arth—|—Czln—g
Cos 1—¢? 1 —tg

ISR

s T
:l —_ —_
+C ntg(4+2)+0

De ugyantigy hasznalhatjuk fel a paratlan kitevGjd jellegét is.

dz CcoS T CcoS T du 1+sinzx
= dr = | ————dx = =lny/——+C
COS T cos? x 1 —sin“zx 1 —u? 1 —sinz

Megfelelg atalakitasok utan az eredmény ugyanolyan alakra bonthato:

COS T
4.93. ] 1
i X
_— = — te (2 tg — C
/5—3cosx parctg (2-tg 5) +

4.94. Ha sinz-nek és cos z-nek csak paros kitevGji hatvanyai és tg x fordulnak els, akkor
(bar a t = tg 3 helyettesités akkor is alkalmazhato) elénydsebb a t = tg x helyettesités

alkalmazéasa.
1 t tt 21
ter do = dt= [ (3 —t dt=——=+-In{t*+1)+C =
/gm ! /1+t2 /( +1+t2) 4 2+2n( T )
t=t tg t d dt
=tgx T = arc r=—7
g & 1+ 12
Ly Lo,
(*):Z_l-tgx—ﬁ-tgx—ln~cosx+6’
4.95. 1 1 9
+ tg w
=1+ tg” =
cos? Tie sin® x tg2x
Tehat
t=tgx

helyettesités esetén

/ dx _/(1+t2)2-(1+t2)2 dt —/(1+t2)3dt—
sinfz-costz t4 1+ 4 N




17

1+ 3t2 + 3t + 5 1 3
:/ i j; i dt:/(t—4+t—2+3—l—t2)dt:

:—@_¥+3t+§+02_g'Cotg3$_3'(30tg$+3-tga:—|—§.tg3x+0
4.96. . 1 1
gx
/Sian v 2 gx—|—2 n tgr+
4.97. ] 1
T
/1+Sin2x N g (V2 1tg )
4.98. \ ,
cos” x +sin” x 1. 1+tgz 1 .
o T = —p— 8 _ o
/COSQ$—Sin2ZE v 4 nl—tggn+2 siInx - cosx +

(A linearizalo formula segitségével cos2z fiiggvényeként irhatjuk fel az integralando
fiiggvényt. Ezéltal a feladat nagymértékben egyszertsodik.)

4.99.
1
/sin3x-cos <5x—g> da:zé/ [sin(Sx—g)—l—sin(g—Qx) dx =
1 @ 7r) 1 (8 7T) LC
= 7 008(22 = 5) — g cos(8z — o

4.100. Nem tipus feladat, de

sinx =sin2-— = 2-sin — - cos —
2 2 2

és
.o X T
sin? = +cos? = =1
2 2

Osszefiiggések felhasznalasaval egyszerti megoldast nyeriink.

/\/1+sinxdx:/\/sin2§+2s,ing~cos§+cosggdx:

x x x x
= [(sin=+cos=)dr =2-sin—= —2-cos= +C
/ ( 2 * 2) 2 2
4.101. A hiperbolikus fliggvények integralasat sok esetben, mint pl. most is a trigonometri-
kuséhoz hasonléan végezziik el. Mar most megemlitjiik azonban, hogy a hiperbolikus
fiiggvények raciondlis fliggvényeinek az integrélasa mindig visszavezethet e” raciondlis
fiiggvényének az integraldsara. Hogy mikor melyik utat valasztjuk azt a célszertiség

donti el.
/shgx-ch?’x dr = /sth-(l—l—sth)-ch xrdr = /u2(1+u2)du = /(u2+u4)du = (x) =
u = sh x; du = ch xdx
3 5

1 1
(*):%+%+C:§sh3x+gsh5x+0
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4.102.
sh’x / (ch®z — 1)sh x / u? —1 2 5
dr = dr = du=-vVch’z —2vVch z +C
/ vch z vch x Vu 5
u=chax du = sh zdx
4.103.

ch?z — sh?z =1

tehat irhato, hogy

dx ch?z — sh’x chx shax
/shx-chx /shx-ch:z: z /(th Chx) z =Insh z —Inch z +
h
:lnu—FC:lnthx—i—C
ch =

4.104. Az el6z6 példa alapjan nagyon egyszertien kapjuk az eredményt a kovetkezd atalakitas

utan: J g
T X xr
/shx /2shgchg ntg T

De akkor sem okoz gondot a megoldas, ha sh z helyébe % kifejezést irjuk, vagy

ha sh z-el vald szorzas és osztas utan

sh z
ch? —1

integralasara alkalmazzuk az u = ch z helyettesitést.

4.105. 1
ch a-chf = 3 [ch(a + ) + ch(a — B)]

Osszefiiggés alapjan

/ch:z:~ch2$-ch3xdx:

1 1 1 . .
:Z/(ch6x+ch4m+ch 2x+1)dm:—sh6x+ﬁsh4m+§sh 2x+1x—|—0

24
4.106.
e w?  du U 1
_ L — [a- du = u—In(u+1)+C =
/€x+1dx /u+1 ” /u+1du /( u+1)u u—1In(u+1)+ (%)

1

u=e" Tz =lnu dr = —du
u

() =¢* —In(e*+ 1)+ C
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4.107.

6 6 2 2 e’ =3
/61—3 ‘ /(u—3)u " /( u+u—3) " e *

4.108. A parcidlis integralas alkalmazhaté, de a megoldas ilyen modon sokkal hosszabb,
mintha sh 3z-et e”-el fejezziik ki, ezért ezt a megoldast ajanljuk hasonlo esetekben is.

/e” sh3xdx:/ez-¥dm:/¥dx:%e4x+ie_2z+0
4.109.
4.110.
2 2 [, 2 [
T gudu—g/(u —5)du:§<§—5u)+C:(*)
=V3r+5; 30+ 5=u’; a::u23_5; dw=§udu
\/W——m+0— 7\/m-(3x—10)+0
4.111.

T+ 2u? 41 2+1
/(x2—3x+2)'\/2x—1da::/(u+ v —3'u+ +2>u-udu=(*)

4 2
2
1
=+v2r—1; u?=2x—1; x:u; : dx = udu
1 6 4 9 1 (u”  4ud
= - —4 ut)duy = - | — — — C =
(%) 4/(u u* + 3u”)du 4(7 5+u +

_ % (2x—1)7—% (2x—1)5+i\/(2x—1)3—|—0

4.112. A feladatot kisebb lépésekben kétszeri helyettesitéssel is megoldhatjuk. Elébb e* = ¢,

majd pedig u = v/t + 1 helyettesitést alkalmazva racionalis tortfliggvény integralasara
vezetjiik vissza.

/ dx _/ dt _/ 2u du—Z/ du B
verr1l ) tevirl ) (w—-1Du u?—1

1
:—Qarthu+C’:—ln1+u

+C =

—Uu

1
t=e"; r=Int; dxzzdt; u=+vt+1; t=u’>—1; dt = 2udu
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1 1 - Jer 1
e Yo Ve o
1+u 1++vVer+1

Természetesen rovidebb lesz a megoldas (és azért altalaban igy is jarunk el), ha a két
helyettesitést dsszevonva egy megfelel§ helyettesitést alkalmazunk.

| = [t e

(A folytatas azonos.)

2u
u? —1

e*+1=u e =u?—1 r=In(u? —1) dr = du

4.113.

/ W G
-6u’du =

1+\/_ 1L+wu?

r=ub dr = 6u’du u= Jx.

A gyokkitevdk legkisebb kozos tobbszorose lesz a helyettesitendd kifejezés gyokkitevije. )

u9 6 3 1 66 36 N )
6/u3+1du:6/(u —u —|—1—u3+1)du:§ﬁ—zm+6%—21n(%+l)+

281 —1 6 3 In V72 — o 1
+1n<\7ﬁ—%+1>—2\/§arctg\/_‘,E—_|_C:_W__\3/ﬁ+6%+ n /2 T+ B

V3 7 4 In V% 4+ 2z + 1
207 — 1
—2v/3arctg ———=— +C
RE
4.114.
/ / 4/“20[ 4/( 14— )a
= U= u— u =
\/_+\/_ u2+u u+1 u+1
20 —du+4In(u+ 1)+ C =
r=u’ dr = 4u’du
=2z — 4z +4In(vz+ 1)+ C
4.115.

2

1—z dx 4u? 1 4 u?
= - . du = —4 du =
(I1+u?)?2 1—u? (14+u?)(1 —u?)

/ 1 1 +0-u+2 p (%)

= —_ U = (*

u—1 wu+1 u? + 1

11—z 11—z 9 1 —u? —4u

1+x 14+ 2)2
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-1
(*)zln(u—1)—1n(u+1)+2arctgu+C:1nu+1—i-Zarctgu—i-C:
u

z_
p 1— T—z- VIt 1—
:ln—1+ +2arctg | —— +C =1 ZVi—r—v " 4 2arctg \| —— + C
= 4 l+z \/l—x—i—\/l—i—x I+

14z

4.116. 2% = t helyettesitéssel a gydkjel alatt mar linearis kifejezés lesz, tehat igy sikeriilt a
feladatot az el6zGkben targyalt tipusra visszavezetni. Az eljaras azért alkalmazhatd a
jelen esetben, mert a szamlaloban z3dx 4ll, ami igy irhat6 22 - wdz. Itt 22 helyébe t,

1
xdx helyébe pedig th irhato.

Gyakorlasképpen oldjuk meg a feladatot ilyen bontasban is. Tekintettel azonban arra,
hogy az igy nyert integralt egy ajabb helyettesitéssel racionalizaljuk, joggal meriil fel az
az igény, hogy lehetdleg egyetlen helyettesitéssel oldjuk meg a feladatot. Ez lehetséges

/\/1f2x2 /\/1+2$2 / il =g /u—\;ﬂldu_é/@__%)du_

—1
14222 =u du = 4xdzx x2:u2
1/2 1 1
:§<§@—2\/a>+ 12\/1—1—2332 (1+2:1:2—3)+C':6\/1+2x2-(x2—1)+0
4.117. p ; .
/ - ‘ :/ ‘ =—arsh 3z —-1)+C
V9x?% — 6z + 2 V@Br—124+1 3
4.118.
/ T _/ dx _/ dx B
V122 — 922 — 2 VvV — (922 — 122 + 2) \/— [(3z —2)2 — 4+ 2]
/\/2— 3z — 2 f/ /1_ 3932
1 V2 3z —2 3z —2
= — - — arcsin +C':—arcs1n +C
V2 3 V2 3 V2
4.119.

2
A gyokjel alatti kifejezés az x = - hely kivételével (amikor is 0) mindeniitt negativ,
ezért belSle négyzetgyok nem vonhaté. Az integralando fiiggvény tehat sehol nincs

értelmezve (még az x = 3 helyen sem, mert ott a nevezé 0).



4.120.

/\/mdx:/\/md:c:/\/l—[(x—l)2—1]dx:

:/mdx:ﬂ./\/l_ (f"g)%:
ﬁ/ﬁﬁdzz/d:

-1
a =sinu ; r=1V2sinu+1; dz = V2 cos udu
V2
1 2 1
:2-/0082udu:2-/¥du:u+ésin2u+C
A visszahelyettesitéshez egyrészt
r—1 ,
=sinu
V2
kifejezésbdl felirjuk, hogy
orx—1
u = arcsin ——,
V2

irhato

.I' —
masrészt sin 2u-t kifejezziik sin u-val, mert sinu helyébe

V2
1
EsinZu =sinu-cosu =sinu- V1 —sin?u =

r—1 (x—1>2_x—1 ) 2 —2x+1
V2 V2 V2 2
tehéat . .
1+2x—x2d9§:arcsinx_ +:c— 1420 —224+C
/v S
4.121.

[var—sriiw=va. [\far ot =5 /W__ .
-/ ( 356_?)1%@;:§/¢<z¢§x—¢§>2+1dx=<*>

ht+3 1
23z —V3=sht; xzs—; dr = —— - ch tdt
2V/3 2V/3

1 ST 1 1 / ) 1 /ch2t+1
= - sh?t+1- —— -ch tdt = —— [ ch’tdt = dt =
2/ 23 4/3 4/3 2

22



4.122.

4.123.

4.124.

4.125.

4.126.

4.127.

/

2

oo
Ql}_‘
w

-
w
—

8

2
(Sh t+t>+0:

1

8v/3

0| =

8V/3

(sht-

\/1+sh2t—|—t>+0:

V3(2z — 1)\/1+3(2x — 1)2 + arsh V3 - (22 — 1)] O =

1
(20 —1)V1222 — 120+ 4+ —= arsh V3- (22 — 1) + C =

20 — 1 1
=2 V312 =3z +1+ ——arshV3- (22 —-1)+C

4

3 1
/\/a:2+6:c—|—10da::%\/3:2—%61;—#104—5arsh (x+3)+C

8v/3

1
/\/3—562 dx:§\/3—x2+§arcsini3+0

/ dx
Va2 —4x 4+ 40

dx

/\/3x2+12:v—1—3(): 3

+2 3 2
\/2x2+8$+5d1’:x—v2$2+8$+5——arch \/j$+2

|

Sl e iy
V4 +x — 22

31 .
— arcsin

8

2 — 1

V3

-2
:arshx——i-C’

6

V17T

2 7
£4+ Vi4+xz—224+C

+C

23
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Improprius integralok

4.201.
[e’e) w w ) 1 1
— dz = lim — = lim [——| = lim | omega+ S| = 5.
2 T wW—00 2 €T w—00 €T 9 w—00 2 2

4.202.

<1 “1
/ — dr = lim —dr = lim (lnw—1In1).
1

x w—oo J1 X w—00

Mivel lim,, . Inw = o0, ezért a fenti integral divergens.

4.203.
s
2
4.204.
OT.
4.205.
05 4
e
4.206.
9610
4.207. Divergens.
4.208.
1
36
4.210.
2
4.211.
V2.
4.212.
1.
4.213.

! 1 . ! 1 . 1—¢
dxr = lim dr =lim[—In(l —z)]; " =
.1 1

— X e—0 c — X e—0

= lim(—Ine+Inl1,

e—0

tehat divergens.



dz = lim

L 1 . 1—¢
/OF Eﬂo/ ¢—d‘”:lli%[—2”‘ﬂo -
—hm( 2/ +2) =2.

! Lo 1 '
/ dx = lim dx = lim {5 In(2x — 1)} =

— 0 — 0
1 20 — 1 =0 /1y, 20 — 1 e— 1.

= lii%(ﬁlng - §ln 1),

tehat divergens.

4.216.
1.
4.217.
[
— dx
-1 1-— ZEQ
4.218.
™
5
4.219.
2v/11
3
4.220.
™



