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Hatarozatlan integralas
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4.53.

/

92\ 2
x+>dx

eI

/xsin

4.33.

2%+ 2) dx

¢ o
N

4.3

4.39

4.41.

4.44.

4.46.

I

.48.

4.50.

COS T
/ — dx
Vsinz

/ dx
zlnz
T+ 2
/2x—1dx
x

d
/x4—|—1 .
3r—1
/1: dx
249

1
/ dx
3r —5

/ sin® z - cos zdz

/tg xdx

2
/33'36""" dx



i )

57 4.59.
/x -sinz - cosx dx

[4.60. 4.61
/ arc tgy/r dx

4.62. 4.63.
/(arc sinz)? dx

4.64.

/ earc smx dx

Racionalis tortfiiggvények integralasa.

4.66.
/ T — 2 d
22 Tr+12 "
4.67. 4.68.
/ 2+t —8 y
3 — 4x v
[4.70.]
/ 4r + 3 d
(-2
[4.71.] 4.72.]
/x3—6x2+11x—5 p
(x - 2)1 !
[4.73.] 4.74.]
dx
/ xt — a2
4.75. 4.76.
x
/:c3 — dx
4.77. 4.78.

/ dx
@+ 1@+ 1)

/:c~ arc tg x dx

/1113 x dx

/ e3* cos 2z dx

/ 3z —2 p
— dx
22+ 4x + 8

1
d
/1—|—x4 o



z(1 — 2?) / dx
/ 1+ a2t d (24 9)3
4.81 ] 4.82
d 2
/(x—3)4$ /x—5dx
4.83. 5 4.84. 1
xr — T —
4 —d
/x2—6x+27x /m2—6x+27x

4.85.

422 +13x -9
/:v+93 Jr

3+ 222 — 3z

Trigonometrikus fiiggvények integralasa.

5
/ cos” x dv / sin® z dx
4.88 4.89.
/ sin® z cos® z dx / sin' z d
5 T
cos? x
4.91.
/singx / dx
1 dx _
cos* Sin x + COSx
/ dx d
T
cosL /5—3008x
4.94. 4.95.

/tg% dx / dz

sin® z - cost x

-~
=}
~J

/ Itwge / dz
sin 2x

1+sin’x

—~
©
[0 g

4 ind
[emas g, [sinso-cos (50

cos?x — sin’ x

2) dr



I Oo

4.100.
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Hiperbolikus és R(e¥) fiiggvények integralasa.
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Hatarozott integralas

4.128.
2
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Trigonometrikus integralok
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0
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Improprius integralok
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Improprius integralok

4.201-4.220.: Szamolja ki az alabbi improprius integralok értékét!
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Tertuletszamitas

Hatarozza meg a fiiggvények grafjai alatti teriiletet, és Abrazolja a fiiggvényeket!

2 T
4.221. y:?’%; 9 <p<2 4.230. y=cos(3); O0<z<w
5 = .
4.222. y— - b 1<2<3 4.231. y =cosh(2z); 0<z<3
x
4.224. y=(1-2)?};, -2<z<1 4.233. y = 2; 29<r< 1
x
4.225. y=23-3; 3<x<4 ]
4.234. y = : 2< <3
4.226. y—at— 1% 1<z <?2 A g v
. . — 2x. —05 < < 1
4.227. y = e 05 <zx<1 4'235'y:ﬁ3 3<r<4
m —_—
4.228.| y =sin(3z); 0.0<z<0.3
1
4.229. y = cos(3x); —05<x<05 4.236. y = m5 1<z <2

1
4.237. Hatarozzuk meg x értékét ugy, hogy az y = 1 alatti teriilet [a, b] és [c, x] szakaszhoz

tartozo része egyenlG legyen! Mennyi az z, ha ¢ = 2a,c = 3a?

4.238. Hatarozzuk meg z értékét dgy, hogy az y = gorbe alatti teriilet 0-t6l z-ig

1+ a2

terjed6 szakasza E—del legyen egyenlg!

2x

4.239. Hatarozzuk meg x értékét ugy, hogy az y = e~ =" gorbe alatti teriilet x-t6l 1-ig terjed6

szakasza 3-mal legyen egyenld!

4.230. Hatarozzuk meg z értékét gy, hogy az y = sin(z) alatti teriilet 0-t6l z-ig terjedd

1
szakasza Zdel legyen egyenld!

Hatarozza meg a kovetkezs6 gorbék kozotti teriiletet és Abrazolja is a gorbéket!

4.241. y =22 ¢ =2 2
y=o B y=a 4.245. y =22 65 y= \/j
9 x
4.242. y=Vo & y=— 4.246. y=2° & y=3z
2 ‘ 2 x? , x
4.243.|y == és y=1-u 4.247.y:§ és y:2—|—§
4

4.244. y=2> ¢és y=1—32 4.248. y =2 és y=32%>-2
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4.249.y:é és y=25—u 4.251. Jx+. y=1 é ac+y=1
4.250. 13 + y% =1 é& y=1—=x 4.252. y =sin(zr) és y=—
Végezze el az alabbi teriiletszamitasokat!

4.253. Hatarozzuk meg az y = z(1 — x) parabola és ennek az x = 0,z = 2 abszcisszaju

pontjaihoz huzott érintGi kdzotti teriiletet!

1
4.254. Hatarozzuk meg az y = 4.5 — 5(30 — 4)? parabola, és ennek az x = 3 és x = 6 pont-

jaban huzott érintGi kozotti teriiletet!

1
4.255. Hatarozzuk meg az y = — hiperbola, és a P(2,2) pontra illeszkeds, y = x egyenesre
x

merGleges egyenes altal hatarolt sikidom teriiletét.

1
4.256. Hatarozzuk meg az y = — hiperbola, az y =z és az y = az * x egyenes altal hatarolt
x

sikidom teriiletét! Abrazoljuk is a szektort!

4.257. Igazoljuk altaldnosan, hogy a parabolaszelet teriilete egyenl a koriilvevs paralelo-

gramma teriiletének 3 részével!

4.258. igazoljuk, hogy a bevonalkizott parabolaszelet-teriilet a hir, az x tengely és az érint6

2
htarolta OAB haromszog teriiletének g—a!

Gorbe ivhossza

Hatarozza meg az fiiggvények gorbéjének ivhosszat a megadott hatarok kozott!

4.259. y=12% 1<zx<4 4.264. x =5cos(t);y = bsin(t); 0<t< g
4.260. y = cosh(z); 0<z<3 4.265. v = a(t —sint);y = a(l —cost); 0 <
4.261. y=1In(z); 2<z<6 t<2

. 0 0 3. 3. &
4.262. y:ln(s]nx); g§x§§ 4.266. r = 5cos t,y:5S1Il t; 0§t§§
4.263. 22 +y> =25 0<x<5 4.267. x =2ty =3t 2<t<5
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Forgastestek térfogata
Szamitsa ki a kovetkez6 paraméteresen megadott fiiggvények forgastesteinek térfogatat!

4.268. x =acos(t),y = asin(t); 0<t <27
4.269. = = a(t —sint),y = a(t —cost); 0<t <27
4.270. r=¢el,y=t; 1<t<2

4.271. r = acos®t,y = asin®t; ogtgg

Forgassa meg a kovetkezd gorbéket az x tengely koriil, és hatarozza meg a keletkezo
forgasfeliiletek és a megadott intervallumok végpontjaiban az x tengelyre allitott merdleges
sikok hatarolta térrész térfogatat!

4.272.|y=¢**;, 0<2<2 4.277. P —22=1;, 0<2<3
4.273.y:%; 1<z <4 4.278. Jr+ . y=1; 1<z<A4
T
3 4.279.| y=cos’z; O0<z <7
T
4.274 yz;; 1<x <2 .
4.280.y:\/§+ ; 1<z<3
1 \/E
4.275. y=x — —; 1<z<3
v 2 42

4.276. y=1—2% —-1<z<1 4'281'¥+b_2:1; —a<z<a
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Megoldasok

17
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Hatarozatlan integralas

4.05. " .
/ / _2dx———|—C'———+C'
2
4.06. )
dx _1 xrs 33
%:/x 3da::37—|—0=§ 24+ C
4.07.
25 3
/xz(:v2—1) dx:/(x4—:z:2) dx:/x4dx— x2dx=€—§+0
4.08. 5 5
/(m2—1)2dx:/(x4—2x2—|—1)dx—%—%jo—l—C
4.09. . | ) X
/dez/(x_g—z—i-ﬁ) dx:—ﬁ—lnx—i-%#-C
4.11. 5
/(\/E+1)(x—\/5+1) dx:/<x3+1) dx=g¢ﬁ+x+c
4.14.
/ 1+ 222 p / 1+ 22 N x? i
22(1 + x2) 22(1+2%)  22%(1+ 2?)
1 1 1
_/<J?+1—|—ZL’2) dmz—;—l—arctgaﬂ—C’
4.15. 6 6 p 6
x
/5+5x2 T 5/1—|—m2 5arc gx+
4.16.
In2 1n2 dx hadtC
— | — -arc sh z
\/2—|—2x2 T2 ) Vit f
4.18.
/ COSQQC. ir — /cos2x—s%n2x I
cosx — sinx cosx — sinzx
= /(cos:ﬂ+sina:) dx =sinx — cosx + C.
2
4.19. ”%JFO.

4.20. x — Tlnz — § +C.
T
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4.21. Végezziik el az u = —x helyettesitést, ezzel dx = —du:
/e‘x da::—/e” du = —e"+C=—-e"+C.

4.22. Végezziik el az u = 4x — 5 helyettesitést. Ekkor du = 4 dx, és igy
1 1 1
/COS<4ZL’ —5)dx = Z/COSU du = Zsinu+C’ = Zsin(élx -5)+C.

Megjeqyzés: Az ilyen integrdlokat célszerd annak az dsszefiiggésnek a felhaszndldsdval

kiszamitani, hogy ha

/f(x)d:t =F(x)+C,

akkor )
/f(Ax +0b) dx = ZF(Aac +b)+ C.
Példdaul:
/cosz dr =sinx + C,
tehdt

/cos(4x —5)dr = }lsin(élx —-5)+C.

A tovdbbiakban ezt az eljardst alkalmazzuk valahdnyszor a belsd fligguény x-nek linedris

fiigguénye.
4.23.

1 2 1
/s' (W—S)d ——1[—cos<7r—3)]+C’—1cos(7r—3>+C’
mn 3 T T = 3 3 X —3 3 x
/10336:0 dr = /emlnlo_em dI:/6$(1+ln10) dr

ez(l—i—ln 10) 10%e®
— 4+ (= ——
1+1n10 1+1n10

4.24.

4.25.

+C.

Megoldas kozben azt az Osszefiiggést hasznaltuk fel, hogy a = ™9, ill. 10 = ™10,
Ezért
10° = (6ln10)z — emlnlO'

/ dx 1/ dx 1/ dx
2:_ x2:_ 2 —

4.26.

V5

1 T \/5 T
= = -vbBarctg — + C = ~arcteg — + C.
5 © 5 5 05
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B ey
—% garch<\/§x>+0——\/garch<\/§x>+0.
4.30.

/x\/l—:ﬂdx:—%/(—Qx)w/l—xde:—%/\/adu:—é u? +C =

= —% (1-22)°+C.

Az integralban u = 1 — 22 helyettesitést végeztiik el, ekkor du = —2x dz.

4.32.

x du
/ = T 2| Vi Vat+1+C

A hasznalt helyettesités: u = 2® + 1, ekkor du = 2z du.

4.33.

Ccos T du
———dex = | — =2vsinz + C.
/\/sinq: /\/a

A hasznélt helyettesités: u = sinz, ekkor du = cosx dz.

4.34. ] ]
/xsin(m2 +2) dx = E/sinu du = — 5 cos (2 +2) +C.

A hasznalt helyettesités: u = 22 + 2, ekkor du = 2x dx.

4.36.

T 1 2x 1
de = = dr = =In (4 + 22 :
/4+x2 ! 2/4+;1:2 r=gm{+al) 0

Azt latjuk, hogy 2-vel vald szorzas utan a szamlalé a nevezé derivaltja, tehat a kifejezés
integralja a nevez6 e alapu logaritmusaval egyenlé. Ezt a szabalyt jol tanuljuk meg
és az ilyen esetekben mell6zziik a helyettesitést, bar ez az el6z6ek egy specidlis esete.
(Most is alkalmazhattuk volna az u = a2 4 4 helyettesitést.)

1
/ du :/ T der=Inlhz+C
zlnx Inz

/\/ﬂ

4.37.

4.38.

dx:/\/ﬂdu: VIndz+C.

[GVIN )

1
A hasznéalt helyettesités u = Inx, ekkor du = — dx.
x
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4.39.

4.40.

4 3 2
= —%—%—%—x—ln(m—l)—i—C
Felhasznéltuk, hogy
zt zt 3 1
= — = — 14+—.
T — 2 — (.75 +rt+o+ +x—1>

4.41.

x 1 du 1 1 9
/x4+1dxzé/uz_l_l:§arctgu+C’=§arctgx +C.

A hasznalt helyettesités u = 22, ekkor du = 2z dx.

4.42.
cos T

du
P e = | ==
V1+sin’z v /\/1+u2

A hasznalt helyettesités: u = sinx, ekkor du = cos xdzx.

= arsh u + C = arsh(sinz) + C.

4.44. Tlyen esetekben az integralando fiiggvényt két fiiggvény Gsszegére (vagy kiilonbségére)
bontjuk tgy, hogy az egyik fiiggvénynél a szamléld a nevezd derivaltjanak valami kons-
tansszorosa legyen, a masik fiiggvénynél pedig a szamlalo mar csak egy konstans, melyet
az integral jel elé is kivihetiink. Tehat

Jr—1 3x 1
dl‘: —_ d:L‘:
249 24+9 x24+9

2 1 d 1
—§/ v dx——/—x—§ln(:z:2+9)——arctgvaC.

2) 2249 9) 1+ (%)2 2 3 3
8
4.45. [sin(8z)dr = —Cosé z)
4.46. [ =In |3z —5|+c.

1
4.47. [P dr = 365”7 +c.

4.48. [sin®(z)cos(x)dr = +c.

1
4.49. —o(1- *)? 4 ¢
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4.50. —In|cos(z)| + c.

4.51. 2In(vz + 1) +c.

+2\? 2 ]
/(x z ) de /(‘7”2 Az 4) e dx—__(%‘Fgﬂf-i-—f) e >+ C.
€

1 1 1 2
/xge_zz dx = 5 /x26_122x dx = 5 /ue‘“du = —§(x2 +1)e ™ +C,

4.53.

4.55.

ahol u = 2?2 helyettesitéssel du = 2xdz.

4.57.

1 1
/xsinxcosx dr = i/xsian dr = gsin2w—20082x+0.

4.59.
/ x arctg r dr = *,
N~ ———

u’ v
S . 212 2 , T
ahol a parcialis integralaskor u = %, és v' = ﬁ Igy
2 2

« = T arct 1/ 2 o= Toarct L ete a0
— —ar r — — T — —ar Xr — — —ar X .
g BT TS | T2 g ATCtE T 5 T Harcts

2
/ * d:pz/ 1— 1 dz.
1+ 22 14 22

/arctg Vr dr = Q/uarctg u du = rarctg v/xr — \/x + arctg /z + C

A hasznalt helyettesités: x = u?, ekkor dx = 2u du.

Felhasznéltuk, hogy

4.60.

4.61. Két parcialis integralést kell elvézgezni:

/ 1 -Inz da::xln3x—/ 3 In’z dr =
~— —~~ N~

:xlngx—3x1n2x+6/lnw dr == zIn® —3z1n’z + 6xlnzx — 62 + C.

4.62. v =1, v = (arcsin z)? valsztassal egy parcialis integralast végz"unk, ekkor

, 2arcsinw

u=x v =
V1—22’
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és ezért

/(arcsin 7)? dr = z(arcsin z)? arcsin zdr = *

x
o =
/ V1—2?
Ujabb parcialis integralast végziink

u = arcsin z, v =

valasztassal, ekkor
* = z(arcsinx)? + 2v/1 — 22 - arcsinw — 2 / drx =

= z(arcsin)* 4+ 2v1 — 22 - arcsinz — 2z + C.

4.63. Ktféleképpen végezzink parcialis integraldst:

. 1 3 .
/ e cos 2z dr = —e* sin 2w — = /e“ sin 2x dx (4.1)
\/\7—/ 2 2
ahol
u' =36 w= 3 sin 2z:.
Masrészt 1 9
/ e cos2x dr = —e* cos2x + = / e** sin 27 dx (4.2)
ahol
u= - v = —2sin 2z.

Szorozzuk meg (4.1)-et néggyel, (4.2)-t pedig kilenccel és vonjuk ossze az igy adodo
kifejezések jobb illetve baloldalat.

4 / e cos 2z dr = 23 sin 22 — 6 / e sin 22 dx
9 / e cos 2z dr = 3e>* cos 2x + 6 / e sin 22 dx

13 / e cos 2z dx = 23 sin 22 + 3e* cos 2x + C

Végiil 13-al val6 osztas utan nyerjiik, hogy:

1
/631 cos2x dx = 1—363“(2 sin 2z + 3 cos 2x) + C.

/earcsmx dr = /e“ cosu du,

4.64.
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4.65.

ahol arcsinz = wu, azaz ©* = sinu helyettesitéssel dz = cosu du Igy olyan alakra
jutottunk, melyet parcidlisan lehet integralni, éppen az eléz6 példaban is bemutatott
modszerrel. A parcidlis integralast elvégezve adodik, hogy

1
/eu cos udu = §eu(sinu + cosu) + C,

tehat

. 1 . —
/earcsmzdx — § earcsmm(x _"_ 1 _ I2 _l’_ O)

Ha a méasodfoki nevez§ji tortfiiggvény nevezGje tényezdk szorzataként irhato fel, akkor
a tort linedris nevez§ji tortek Gsszegére bonthato.

Annak érdekében, hogy ezt a felbontast elvégezhessiik a nevezdt egyenlévé tessziik 0-val
és megoldjuk az igy nyert egyenletet, mert ennek az egyenletnek a gyoktényezdéi lesznek
a szorzat alakban felirt nevezd tényezdi. Az 22 — 7o + 12 = 0 egyenlet gyokei: z; = 3,
To =4, azaz

- Tr+12=(x—-3)-(z —4)

Most mar ismerjiik a keresett linearis tort-fliggvények nevezgit, meghatarozandok még
a szamlalok, melyek linearis nevezd esetén konstansok lesznek.
Jeloljiik ezeket A-val és B-vel, akkor

x—2 A B A(x —4)+ B(z — 3)

1}2—7SL’+12:QZ—3+Q3—4E (x —3)(z —4)

Azonossagot irtunk, mert olyan A és B értéket keresiink, melyek mellett az egyenléség
minden z-re fennall. Mivel a nevez&k azonosan egyenlék az azonossagnak a szamlélokra

is fenn kell allni, azaz
r—2=A(xr —4)+ B(z - 3).

Az azonossag nyilvan fennall, ha az x-es tagok egyiitthatoja mind a két oldalon egyenld
ugyanugy, mint a konstansok. Ez azonban két egyenletet szolgaltat, melyekbdl A és B
4A+4B=4
o ABel . . ,
kiszamithato. AA3D-9 -4A-3B=-2 A kapott B értéket behelyettesitve
I B=2

pld. az els6 egyenletbe A = —1 adodik, tehét

x—2 B 1 N 2
2—Tr+12  x—3 ax—4

Ezért az integral

T —2 1 2
Ty = - dr = —In(z — 2n(z — 4 _
/x2—7x—|—12 . /( $—3+m—4> x n(x —3)+2In(z —4) +C

(x —4)?
x—3 "

=lInc (C' = In ¢ bevezetésével)
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Az 22+ 4248 = 0 egyenletnek nincsenek valos gyokei, tehat 22 4 42 48 nem bonthato
tényezGk szorzatara.

Bontsuk fel a tortet két tort osszegére, melynek nevezéje kozos (a régi nevezs), az egyik
szamlaloja a nevezd derivaltjanak valami konstansszorosa, a mésiké pedig konstans. A
nevezd derivaltja 2z + 4, tehat a szamlalokat a kdvetkezs alakban keressiik

a2z +4) és [
a és [ értékét a kovetkezd feltételekbdl hatarozhatjuk meg:
a2e +4)+ =3z —2.
Most is két egyenletet irhatunk fel, melyekbdl o és 3 meghatarozhato.
200 = 3, da+ = -2,

ezekbdl 3
a=2, B

gy az integralt két integral Gsszegére bontottuk:

3r — 2 3 20 +4 dx
—dr == | ———dr -8 | ——.
2+ 4x+8 2) x?+4x+8 2 +4xr+8
Az els6 integral eredménye ismert, hiszen a szamlalo a nevezé derivaltja. A masodikat
pedig teljes négyzetté vald atalakitassal vezetjiik vissza ismert feladatra.

1 1 1

2244z +8 <£L‘+2)2+4_4|:(m+2)2+1]

1
ezért p ) J . 49
x / x x
- =—- | ———— = “2arctg —— +C
2 2\ 2
/:c Tars ) (mrPig i >
Tehé&t a megoldas:

3x — 2 3 T+ 2
—— = dx=-In(z*+4 —4 —
/x2+4x+8dx 211(3: + 4z + 8) — darctg 5 +C

2’ +at 4+ -8
3 — 4x
szamlaloja magasabb fokd mint a nevez&je, ezért felbonthato egy polinom és egy valodi
tort Osszegeére.
($5+:v4—8) : (173—4x) =2 4+r4+4

—(2° — 423)

xt + 423 — 8
—(z* — 42?)
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A3 + 422 — 8
—(42% — 16z)
42? + 162 — 8 A polinom osztas eredménye:
2+t -8 2, +4+4x2+16x—8
3 — 4x 3 —4x
tehat o 48 42% + 16 8
T+ — 9 xz° + 1bx —

Az els§ integral kiszamitasa nem okoz gondot, ahhoz azonban, hogy a masodikat meg-
hatarozzuk, a tortet részlettortek osszegére kell bontanunk.

A nevez6t most minden kiilonosebb szamitas nélkiil fel tudjuk irni szorzat alakjaban

1 —dr = x(2? —4) = 2(x +2)(z — 2),

tehat
4x2+16x—8_A B ¢
x3 — 4w T x+2+x—2_
A(x? — 4) + B(2? — 2x) + C(2* + 2x2)
N 3 — 4a '

Ennek alapjan felirhatjuk az egyenletrendszert, melybdél A, B és C' kiszamithato:
A4+ B+C=4 —-2B+4+2C =16 —4A= -8,

és innen

A=2 ~ B=-3, (=5

Megjegyezziik, hogy ilyen esetekben, amikor a gyokok mind kiilonbozGek, altalaban
gyorsabban kapjuk az ismeretlen A, B, C értékeket, ha a szamlalok egyenlGségét kifejezd
egyenletben x helyére a gyokoket helyettesitjiik.

Példankban az
42 + 167 — 8 = A(2® — 4) + B(2* — 22) + C(a* + 22)

kifejezésben x helyébe zérust irva azonnal nyerjiik, hogy —8 = —4A azaz A = 2. x = 2-
nél 40 = 8C', innen C' = 5. Végiil z = —2-nél —24 = 8B, azaz B = —3, tehat

/4x2+16x—8dx_/ g_ 3 N 5 dr —
3 — dx N r x+2 x-—2 -

=2lnz —3In(z+2)+5n(x —2) + C.

A keresett megoldas:

5 4_8 3 2 2 _25
/de:x—jo——l—llx—Hnm—i-C.

3 —4x 3 2 (x+2)3
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4.68. Konnyen meggydzédhetiink rola, hogy a nevezé négy kiilonb6z6 tényezé szorzatara
bonthaté. Ezutan a feladat az el6z6hoz hasonldéan oldhaté meg. De munkét takaritha-
tunk meg az u = x? helyettesitéssel. Ekkor ugyanis du = 2zdx és

/ T p 1/ du 11 u—2+0
—_—aAr = — —_— = — 11l =
x4 — 322+ 2 2] w?2—-3u+2 2 wu-—1

)

1
:§lnx2_1—|—0
4.70. 4o +3 4y — 8+ 11 4 11
xr + r—38+
T = [ 2T g = dr =
/<x—2>3 ! / w—2p ”(w—z>2+<x—2>3 !
4 11
__x—2_2(x—2)2+0
4.71.

2® — 62° + 1lx — 5
kifejezést  — 2 polinomjaként felirva (pld. eldallitjuk az
Tog =2
helyhez tartozo Taylor polinomjat, lasd, 401. példat).
262+ 1lx—5=(r—2°—-(z—-2)+1

adodik, azaz

3 G2 _ _ 93 _ (g —
/a: 6z + 11z 5dx:/(x 2)° — (z 2)+1d:v:

(2 @2
1 1 1
:/(x—2‘<x—2>3+<x—2>4) =
=In(x —2) + ! ! +C

2z —2)2  3(z—2)3
(Természetesen tgy is eljarhattunk volna, hogy a részlettortekre bontast a tobbszoros

gyokoknek megfelelGen végeztiik volna el

23 —6224+11lx—5 A B C d

@—2¢ z-2 (w—22 @-28 (@w-2)

alapjan).

4.72. To6bbszoros gyokok esetén a gyoktényezd a multiplicitasnak megfelel6 szamossaggal
szerepel a nevezGben az egytdl a multiplicitisnak megfelel hatvanyig. Elséfoka gyok-
tényezl esetén a szamlalo konstans.

x3—2x2+4_A B+C’+ d n e
B —2)2 x 22 2 -2 (v-—2)%
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Ugyanis ebben a példaban a 0 haromszoros, 2 pedig kétszeres gyok.
=2+ 4=

= A(z* — 42° + 42?) + B(2® — 42* + 42) + C(2® — 4o + 4) + d(z* — 22%) + ea®

A+d=0 )
“AA+B—-2d+e=1
4A—4B+C = -2 b =
4B —4C =0
40 =4 )

Egyenletrendszerbdl

4.73. . .
dx 1 0 b b) 1 1 z—1
= —— 4= =—+-1 C
/x4—x2 /< 22 -1 x—i—l) T 2nx+1+
4.74.
1 1 A B C D FEx+F

- N +:E3+x4 221

26+t 2i(a24+1) 1 a2

Masodfoku gyoktényezs esetén a szamlalo elséfoki!
1= A(2® +2°) + B(z* +2°) + C(2® + ) + d(2* + 1) + Ex° + Fa*

azonossaghol irhato fel az egyenletrendszer, melybsl A, B, C, D, E és F meghataroz-

hato.
A+e=0
B+F=0
A+C =0
B+d=0
C=0 A=0 e=0
d=1 B=-1 F=1
Tehat

/ dx / 0 1+O+1+ 1 d 1 1 n ; L
— - — J— Xr=—— —-= T X
r x?2 3 xt x24+1 x 33 arc e



4.75.

r o x A Bx+C
x3—1—(x—1)(x2+x—|—1)—x—1+x2+x+1—
A@®*+2+1)+B(z*—2)+C(x - 1)

N x3—1
L B—-fa_c—y

A+B=0 A:§A—B+C:1 3

/ T d /1 1 n —r+1 de
x: — oy
3\ex—1 224z2+1
1 1 1 3
:_/ _ Tt + 2 dx =
r—1 224+24+1 224+2+1
1 1 1 r+1
= —In(x—1)— =In(z®> + 2 + 1) + —arct +C
SIn(e = 1) - < In )+ garetg =

6

4.76. 2 2
/ dx:/(1+x2 (1—:1:2)dx:/(1+x)(1—x)(1+x2)

1.1 1
—lnﬂ+—arctgm+0

4 11—z 2
A B Cx+d

4.77. .
= + +

(x+1)2(224+1) x+1 (z+1)2 2241

alapjan végezziik a részlettortekre bontast és nyerjiik:

1 x

/(x+ 1;21;(22“) - / (2(:51—1—1) @t 2(x2+1>) dr =

1 1 1
— L ——— |
21n(:1c+1) de+1) 4 n(z* +1)C

4.78. A nevezd tényezGkre bontasat a kovetkezdképpen végezhetjiik el:

T+at =142 +2' —20% = (1+2%)° = 2% = (1+2%)° — (V2 2)°

=(1+2*+V22)(1+2*—V22)

A rész tortekre vald bontas vazlata
1 Az + B Cr+d

= +
I+a*  24V20+1 22—V2r+1

Az eredmény:
1 2 2 1 1 2
V2o arctg\/_—:g—FC'
x

dx
= In +
/1+5E4 4\/§ x2+\/§x+1 2\/§ 1-—

29

Wl
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4.79. A feladat elsé pillanatra azonos jellegii az el6zével. Meg is oldhato annak alapjéan,

de gondosabb vizsgalat utan kideriil, hogy speciélis tulajdonsagai figyelembe vételével
sokkal egyszertibben is megoldhato.

z(1 — 2?) T 3
/ 14 4 dx_/1+x4d$_/1+x4d$

U:ZL'2

Az els§ integralt

helyettesitéssel hozhatjuk még egyszeriibb alakra, alapintegralra (lasd a 439. feladatot),
a masodik pedig maris integralhato, mert a szamlald a nevezd derivaltjanak a negyede.

T 3 1 , 1 A
/1+x4d$—/1+x4da::§arctgx —Zln(1+x)+0

4.80. T6bbszoros komplex gyok esetén javasolhato a tg t helyettesités.

/ dx B L dx B L dx 1 / 3 g —
(x2+9)3 729 (2 + 1)3 729 ) [(2)2 + 1]3 729 J (g%t + 1) cos?t

3
1 cosl t
243 ] cos?t
T 3
— =tgt; dr = dt
3~ BY T ot
1 A 1 14 cos?t)’ 1 1+ 2cos 2t + cos? 2t
1 1+ cos4t 1 t  sindt
= — 1+2 4+ ——)dt=— (¢ in 2t + — C =
972/(+COS + 5 ) 972(+sm +tgt 8)+
1 /3 te &1 6z +3x(9—x2) Lo
= — [ zarctg = =
072 \ 2™ 3 T 219 T 20+ 42)2
LoretgZy 2 4T ¢
—— arc tg —
648 M8 3 T 216(22 1 9) ' 36(22 1 9)?
4.81 L +
8l ———— +e
3(x—3)3
4.82. 2In|z — 5| +c.
1
4.83. §ln(m2—6x+27)+c.
1 z—3
4.84. —In(2* — 62 + 27) + ——arct + c.
3 _12
.85 m 2=



31

4.86. Paratlan kitevd esetén helyettesitéssel oldhatjuk meg a feladatot.

/0085 rdr = /0054 x - cosxdxr = /(c082 1)* cos xdr = /(1 — sin® z)? cos wdr =

2ud  ul

2 1
= /(1—u2)2du = /(1—2u2—|—u4)du = u—?+g—l—0 = sina:—gsin3x+gsin5x+0

u=sinx du = cos zdx

4.87. Paros kitevs esetén a linearizalo formula alkalmazasat javasoljuk.

. 6 . 9 \3 1—cos2z)’
sin® xdx = [ (sin”z)°dx = —5 dr =

1
= é/(l —30052x+300522x—00832x) dr =

1 1 4 1
:§/(1—3c082x+3~¥> dx—g/c0832xdx

Az els§ integralban Gjbol alkalmaztuk a linearizald formulat, igy keriilt
cos? 2

helyébe
1+ cosdx
5 .
A masodik integralban pedig mar paratlan kitevon szerepel trigonometrikus fiiggvény,

tehat az az el6z6 példa mintajara megoldhato.

Az eredmény:

1/5 3 3 1 1
/sinﬁxda:: g (—x— —sin2x + —sin4x — —sin2x+gsin32x) +C

2 2 8 2
4.88.
/sin6yc-cos?’x dw:/siHGx-coszx-cosyc dw:/siHGx-(l—siHQx)-cosxdx:
u=sinz du = cos xdx
1 1
:/u6(1—u2)du:?sin7x—§sin9x+0
4.89.
/sin4xdx:/(1—6082x)2dx:/1—2cos2x+cos4xdx:
cos? cos? cos?
1
/( - —2+cos2x)d:v—
cos? x
3 in 2
:tgm——m—l—sm T o
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4.90.

/sin3x dx:/(1—0082x)-sinxdx:_/1—u2du:/ 1 1 oy —
cost costx ut

u?  ud
U = COSZT du = —sin zdx
1 1 1 1
=——+_—=+C= - +C
u o 3ud 3cosdx  cosz

4.91. Alkalmazzuk a ¢t = tg § helyettesitést, akkor

dv e B 2 1 tgi+v2-1
sinx + cos + t+1—t V2 2 _V2-1

12 T 1542 tg

4.92. Ttt is valogathatunk a megoldasi modszerek kozott. Alkalmazhatjuk a

t=tg =
helyettesitést, akkor

d 2 1+t
/ : :/ dt =2 arth+C =In— 52
cos 1—¢? 1 —tg

m Xz
:l —_ —_
+C ntg(4+2)+0

SIS

De ugyantigy hasznalhatjuk fel a paratlan kitevGjd jellegét is.

dx CcosS T CcoST du 1+sinz
= dr = | ————dz = | —— =ln{/——— +C
CcOS T cos? x 1 —sin“zx 1 —u? 1 —sinz

Megfelelg atalakitasok utan az eredmény ugyanolyan alakra bonthato:

4.93.

4.94. Ha sinz-nek és cosx-nek csak paros kitevgji hatvanyai és tg x fordulnak els, akkor
(bar a t = tg § helyettesités akkor is alkalmazhato) elénydsebb a t = tg x helyettesités

alkalmazasa.
Al t tt 2 1
ter do = dt = [ (-t dt=——=+-In{t*+1)+C =
/gxx /1+t2 /( +1+t2) 1 2+2n( +1) + (*)
t=t tg t d —dt
=to x T = arc T =
g & 1+ 12
1 4 1 2
(x) == -tg"'r — = - tg°x — In-cosx + C

4 2
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4.95.
1 1+tg’
sinfz tglx

;- =1+ tg2x;
cos? x

Tehat
t=tgx

helyettesités esetén

dx (1+3)%- (1+2)*  dt (1+¢2)3
4 - 4 ’ 2 T dt =
sin*z - costx t 1+t t

1+ 3t2 + 3t + 6 1 3
:/ i ; i dt:/<t—4+t—2+3—l—t2)dt:

:—%—%+3t+§+0=—é~cotg3x—3.cotgq:+3.tgx+%_tg3x+c
4.96. e 1 1
/mdmzi'thJF;lntngrC
4.97. . 1
/m:ﬁ'arctg(ﬁtgaxﬂc
e cos*z +sin*z 1 1+tga 1 |
/mdx_llnm+§'81nx~cosx+c

(A linearizalo formula segitségével cos2z fiiggvényeként irhatjuk fel az integralando
fiiggvényt. Ezaltal a feladat nagymértékben egyszertisodik.)

4.99.
. 7T 1 . T . T
/sm 3x - cos <5x — 5) dx = 5/ [8111(81: - 5) + sm(§ —2z)| dx =

1 1
=1 cos(2x — g) ~ 5 cos(8x — g) +C
4.100. Nem tipus feladat, de
sinxzsin?% = 2-sin%-cos§
és . -
ia2 7 27 =1
sin 5 + cos 5

Osszefiiggések felhasznalaséval egyszerti megoldast nyeriink.

/\/1+sin:cd:c:/\/sin2§+2sing‘cosg—kcos?%da::

:/(singjtcosg)dx:lsing—2-c0sg+0
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4.101. A hiperbolikus fliggvények integralasat sok esetben, mint pl. most is a trigonometri-
kuséhoz hasonléan végezziik el. Mar most megemlitjiik azonban, hogy a hiperbolikus
fiiggvények raciondlis fliggvényeinek az integralasa mindig visszavezethets e® raciondlis
fliggvényének az integralasara. Hogy mikor melyik utat valasztjuk azt a célszertiség

donti el.
/sh2x~ch3x dr = /sh%-(l—l—sh%)ch xrdr = /u2(1+u2)du = /(u2+u4)du = (x) =
u = sh x; du = ch xdx
ud o uP 1 1
— - — _ h3 - h5
(%) 3—1—5—1—0 3 8 x+5s x4+ C
4.102.

sh’x (ch®z — 1)sh z u? —1 2
dx:/ d:v:/ du = =v/ch’z — 2vch = + C
/ vch x vch x Vu )

u=chzx du = sh zdx
4.103.
ch?z —sh?z =1

tehat irhato, hogy

da ch’z — sh’z chz shz
- ———dr= [ ( —— ——— ) dz=Inshz —Inch _
/th-chx /shx-ch;p x /<th chx) z=Inshz —Inchz+C

h
:ln—s x—i—C:ln thx+C
ch z

4.104. Az el6z6 példa alapjan nagyon egyszertien kapjuk az eredményt a kovetkezd atalakitas

dx dx x
/shm /zshgchg nthg T

De akkor sem okoz gondot a megoldas, ha sh = helyébe % kifejezést irjuk, vagy

utan:

ha sh z-el vald szorzas és osztas utan

sh z
ch? —1

integralasara alkalmazzuk az u = ch z helyettesitést.

4.105. |
ch a-chf = 3 [ch(a + ) + ch(a — B)]

Osszefiiggés alapjan
/ch:v-ch 2x - ch 3xdr =

1 1 1 1 1
:Z/(ch6x+ch4a:—|—ch 2a:+1)dx:ﬂsh69:—l—ﬁsh4a:+§sh 2;1:+Z:U—|—C
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4.106.
e w?  du U 1
/e$+1dx:/u+1~?:/u+1du:/(1—u+1)du:u—ln(u+l)+C:(*)
1
u=e" z=1Inu dr = —du
U
() =e"—In(e"+ 1)+ C
4.107.

6 6 2 2 e’ —3
= [ — = —— =21
/em_gda: /(u—B)udu /( u+u—3>du n " +C

1
ef =u z=1Inu dr = —du
U

4.108. A parcidlis integralas alkalmazhaté, de a megoldas ilyen modon sokkal hosszabb,
mintha sh 3z-et e®-el fejezziik ki, ezért ezt a megoldast ajanljuk hasonlo esetekben is.

3z _ =3z dr _ 2z 1 1
/ex-sthdx:/ex-%dx:/%dxzée4x+ze_2x+C’

=5 9 2 2 [P

u=V3r+5; 345 =1u*; T =

(%) (3x+5)3—1—90\/3x+5+0:22—7\/3x+5~(3x—10)+0

T o7
4.111.

f2ut+1 241
/($2—3x+2)-\/2x—1dx:/<u+4u+ _3‘u;— +2)u-udu:(*)

u=+V2xr—1; u?=2x—1; T =

dr = udu

1 1 T4ud
(*):Z/(u6—4u4+3u2)du:1(u——i%—u?’) +C =

= V@ 1P+ 1P+ O
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4.112. A feladatot kisebb lépésekben kétszeri helyettesitéssel is megoldhatjuk. Elébb e* = ¢,
majd pedig u = v/t + 1 helyettesitést alkalmazva racionalis tortfiiggvény integralasara
vezetjlik vissza.

/ dx _/ dt _/ 2u du—2/ du B
Vee+r1l Jevirl ) @—=Du ) -1

1+u

=—-2arthu+C=—-1In +C =
1—u
1
t=e"; r=Int; dxz;dt; u=+vt+1; t=u*—1;: dt = 2udu
1-— 1—+ver+1
i o—m——YC ¢
14+u 1++Ver+1

Természetesen rovidebb lesz a megoldas (és azért altalaban igy is jarunk el), ha a két
helyettesitést Gsszevonva egy megfelel§ helyettesitést alkalmazunk.

/ dx _/ 2u du—2/ du
Vee+1 ) uwr-1) u? —1

(A folytatas azonos.)

2u
u?z —1

du

e*+1=u e’ =ut -1 r = In(u?® — 1) dx =

4.113.

/ W Gudu —
1+\/_ T+ 0T

= ub dz = 6u’du u = /.
A gyokkitevik legkisebb kozos tobbszorose lesz a helyettesitendd kifejezés gyokkitevije.

9 1
6/ ! du:6/ (u6—u3+1—m> du = va x7—%v6 2446z —2In(Yz+1)+
u

ud +1

—l—ln(W—%—l—l)—Z\/garctgm—_l \/_——\/_—1—6\/_ In /22 — ST+ 1

V3 In Va2 +29z+1
297 — 1
—2v/3arctg Y~ 4+ ('
SV

4.114.

/ T /u2+u /ufldu:4/<u_1+uil)du:
Vi \/_

2u? —4u+4In(u+ 1)+ C =
x=ut dx = 4udu

=2z — 4z +4ln(vz+ 1)+ C
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4.115.

1—x dx 4u? 1+ u? u?
A - du = —4 du =
/ l+z =z /(1—|—u2)2 1— w2 /( — "

_/ 1 B 1 +0-u—|—2 du = (+)
N u—1 u+1 u2 + 1 v=

11—z 1—2 9 1—u? —4u

— — 2 - dr = ————d
T+z l+z BT v (1+u2)2u
-1
(*)zln(u—1)—ln(u+1)—|—2arctgu+(]:lnu 1+2arctgu+C:
u
1
T 1-— l—2—-+v1 11—
zln—1+ + 2 arc tg L —ln\/ v +x+2arctg x+C
Ls 4 Vi+a Vi—z++V1+x +

4.116. 2% = t helyettesitéssel a gyokjel alatt mar linearis kifejezés lesz, tehat igy sikeriilt a
feladatot az el6zGkben targyalt tipusra visszavezetni. Az eljaras azért alkalmazhatd a
jelen esetben, mert a szamlaloban z3dz 4ll, ami igy irhato 22 - wdz. Itt 22 helyébe ¢,

1
xdx helyébe pedig §dt irhato.
Gyakorlasképpen oldjuk meg a feladatot ilyen bontasban is. Tekintettel azonban arra,

hogy az igy nyert integralt egy tjabb helyettesitéssel racionalizaljuk, joggal meriil fel az
az igény, hogy lehetéleg egyetlen helyettesitéssel oldjuk meg a feladatot. Ez lehetséges

[t =i [ = [ (- J5) -
1+ 222 1 + 222 “Ts) T8 N -
-1
1422 =u du = 4xdx x2:u2
1/2 1 1
25(5@—2\/ﬂ)+ 12\/1+2x2 (1+2x2—3)+C':6\/1+2x2-(x2—1)+0
4.117. . ; X
/ - :/ - =—arsh Bz —1)+C
V922 — 62 + 2 V(@Bzr—-1)2+1 3
4.118.

dx

/Jl%c—xw:/\/—(%ﬂ—xmx—i—m:/\/—[(3x—2)2—4+2]:

2 3r —2 3 — 2
iarcsin v +C:§arcsin :B

1
NCRE V2

+C

>
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4.119.

| == o

2
A gyokjel alatti kifejezés az x = — hely kivételével (amikor is 0) mindeniitt negativ,
ezért belGle négyzetgyok nem vonhatd. Az integrédlando fiiggvény tehat sehol nincs

értelmezve (még az x = 3 helyen sem, mert ott a nevezs 0).

4.120.

/\/mdx:/mdx:/\/l—[(x—l)2—l]dx:

dx—

- [V = va. /\/1_
\/_/m\/ﬁcosudu—Q /cosu cosudu =

T =sinu ; \/§smu+1 dz = V2 cos udu

\/5

1 2 1
:2~/cos2udu:2-/$du:u+§sin2u+C’

A visszahelyettesitéshez egyrészt

kifejezésbdl felirjuk, hogy
z—1

Ve

masrészt sin 2u-t kifejezziik sin u-val, mert sinu helyébe

u = arcsin

irhato

V2
1 . ) ) )
§sm2u:smu-cosu:smu- vV1—sin“u=

r—1 (x—l)Q_x—l 2 —2xr+1
V2 V2 V2 2
tehéat . .
1+2x—x2dx:arcsinx_ +x— 1422 —224+C
/v AT
4.121.

/mdx—\/_/\/ —r+4 = dm—\/_/\/x—— —dx—



4.122.

4.123.

4.124.

4.125.

4.126.

4.127.

/J(@x -

V3

)+ qe= s [ v
sht+ /3

2\/§$—\/§:sht;

1 v

1 (sh 2t

Tr =

2V/3

1
; dr = —— - ch tdt
23

1 1 1 ch 2t + 1
— .chtdt = —— [ ch?tdt = / dt
V3 44/3 / 44/3 2

+t) +O:L<sht-\/1+sh2t+t>+0:
8v/3

8v3 2

1

8v3

1

) 8v/3
:2x51m+$

[\/§(2x—1)\/1+3(2x—1)2+arsh \/§~(2x—1)] +C =
(2 x—l)\/12a:2—12m+4+iarsh\/_ 2z —-1)+C=

arsh V3. (22— 1)+ C

3 1
/\/a:2+6:c—|—10d:1::i\/x2+6x+10—|—§arsh (x+3)+C

1
/\/3—:62 dx:g\/B—xQ—f—éarcsini—i—C

/ dx
Va2 —4x 4+ 40

dx

V322 4+ 122 + 30

/\/2x2+8$—|— dx—

/

2 4rx+1

V4 +x — 22

r = —

+2 3 2
—— V222 +8x +5— —— arch \/j$+2
2v/2 3( )

31

arc sin

_ L
v

2 — 1

V3

-2
:arshx——i-C’

6

T+ 2

\/_—i-C

arsh

V17T

2 7
- x4+ Vd+z—a2+C

+C
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Improprius integralok

/;dm:ﬂ& 22 Jm =)= i gomegat o
2 2 2

1 “1
/ — dr = lim — dr = lim (Inw —In1).
1

Xz w—oo J1 T w—00

Mivel lim,, .o Inw = oo, ezért a fenti integral divergens.

4.203.
s
2
4.204.
o .
4.205.
4
3
4.206.
9610
4.207. Divergens.
4.208.
08 1
36
4.210.
2
4.211.
V2.
4.212.
1.
4.213.

! 1 . ! 1 . 1—¢
dr = lim de =lim [—In(1 — 2)],”" =
o1 1

— X e—0 c — X e—0

=lim(—Ine+1Inl,

e—0

tehat divergens.
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1 1 X 1—¢
/0 — x—lli% \/_ leli%[—%/l—xo =
= 1111(1)(—2\/E—|— 2) =2.

1

L Y A 1

dr = lim dxr =lim | = In(2z — 1) =
1 2x—1 e=0 J1, 2z —1 e—0 | 2 1.
2 2 2

=lim(zIne — -In1),

e—0"2 2
tehat divergens.
4.216.
1.
4.217.
! 1
/ B
1V 1-— [E2
4.218.
s
5"
4.219.
2v11
3
4.220.
T



