I1. rész

Valo6s fuggvények






Feladatok



3.1. Ertelmezési tartomany

Hatarozza meg a kévetkezd fiiggvények értelmezési tartomanyat!

y:\/1+x+\/1—x

3.2. 3.3. 9 — 3
y=v3—2z y=x+2
3.4. 3.5.
a1 3.5,
Y= 23, y = In(2® — 3z + 2)
3.7
bx — x? . 3—2x
y=14/In 1 = arcsin
3.8.
y = 2arccos V9 — z?
3.9. 3.10.
| 2?2 —2x — 15
—1In _
4 22 — 10z + 16 y=Ihnhz

3.2. Hatarérték

Hatarozza meg a kovetkez6 fliggvények hatarértékét az adott pontban!

3.11. 3.12. 1
32 1 .
i:rr%(x —x+1) 31613% = keN  rogzitett.
3.13. 5 ) 3.14.
lim 37 4 232?14

e—2 3 — 202 + 1 — 2 igm

3.15. , , 3.16.
lim;_—&r po @% 4 30— 10
e—2 1% — 4x + 4 xl—>2 2 —x—2
3.17. o 3.18.
i % 3% 2t —6z+38
2—0 25 4 23 4 222 1

im ——
a—4 12 — 5 +4



3.19.

3.21.

3.23.

3.27.

3.30.

3.33.

3.35.

3.37.

3.38.

3.39.

3.40.

5 3.20.
L R
xﬂ%6l‘2—5l‘+1 z—1 I3+$_2
3.22.
" —1 1 3
: |
tm L ez ti (2 - =)
3.24.
i ! 4 Y1 1
im — N —
=0 \x—1 23—1 lim R
x—0 X
3.26.
i LT VE YT +z-1
im lim
e——11+4 \5/E z—0 €T
3.28.
)
lim V5 V64
z—00 /3 — Q2 lim —
z—oo V27 41963 —
, Vi+tr+a22-1
P T
. V3+ao+ 22— 9 — 21+ 22
lim
T2 2 — 3z +2
3.32.

2 T+z—VI+ta2
limu} lim\/ to-Vita
x—1 €r — 1 z—0 \/]_—f——l’ — ].

3.34.
lm Va2 +1—2z lim Va2 +1— Va2 —1
3.36.

limx(\/as2+1—x> lim z2+1-1
700 70 /22 + 16 — 4

oV +1-1
lim ————

r—0 ,1'2

oVl +1 -1 —22
lim
z—0 x + 22

5%

lim
=1 \/14+2—+1—x

o Vr—1-2
lim ——

z—5 r—2>5



3.41.

3.42.

3.44.

3.45.

3.46.

3.48.

3.50.

3.52.

3.54.

3.55.

3.56.

3.58.

3.60.

lim
rx——1 \B/F — \3/ —T
Vi1 3.43.
. I‘ - i
}CLH% s lim sin(5x)
z—0 X
lim sm(mx)’ n. meN
z—0 nx
lim 51'n ax’ a,beR, b # 0
z—0 sin bx
. 3.47.
sin(2z) :
z—0 tg (55) ilin s (x)
3.49.
L lim 7
m - z—0  sin“x
3.51.
| 1 1 ¢ .
im -— _
z—0 \sinx tgx lim 8 (¢) — sin(x)
z—0 3
. 3.53.
hml—i—s%nx—cosx . 1—+/cosz3
z—01 —sinz — cosx ilg(l) 1 —cosx
lim tg 2ztg (z — I)
T—7 4
. 2sin’x +sinz — 1
lim —— ;
a—% 2sin“x — 3sinx + 1
- 3.57.
B 2
20 tg 3z — sin®
3.59.
n (< 5)
sin (x — —
. 2sinx — sin2x lirr}r V3 :
916111(1) p ¢ 5 - cos(z)
3.61.

an(®) ()

P cos(x) 7=0 sin(z)




3.62.

3.64.

3.66.

3.3.

Y 3.63.
(3: + 1)
lim
z—oo \ x — 1
3.65.
(Q:U + 1)1
lim
z—oo \ T — 1
3.67.

Inverz fliggvény

Hatarozza meg a kovetkezd fliggvények inverz fliggvényét!

3.68.

3.70.

3.72.

3.74.

3.76.

3.4.

Rajzolja meg a kovetkezd fiiggvények gorbéit!

3.78.

3.69.
y=1-2x
3.71.
y=a>+1
3.73.
y=vaz+1
3.75.
y=v3—=x
3.77.
T N x? 1
Y=oV

Filiggvény abrazolas

3.79.

y=1+uw

B 1
y_l—:v
y=va2—16

xy —2x4+y—3=0

_1—\/1+4x
I s




3.80.

3.82.

3.84.

3.86.

3.88.

3.90.

3.92.

y = arccos(cos(x))

<1)
y = arctan ( —
T

Mivel egyenls?

3.93.

3.95.

3.97.

3.99.

3.101.

3.103.

ch (2z),

sin <arcsin($))

sin <2 arCCOS(I))

1 :
Cos (5 arcsm(:c))

sh (2)

arch(5)

ha sh (z) = 1.

3.81.

3.83.

3.85.

3.87.

3.89.

3.91.

3.94.

3.96.

3.98.

3.100.

3.102.

3.104.

z—1
=4
Yy r+1
1
y=er

y = arcsin(sin(z))

y = arctan(tg (7))

sin (arCCOS(iE ))
tg <arCCOS(I)>

sin <arctg (2, 4)>
ch (3)
arsh(4)

arth(_07 6)



3.5. Egyvaltozos fiiggvény differencialasa

Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények derivaltjat!

3.105. f(z) =4x3 — a2 +7 3.106. f(z)=a*+22? 43z —2
3.107. f(x) = (23 — 3)sinx 3.108. _ 3
1@ = T = o
3 :
3.109. f(x) = z+3 f(z) =sin’z
(2 4+ 2+ 1)cosx
3.111. f(x) = sinz? 3.112. f(x) =tg
3.113. f(x) =cos'z 3.114. f(x) = sin(z* — bz + 8)
1 1
3.115. f(z) = (2* — 62 +1)% - tg - 3.116. f(z) =sin : j;
4 4y 2.2
3117, f(x) = —50 3.118. f(z) = tg %
2+sin”x
g L4 a? 3.120. f(z) =2°
3.119. = 3 : ’
fla) = sin(550)
3.121. f(z) = 10%07° 3.122. f(z) =lgz
3.123. f(z) =e* 3.124. f(x) = o"*
3.125. f(z) =lgsindx 3.126. f(z) =+/z
3.127.] f(z) = \/2\/2VT 3.128. f(x) = Vsina?
3.129. f(z) =1+ 22 Fz) = 21 1
x J—
1 = z—1
3.131. f(z) = / +2tg 3z 3.132. f(z)=e
x4 —1
pu— 1 2 1
3.133. f(z) = /Ig(1 + sin® 22) 3.134. f(x) — tg ;ff 1
3.135. f(x) =sh [z® —In(z + 7)] 3.136. f(x) = arth (1 —z?)
I+ .2
— 3.138. = —
3.137. f(2) = /1 f(x) = arcsin ~
3.139. f(x) = 2°arcsine 3.140. f(x) = arcsiny/1 — x?
3.141. f(z) = arctg 21 f(z) =arch v +1

X
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3.143.| f(z) = errth @ 3.144. f(z) = V2 — ¥z
2
—z—1
3.145. f(z)= 1~
COST

Implicit médon megadott fiiggvények derivalasa

3.146. 2% +y* =12

3147, ST Y 3.148. 2° + 3> — 3azy = 0
COSY  COST

3.149. (z —1)cosy + cos2y =0 3.150.| y* =¥

3.151. f(z) =z + arctg f(z) 3.152.] f(z) = (1 +2)0—)

3.6. Taylor polinom

Irja fel az alabbi fiiggvények z, helyhez tartozé Taylor polinomjat!

3.153.
flx)=Inz, zo=-e, Ty(x)="
3.154.
fla)=¢" wo=2, Ty(x)="
3.155. T
3.156. T
f(q;) =sinx, 9= 1 T3<x) =7
3.157. 1
flx) = Esini’)x, xo =1, Ty(x)="
3.158.
f(x)=2® =62+ 1la —5, x9=2, Ty(z)=?
3.159.
flx)=2+2" 32+ 725 29=1, Ty(w)=?
3.160.

flz) = 25—zt — 223 + 322 + 40 + 10, x =1, Ty(x) =7



Irja fel az alabbi fiiggvények x, = 0 helyhez tartozé Taylor polinomjat!

3.161.
f(z)=e**, Ty(x)="
3.162. )
flz) = 3 sin3z, Ty(x) =7
3.163.

f(z) =cos2x, T5(x)="

f(x) = arctg z, T3(z) ="

3.165.
flz)=In(l+z), T,(z)="

3.166.
fa) = (14+2)%, Tu(x) =7

3.167.| Mekkora hibat kiovetiink el, ha az y = sinz fiiggvény értékét a [0, 1] intervallumon a

x> axb

T5(x):x—§+a

Taylor polinommal kozelitjiik?

3.168. | Hatarozzuk meg e értékét két tizedesjegy pontossaggal Taylor polinom segitségével!

3.7. Differencidlszamitas alkalmazasai

Hatarérték meghatarozasa L’Hospital szaballyal

' tgw—1 3
3.169.] lim S137 3.170. Jiy 8%~ 1+ cos3e
r—0 tg 537 2—0 T — -7
tg z — 1 v
3.171. lim ==— 3.172. lim —
z—Z sindx o ein g

4

T _ —x
3173, lim & — ¢ —2% 3.174. lim 22— %
z—0 2 —SsInx

z—0 x —sinz

— si 2 )
3.175. lim —— 0 3.176. lim UL+ 7) —sinCe
x—>06I_1_:L._7 z—0 1—e=

11
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COS T

iz — 1
3.177. lim et — %€ 3.178.] lim —— "

z—01 —sinz — cosx z—0 Ilnsin x

3.179. lim ljf 3.180.] lim aj-sin%
z—00 I T—00

3.181. lim « (e 1) 3.182. lim (i ! )
x x

L0 -0\ 2?2  sin

1 . . tg o
3.183. liII(l) <ctg x — —> 3.184. :}g% (sinz)
Tr— €T

2

3.185. lirr(l) (arc sinxz)'®” 3.186. lim (tg z)** "
xr— x—»%
1 tg x
3.187. lim (—)
z—0 \

Sikgorbék érintdje és normalisa

3.188.| Hatarozzuk meg az y = 3x — 22 parabola x = 1 abszcissziji pontjahoz hiizott érintGjének
az egyenletét!

3.189.| Hol metszi az y = Inx gérbe x = e abszcisszaji pontjahoz huzott érintGje az = tengelyt?

3.190. | Meghatarozando az y = tg x gorbének az a pontja, amely ponthoz tartozé érinté parhuz-
amos az y; = 2x — 5 egyenessel!

3.191. Meghatarozandok az y = 2° — 62 + 1526 gorbének azok a pontjai, melyekben az érintd
parhuzamos az y; = 6(x — 7) egyenessel!

3.192. Bizonyitsuk be, hogy az xy = a? gdérbe barmely pontjahoz hizott érintéje és a koordinata
tengelyek altal alkotott haromszog teriilete fiiggetlen az érintési ponttol!

3.193. | Irjuk fel az y = tg x gorbe x = 7 abszcisszaju pontjahoz tartozo6 normalisénak az egyen-
letét.

3.194. | Meghatarozandok az y* — 32% — 4zy + 3 = 0 implicit alakban adott fiiggvény gorbéjének
az ¥ = 1 abszcisszaji pontjaihoz tartozo érintéinek és normalisainak egyenletei.

3.195. Keressiik meg az y = 32° — 2% + 1 gorbe azon pontjait, ahol
a.) az érint6 parhuzamos az z tengellyel
b.) az érint6 az x tengely pozitiv irAnyaval 45°-0s szoget zar be.

Egyvaltozoés fliggvények szélsGértéke

3.196. | Hatarozzuk meg az y = 23 — 12z fiiggvény szélssértékeit!
3.197.| Hatarozzuk meg az y = zhe™ fliggvény szélsGértékeit!

Hatéarozzuk meg az alabbi fiiggvények szélsGértékeit!
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3.198. f(z) =2 —92° + 150 — 3 3.199. f(z) =z + 1
3.200. f(z) =2’Inx

Hatarozzuk meg az R sugaru korbe irt legnagyobb teriiletd derékszogt négyszoget.
3.202. Hatarozzuk meg az R sugaru gombbe irt legnagyobb térfogati hengert.

3.203. Hatarozzuk meg az R sugari gémbbe irt legnagyobb térfogatu kuapot.

3.204. Hatarozzuk meg az egy literes, feliil nyitott legkisebb felszinti hengert.

3.205. Egyenld szélességii harom deszkabol csatornat készitiink. Az oldalfalak milyen hajlasszoge
mellett lesz a csatorna keresztmetszete maximélis?

3.206. Hatarozzuk meg a ,,h” alkotoju legnagyobb térfogatu kiupot.

3.207. Egy a szélességii csatornabol derékszogben kinytlik egy b szélességii csatorna. A csatornak
falai egyenes vonaliak. Hatarozzuk meg azon gerenda legnagyobb hosszat, amely az egyik
csatornabol atcsisztathatd a mésikba.

3.208. Keressiik meg az y?> = 8x parabolanak azt a pontjat, amely a (6,0) ponttol a legkisebb
tavolsagra van.

3.209. Feltételezve, hogy a g6zhajo energiafogyasztasa a sebesség harmadik hatvanyaval egyenesen
aranyos, keressiik meg a leggazdasagosabb érankénti sebességet abban az esetben, ha a hajo
c km/6ra sebességli vizsodrassal szemben halad.

3.8. Fiiggvényvizsgalat
Vizsgaljuk és abrazoljuk az f(z) = 2? - Inz fiiggvényt!

Vizsgaljuk az alabbi fiiggvényeket.

3.211. f(x) = 22° — 92% — 241 — 12 3.219. __"t
f(z) J@) =17
1 e
3.213. f(z)=a2+ — 3.214. f(z)=e
T
3.215. f(z) = il 3.216. f(x) =e"cosx
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LSS

3.1. dbra. 3.269. feladat

3.9. Szoveges szélséérték feladatok

3.269. Az A és B pontok a ill. b tavolsagra vannak a faltol. Melyik a legrovidebb ut A-bol B-be
a falat érintve?

3.270. 200 m hosszu drotkeritéssel szeretnénk maximaélis teriiletet kozrezarni, mikézben csatlako-
zunk egy mar meglevé 100 m hossza kéfalhoz. Mekkorak lesznek a kert oldalai?

FaL

3.2. dbra. 3.170. feladat

3.271. Keressiik meg a 422 +9y* = 36 elipszisnek azt a pontjat, ami a P(1,0) ponthoz legkdzelebb
illetve legtavolabb van. Ertelmezziik a kapott eredményt.

3.272. Egy derékszog alaku telek oldalai 100 m és 200 m. A sarokra épitett téglalap alapi haz
alapteriilete mikor lesz maximaélis?

HAZ

3.3. abra. 3.172. feladat
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3.273. Egy r sugaru félkorbe irhato téglalapok kiizuiil melyik teriilete maximalis? Melyik teriilete
minimalis?

Egy fapados repiil6gépen 300 iil6hely van. Csak akkor inditjak a jaratot, ha legalabb
200 iilshely foglalt. Ha 200 utas van, akkor egy jegy ara 30e Ft, és minden egyes plusz
utas esetén a jegyarak egységesen csokkennek 100 Ft-tal. Hany utas eset lesz a légitarsasag
bevétele maximalis illetve miniméalis?

3.275. Adott T teriiletii téglalapok kiiziil melyik keriilete a miniméalis?

3.276. Egy x hosszu drotbol levagunk egy darabot, négyzetet csindlunk bel6le. A maradékot kor
alaktra hajlitjuk. Mikor lesz a két alakzat Ossz-teriilete maximalis?
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Megoldasok

17
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3.1.

3.1.

Ertelmezési tartomany

Az y =+/1+ z++/1 — z azokra az x értékekre van értelmezve, melyek esetén a négyzetgyokjel
alatti kifejezések nem negativak, azaz, ha 14+x > 0és 1 —x > 0. Az értelmezési tartoméany
tehat: —1 <z < 1.

3.2. z < ; 3.3. zeR\ {2}

3.4. zeR\ {0, 3}

3.5. Csak a porzitiv szdmok logaritmusa valés érték. Ez a fiiggvény tehat értelmezve van, ha
2?2 — 3z + 2 > 0 Az egyenl6tlenséget megoldva azt nyerjiik, hogy az értelmezési tartomany:
xeR\ [1, 2]

Sr — x? Sr — x?

3.6. 0" " >0 ha =" >1 Ezért: 1<z <4

3.7. -1 <z <4, 3.8. 3<z< -8 V8<z<3.

3.9. — o< < -3, 2<x<)H 8<r<x

3.10. 1 <z < o0

3.2. Hatarérték

3.11. 3 3.12. 0

3.13. 0 3.14. 3

3.15. ©

3.16. Ha a racionélis fliggvény szamlaloja és nevezGje az x = a helyen zérus, akkor a tort (xr—a)-val
egyszertsithetd.

. 2?2 +3x—-10 . (z—2)(x+5) . x+5 2+5 7
lim —— = lim = lim - - _Z
e=2 22 —x—2 a=2(x—2)(x+1) =2=22z4+1 2+1 3

3.17 5 3.18 2

A7, 5 18. 2

3.19. 6 3.20. 0

3.21. n 3.22. —1

3.23.
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3.24. Helyettesitsiik v/1 + z-et u-val. Ekkor /1 + 2 = u és o = u® — 1.
Ha x — 0, akkor u — 1, tehat

V14 -1 oou—1 ) u—1 ) 1 1
lim —— = lim = lim =lim— = —
2—0 xT u—1 3 — 1 u—1 (u—l)(u2+u+1) u—ly2 +u+1 3

3.25. x = u' helyettesités alkalmazasaval

1+ 14W . wt—dd e’ —u+1l 5
lim = lim = lim .
e——11+r uwo-114ud  u—-1 w2 —u+1 3
3.26.l 3.27. 1
n
3.28. 0

3.29. A szamlalot és a nevezGt egyarént szorozva (\/1 +r+ax2+ 1)—el, a kifejezés értéke nem
valtozik. Viszont a szamlalobol elttinik a négyzetgyok jel, és ezt kovetSen a kifejezés egys-
zertisithets x-el. Igy az ismert (a + b)(a — b) = a® — b* sszefiiggést hasznaltuk ki.

Négyzetgyokos kifejezések esetén hasonloan szoktunk eljarni maskor is.

Vi+r+zz -1 Vid+z+a22—-1 V1i+ax+22+1

z=0 x 20 x Vitor+22+1
l+x+22-1 1+z 1

lim =
=0z (Vitz+a24+1) =014z +224+1 2

3.30. 2

3.31.
=V Vol — lim (zt —2)(VZT + 1)
-1 T —1  a=l Jr—1 o+l o1 (z—1)(22+7)
. (@ +zr+1)(Vr+1)
= lim
z—1 22+ \/x
Ebben a példaban ugyanaz a kifejezés volt a négyzetgyokjel alatt mind a két helyen, tehat

az el6z6ekben emlitett példa modjara gy is eljarhattunk volna, hogy = = u? helyettesitésé-
vel oldjuk meg a feladatot. Az itt bemutatott mddszer azonban altalanosabb esetben is

= 3.

alkalmazhato.
3.32. 1 3.33. 0
3.36. 4 3.37. >
V2
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3.40.

3.42.
3.44.
3.46.
3.48.

3.50.

3.52.

3.62.

3.64.

3.66.

3.3.

3.68.
3.69.
3.70.
3.71.

3.72.

3.73.

3.74

3.75.

3.76.

3.77.

N} 3'3 Wl Ot x| =

S N

Inverz fliggvény

3.41.

3.43.

3.45.

3.47.

3.49.

3.51.

3.53.

3.63.

3.65.

3.67.

ot NNV

= e

S NI~ N

[
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3.4. Fiiggvény abrazolas

Racionalis tortfiiggvényeknél az abrazolas el6tt hatarozzuk meg, hogy hol lesznek a goérbének a
koordinata tengelyekkel parhuzamos aszimptotéi.

Tortfiiggvénynek polusa van, ahol a nevezGje zérus. Itt van fiiggGleges aszimptota. A vizszintes
aszimptota helyét a fiiggvény végtelenben vett hatarértéke hatarozza meg

3.93. x
3.94. V1 — a?
3.95. sin(arccos z) = 2sin(arccos x) - cos(arccos x) = 2xv/1 — x?
1= 22
3.96. Y
T
14+ +v1—2?
3.07. [V
2
t 12
3.98. sin(z) = L, sin(arctg 2.4) = —
V1+tg 2w 13
2 -2
3.99. sh (2) = % = 3.627

3.100. ch (3) = 10.068
3.101. ch (27) =ch *r +sh r =1+ 2sh z = 3, hash x = 1.
3.102. arsh z = In(x + Va2 + 1), ezért arsh 4 = In(4 + v/17) = 2.094

3.103. arch = = In(z £ V2?11), ezért

arch 5=1In(5++v24) = 1n9.8999 = 2.292
= In0.101 = —2.292

1.1 1. 04
3.104. arth r = — lnﬂ, ezért arth (—0.6) = —In — = —0.693.
21—y 2716
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3.9.

3.105.

3.106.

3.107.

3.108.

3.109.

3.110.

3.111.

3.112.

3.113.

3.114.

3.115.

3.116.

3.117.

3.118.

3.119.

3.120.

3.121.

3.122.

3.123.

3.124.

3.125.

3.126.

Egyvaltozos fiiggvény differencialasa

f'(x) =122% — 22
fl(x) =42 + 42+ 3
f'(x) =32% - sinx + (2® — 3) - cosx

—3[—2z(1 — 22%) + (1 — 2?)(—6x)] _ 6z(4 — 32% — 223)

L e E (I FOE (1= 222(1 = 229"

~ 3x*(x* + x4+ 1) cosz — (2 4 3)[(22 + 1) cosz — (2% + x4 1) sin z]

f() (x2+ x4+ 1)%2cos’x

f(z) = (sinzx)(sinz) tehat f'(z) = cosx -sinx + sinz - cosxz = 2sinx cosz = sin 2z

f'(z) = cosa? - (2x)

322
/ —_—
Jw) = cos? x3
f'(z) = —4cos®x -sinz

f'(x) = (22 — 5) cos(z? — bz + 8)

Fi(@) = 6(a" — 62+ 1)° - (4 — G)rg + — L0 L)

22 cos? 1
X

l+z 1+a2*—2z(1+2) 1-—2z—2a? l+z

/ = pu—
fiz) = cosy T2 (1+22)2 T 13
flx) = —4a®sinz? - (2 + sin’ x) — 3cosa’sin’x - cosw
(2 + sin® x)2
2tg 2 4rtg 2*
!/
@) cos? x?2 cos? x?
1 2 1 2 2 th Q,T— 1+Z‘2
f'(x) = 3sin’( T ) - cos( e ) - (ztg - cos? 22
tg 2z tg 2z tg 227

f'(x)=2"-1In2

f'(z) = 10°#° . In10 - cos 2° - 32% = 3(In 10)z? - 10°**” - cos ®

o 1
f(x)_x-lnlo

fl(x) = —2ze™™

f(z) = 7% InT - cosx

4 cosdx 4
/ — D— .
F@) = Giae nio ~ 1o <84
1
f(z)

NG
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3.127. f(z) = ¥ tehat f'(z) = gx

2

, T COST
3.128. f'(z) = e
3.129. f'(z) = \/%
1 1 v
' _ . . Y
3.130. fi(z) = ——— Wl —1 2= V(@2 1)
o[l @) - 21+ kg 30
3A3L @) =\ T g se (a2 —1)%
eVl
3.132. f'(x) = i1
5,133, f/(x) = 4 sin 2x cos 2x sin d

2\/lg + sin? 22) In(10) - (1 + sin® 27) \/lg(l + sin? 22) In(10) - (1 + sin® 27)

3.134 /x—l r—1l—-z—-1 1
(3os2~/"’“"+1 r+1l (1) V(@ +1)(z —1)3 - cos? | /25

1

3.135. f'(x) =ch [2° —In(x + 7)] - (32* — . 7)
3.136. f'(z) = 2
) ) 23— 2
3.137. f'(x) = L
' ' 2ychz—shz
3.138. f(z) = ———
. ' a2 — 4
5. 25arcsinac -1n?2
3139 ['(2) =~ — "
1
3.140. f/(l’) = —ﬁ
2arctg <
3.141. f'(z) = —%
1 1 1
3.142. f'(z) =

. = -

1 1
3.143. Mivel arth (x) = 3 In (ﬂ), ezért
x
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3144, fla) = 1 (—1) !

(2= \ 3] (Vop
3.145. f'(z) = (22 — 1) cos x;ss;r;x(ﬁ —xz—1)

Implicit médon megadott fiiggvények derivalasa

x
3.146. ¢y = ——
Yy
3.147.
cosx cosy + sinx sinyy . cosx cosyy +sinx siny _ 0
cos?y cos? x N
a- f(z) —x*
3.148. f'(z) = ————
PO =Ty —w
3.149. f'(z) cos /()

- 2sin2f(x) + (z — 1) sin f(x)
3.150. Vegyiik mindkét oldal logaritmusat: zIn f(z) = f(z)Inzx.

(@)= f(2)ne+

Derivéaljuk mindkét oldalt: In f(z) +
f(z)

/@)

Innen azt kapjuk, hogy

oL 1
3.151. f(:)s)—1+—f(x)2

3.152. Mindkét oldalnak a logaritmuséit vessziik, aztdn mint implicit fliggvényt derivaljuk:
Inf(z) =(1—2)In(1l + x)
1
f(z)
1
flla) =0 +a)"

1+z

1—=x

f'@) = =In(l+2) + 1

— X

—1In(1+2))
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3.6. Taylor polinomok

3.153. A Taylor polinom képlete szerint:

7.() = £0) + L ) 4 T o o2 120

A fenti képletbeli szamitasok: f(e) =Ine =1,
fla)=2  fle)=;
o)==k =%
'@y =% e =5
V) =2, () = 8,

Igy a keresett polinom:

(x—e)® +

1 1 , 1 , 1 \
T4(x):1+g(x—e)—2—62(x—e)+@(m—e) —4—64(1‘—6).
3.154. 1 1
T4(JJ) = 62[1 + F(.I — 2) + E(ZL’ — 2)2 + g(.f — 2)3 + Z(I - 2)4]
3.155.
2 U 4 T 16 T
T(z)=1+—=(r— )+ =(z—>)+ (v — )3
3.156.
1 1 7 1 T 1 T
T3(z) = —=[1+—(z—->)— =(z— =) —=(z - ~)*
(@)= =l e = D) - e - D - 2w - D
3.157.
1 2 3 4
Ty(z) :§[sin3+36f'S3(x—1)— 5 leng(x—l)Q— 5 (;)83(3:—1)34—3 Zl'ng(:v—l)4]

3.158. Mivel az n-ed foki polinom megegyezik barmely helyen felirt n-ed foku Taylor polinomjaval,
feladatunk az f(x) fiiggvény xy = 2 helyhez tartozé harmadfoku Taylor polinomjanak felirasa.

f(x) =23 —62% + 11z — 5, f(2)=1
f(z) = 32% — 12z + 11, f(2)=-1
f2) =62 —12,  f'(2)=0

) =6, () =6

Tehat a keresett polinom:

o1 a2 S

-6+ 1lr—5= (-2 (z—-2)+1
3.159.

T(x) = 7+29(x—1)+76(x — 1) +110(x — 1)* +90(z — 1)* +
+ 39(x — 1)+ 7(x — 1)°
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3.160. T(z)=6+5(x— 1)+ (x —1)2+4(x — 1> +4(z — 1)* + (z — 1)°
2, 43,2,
3.161. Ty(x) =1+ 2x + 2z +§x +§x
1 9 81
162, Ty(x) = Ty(x) = =[x — —a® + —a°
3.16 6() 5(x) 2[93 5% —|—40$]
3.163. T5(z) = Ty(z) = 1 — 22* + Za*
3.164. f(z) = arctg x, f(0)=0
1
! !/ O — 1
f@) =i FO
2z
1" — " O :0
f (I‘) (1"'1}2)27 f ()
fm@):_2u+x%l+&%1+x% __2+mﬁ7 £7(0) = —2
(14 2%)4 (1+ 22)3
Tehat a keresett polinom:
Ty(z) 2 4 x3
r)=1r— =1’ =r— —
’ 3! 3
3.165. ) 5 .
T A
T (r) =0 — 4+ " — " 4...
() 5 + 3 1 +--+
I
(e
3.166.
a ala—1) ala—1)(a—2)
to(x) = 1+ﬂx—|— 51 7 ) 3+
N a(a—l)...(a—n+1)xn:

1+(?)x+

(3)7

) (
k=0

3.167. A felirt polinom hatodfokunak is tekinthets, ezért az elkdvetett hiba

f1©) 7| _1—cos(@lz["] _ 1 1 3
R = || = < < <5-10
Rol@)l = | =77 5040 5040 ~ 5000 ’
mert | — cos(x)| < 1 barmilyen x esetén, és a 0 < ¢ < 1 feltevés miatt || < 1. Ha tehat

a 0-tol 1 radianig (= 57, 3°)terjedd szogek sinusét az elébbi 6todfokt polinommal szamitjuk

ki, akkor a hiba 2 tizezrednél kisebb.

3.168. Az e szamot az y = e” fiiggvény x=1 helyen vett értéke adja.

A feladat most annak

megallapitasa, hanyadfoka Taylor polinom sziikséges a kivant pontossagi megkozelitéshez.

Az e® Taylor-sora:

x  x?

1+ﬂ+§+"'
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alakd. A hibara az
6(5) |x‘ (n+1)

S L4 1)
(n+1)!

<5-1073
(n+1)!

| Bn(2)] = | | =

eloirast tettiik. Irjuk még be az x helyébe az x=1 érétket, s akkor a kovetkezs becslést kapjuk:

el¢) e 3

.1073
RS CES IRNC E)

A megjelolt egyenl6tlenséget kisérletezéssel tudjuk csak megoldani. Mindenesetre vegyiik
mindkét oldal reciprokat! Ekkor az

(n+ 1)1 > 600

egyenlGtlenségre jutunk, amibdl n > 5 kdvetkezik. Mi 6todfoki Taylor polinomot vesziink,

i £L‘2 CE3 1L'4 I5

T5($):1+ﬁ+§+§+z+a

ennek értéke az r = 1 helyen

11 1 1
(1) =141+
(1) =1+ tote 3T 3 1T 345
0.5 0,5 0,5 0,1667 0,1667
— 2 7_ ) b — 2 1 ) )
+0,54+ 5+ S e = 25+ 01667+~ — + =
0,0417

= 2,667+ 0,0417 +

= 2,7084 40,0083 = 2,7167

Végeredményben az e értéke két tizedes pontossaggal:

e~ 2,71
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3.7. Differenciadlszamitas alkalmaza

in 3 3 3 3
3.169 hH(l) i1n5x = lim y = lim R cos 3z cos® hr =

z—0

5170 ; 3271 -

3.172.] 1

e ¥ —2x . 2 sinhx — 2z
3.173. hm— = lim——— =
T —sinx z—0 x —sinz
) 2COShQS
lim ——
z—0 COSZ

3.174. 2 3.175.] 1

3.176.] 0 3.177.] e -

8=

sin x

sal
3
2 coshzx — 2
lim —mM8M8M
z—0 1 —coszx
1
CcoS T

=1

= lim = lim

lim = lim

z—0 Insinx x—0

0
, . a . sin?
lim z sin — = lim —

Q
el
7}
8

s T

T—00 e T—00 >
1 1
—=0,r=—, haax — oo akkoru— 0
r n
. sinau . a cosau
lim =lim— =
z—0 u z—0 1

3.181.] 1 3.182.] —

3.183.| 0
3.184.| lim (Sinx)tg T _ lim '8 Tmsine _

jus jus
1l'—>2 LE—>2
cosT

Insin z iy sine

mert lim tg 2 x Insinxz = lim
=3 e—f Clg T a—f oo
sim- x

3.185.] 1 3.186.] 1

3.187.| 1

Az érint§ egyenlete y — y(a) = v'(a)(z — a)
Példankban a =1, y(1) =2, y'(1) =1
Az érint6 egyenlete y = (z — 1) + 2, azaz y = + 1

Az érint§ egyenlete y = —
e
Az x tengelyt ott metszi, ahol y = 0.
Ebbé6l x = 0.Az érint6 az origobn megy keresztiil.

T

z—0x COST z—0 cosx — xsinx

= hm —SIHZL‘COS(L'—O ese =1
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Az érint6 iranytangense y megegyezikaz egyenes meredekségével.

/ pu—
Y7 costz
Az x tengelyt ott metszi, ahol y = 0.

= 2. Innen cosx = j:—2, =40 + km

Ebbél x = 0. Az érinté az origobn megy keresztiil.

P (—2,1530) ; Py(2,1522) Th = 2a

A fiiggvénygorbe P pontjahoz tartozé normalisan azt az egyenest értjiik,

amely a P pontban az érintére mercGlegesen megy at.

1
A normalis meredeksége m = ——, y=—-r+ 1+ il
Yy

2 8

Keressiik meg elGszor a jelzett pontokat. Az x =1 értéket a fiiggvénybe beirva:
y* —3—4y+3=0. Innen y(y* —4) =0

Harom értéket taldlunk: y; =0, yo =2, y3 = =2

Pl(l, O), Pg(l, 2), Pg(l, —2>

—6x —4y  b6r+4dy

3y? — 4z 3y — 4{5

3
y'(Pr) = 5 Y () = 1 Yy (Ps) = vk

Eint6 egyenesek:

3 7 1
= Zr—1) y—2=—(z—1): 2= ——(z—1):
y 2(33 )y 4(;1: ) Y+ 4(56 );

A derivalt 3/ = —

~J

Normalis egyenesek:
2 4
y=3zl-1)y-2=—c(@-1); y+2=4 - 1)

3

CL)Pl(O, 1) X PQ(Q, —l)

3
b)&(H—\/i%—?; P4(1—\/§,%+\/?§)

Egyvaltozoés fiiggvények szélsGértéke

3.196. A fiiggvénynek szélsGértéke ott lehet, ahol az els6 derivalt zérus. Ha ezen a helyen az els6
el nem ting derivalt paros rendt, akkor van szélsGérték. Ha ez a derivalt az adott pontban
pozitiv, akkor minimum, ha negativ, akkor maximum van.

y=a®— 12z, y =32% — 12,y = 6a

y' =0 ha 2? =4, azaz v = £2

y"(2) = 12 > 0, minimum van y(2) = —16
y"(—2) = —12 < 0, maximum van y(—2) = 16.

3.197. y = (42° — 22%)e ™" = #*(4 — 22%)e ™™
Mivel e~*" mindeniitt pozitiv, ¥ = 0 akkor lehet, ha z; = 0 ill. x5 = V2, 23 = —V/2
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y" = (1227 — 182" 4 42%)e™*
y"(0) = 0, tehat ezt a helyet tovabb kell vizsgalni.
y'(V2) = y"(—V2) = —1—(3 < 0, tehat ezeken a helyeken a fiiggvénynek maximuma van.
Vizsgéljuk az x = 0 helygt.
" — (24 — 962° + 602> — 8z7)e*"; y”(0) = 0
yWV) = (24 — 33622 + 4922 — 17625 + 162%)e~®
y™)(0) = 24 > 0, tehat a fiiggvénynek az 2 = 0 helyen van szélsGértéke: minimuma van.
x1 = 0-nal ¥ =0

4
Ty = V2 és r3 = —V2-nél Yoz = —-

e
3.198. f(T)max =4, haz =1
f(@)min = =28, hax =5
(
)

3.199. f(T)mar = —2, haz = —1

3.200. f(Z)min=——, haz=—
e

e
2R
2R
m m
X
r
3.201. feladat 3.202. feladat

3.201. Jeloljiik a négyszog alapjat z-el, magassagat m-el, akkor a teriilet 7' = z - m.
Az abra alapjan 22 + m? = 4R?, ahonnan m = V4R? — 22, igy T = 2 - V4R? — 22.
A kapott fiiggvény maximumat kell keresniink.
Egyszeriisitést jelenthet, ha a teriiletfiiggvény helyett annak négyzetét tekintjiik. 72-nek
ugyanott van maximuma, ahol 7T-nek.
T? = 2°(4R* — 7).
A maximaélis teriileti négyszog négyzet: x =m = V2R. T = 2R2.

3.202. Legyen a henger sugara r, magassaga m.
V =r’mm

4
Vmam = \/_Rgﬂ' ha r = R\/7 m =



3.205. T' =

3.203. feladat

a

3.205. feladat

V = r gm =R?>— 22 ,m=R+x.
V= g(RQ—x JR+ )
2 2
Viaw = ;Rw ham—gR T—T‘[R
1
3.204. r=m =
3/
2a + 2x
m = (a+z)m
© = 60°.
h
m
r &
3.206. feladat 3.207. feladat

2 2 h
3.206. V0. = \/_ 7h®, har = \/;h m=—.

V3
2 2 % a
3.207. lyur = (cﬁ + b§> , ha tg a = \3/%

3.208. P(2,£4).

Egy ora alatt a hajo v-c km utat tesz meg felfelé. Ez alatt a fogyasztésa

31

3.203. Legyen a kup alapkorének a sugara r, magassaga m. Vezessiik be az abran jelzett ,x"-et.
Ezzel a kup sugara és magassiga is kifejezhetd.
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E = av3(a konstans aranyossagi tényezd). D koltséget az egy km megtételéhez felhasznalt
energiaval mérhetjiik. A hajozas akkor a leggazdasigosabb, ha egy km ut felfelé valo
megtételéhez

a legkevesebb energia sziikséges. A koltség minimumat a

K = a— koltségfiiggvény minimuma adja. A leggazdasiagosabb sebesség:
v=3c km/ h

3.8. Fiiggvényvizsgalat

A fiiggvényvizsgalat kiterjed az

e értelmezési tartomany és az értékkészlet meghatarozasara
e a fiiggvény viselkedése az értelmezési tartomany hatarain
e gyok meghatarozasa

o szélsGérték, inflexios pont meghatarozéasa

e novekvs és csokkend szakaszok

e konvex és konkav szakaszok meghatarozasa

Az f(x) = 2?Inz fiiggvény értelmezési tartomanya Dy := {x > 0}
lim, o f(x) = 00 lim, o f(z) =0

Gyoke az Inx = 0 azaz = = 1 helyen van.

fl(x) =2xInx + “;—2 =z(2lnz +1)

f'(x)=2Inz +1+ x—: =2Inz 3

f/l/(x) — 2

f(#)=0,ha2lnz+1=0akkor z = ¢~ 2 = L

(x = 0 nincs az értelmezési tartoméanyban

I (\%) = —143=2 >0, tehdt minimuma van. f (\/LE) — _i

3

" (x) :0 ha2lnx+3=0, r=¢"2

e

(x)al0<z<—> szakaszon csokken, az 75 < x < +o00 szakaszon né.

= 2e3 7é 0, itt tehat inflexios pont van.

N\O«
\_/

3 P
A O<zr<ez szakaszon konkav, az e~ 3 < 2 < 400 szakaszon alulrél konvex

f(=1) : maximum, f(4) : minimum, f (%) : inflexio.

Dy : {|z| < o0}, z =0 gyok.

fa) = % : maximum, f(—1) = —3 : minimum, 0; ++/3 : inflexios pontok.

A fiiggvény paratlan; (—oo, —1) és (1, 00) szakaszon csokken, (—1,1) szakaszon né.

(=00, —v/3) és (0, v/3) szakaszon alulrél homort, (—v/3, 0) és (v/3, +00) szakaszon alulrol
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dombor.

Aszimptotdja az x tengely.
1 1
Rp={-3<y<3}

3.213.
1
flz) =2+ . Dy :{z € R /{0}}; paratlan fiiggvény.

f(1) =2 : minimum; f(—1) = —2 maximum, inflexi6és pontja nincs.

P

—00, —1) és (1, oo) szakaszokon ng, (—1, —0) és (0, 1) szakaszokon csokken.
—o00, —1) : konkav, (0, co) konvex. R : {f(z) < -2, f(x) > 2}

Az y = x a fiiggvény aszimptotéja.

D¢ :{z e R}; f(1): maximum hely. az = £ ‘/75 helyeken inflexios pont van.

A (—o0, 0) szakaszon a fiiggvény monoton ng, a (0, +00) szakaszon monoton csokken.
A (—oo, —ﬁ> és <§, —I—oo) szakaszokon alulrol dombor, <—\/7§, \/7§> kézott homor.

2

Aszimptotaja az x tengely. R, : {0 < f(z) < 1}

D

¢ {zr e R/{—-1}}; f(0) = 0 : minimum, f(—2) = 4 : maximum, inflexi6é nincs, aszimp-

totdja az y = x — 1 egyenes.

(—o0, —2) és (0, +00) szakaszokon novekvs, (—2, —1) és (—1, 0) szakaszokon csokkend.

Ry {0 < fz) < —4, f(x) =0}

3.216.
Dy : {zeR}; Ry : {yeR}
Az x = 7 £ 2k helyeken maximum,

az r = % =+ 2km helyeken minimum,

az x = 2k7 helyeken inflexios pont van.

3.9.

3.269.

3.270.

3.271.

3.272.

3.273.

Szoveges széls6érték feladatok

Minimalis tavolsag esetén o = aso.
Maximalis teriilet 500 m?, mig a minimalis teriilet 0 (egyenes vonal).
A legkozelebbi pont A(3,0), a legtavolabbi B(—3,0).

A héaz oldalainak hossza 75 m és 50 m.

r r
—— és —. A minimalis teriilett téglalap a degeneralt

V2 V2

A maximalis teriiletii téglalap oldalai

eset: egyetlen vonal.
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3.274| Legyen f(z) a bevétel, ha x utas van. A 200 folottiek szama = — 200, ezért a jegyek ara
ennyivel csokken, tehat darabonként 30.000 — 100 - (x — 200). Ezért az Osszes jegy ara:

flz) = x(B0.000 —100(z — 200)) = 50.000z — 100>
Az f'(z) = 0 egyenlet megoldasa x = 250, igy a potencidlis szélsGérték helyek: = = 200,
x =250, x = 350. A megfelels fiiggvényértékek:
£(200) = 600.000, f£(250) = 625.000, f£(350) = 525.000

Maximélis a bevétel 250 utas esetén, és miniméalis 350 utas esetén. (A feladat csupan el-
méleti...)

3.275. Négyzet.

3.276. Az egész drotbol kort hajlitunk.



