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Teljes indukcié

Igazolja a teljes indukciéval a kovetkezds allitasok helyességét!

)(2 1
1.1. Zk2 ( ntl)
1.2. 1442 7T+--+n-Bn+1)=n(n+1)>2
1.3. a) H<1+E>:n+1
k=1
- 1 1
b 1—=) ==
I (CEE
k=2
1.4 L1422 4n-nl=(n+ 1) -1
1 2
1.5. 1.2.842.3 4+t nn+1)n+2) - T )("4+ J(n+3)
: 2n+1
cosx - cos2x - cos2?x ... cos 2"y = M
2ntlgin
117+2 4 12271 oszthatd 133-mal.
1.8. 4" + 15n — 1 oszthatod 9-cel.
1.9. 14+3+5+4 -+ (2n—1)=n
Egyenl6tlenségek

Oldja meg a kovetkezd egyenlStlenségeket!

1.10. ST-20 g 308
1.11. 8r —4x? < 3.

1.12. 22 4+ 51 — 14 > 0.
1.13. 22 —3r—4<0.

1.14. (23 —1)(z —1) > 0.



1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

r—>5

> 0.
T+ 3

3r—1
r—1

2z — 3| < 2.

> 1.

>1

1
rz+1

|z + 2| o1
|z —1] ~

3lnz — 1| < 2.

V3

in |20 — 4| < —.
sin |2z — 4| 5
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Teljes indukcié

1.6 n = 0-ra az egyenlGség egy ismert trigonometrikus azonossag atrendezése.

Az indukcios 1épés:

: 1 n+1
sin 2"ty cos 2"y
cos  cos 2z cos 2%x . . . cos 2"z cos 2"y = . =
2n+1lgin

_ sin2"g

© 2nt2ging’
Az els6 egyenlGség az indukcios feltételbsl, a masodik a 2 cos y siny = sin 2y azonosséag-
bol (y = 2"z helyettesitéssel) adodik.

1.7
11772 412277 = 121 - 11" + 12 - 144" = (121 + 12) - 11" = 0 (mod133)

Az els6 kongruencia 144 = 11 (mod 133) miatt adodik.
Egyenl6tlenségek
1.10. = > 56 111 z< L 253

27772

1.12. 2 < -7, x>2 1.13. -1 <z <4
1.14. —co<x <0 1.15. x >5, =<3
1.16. 2 < —1, —1<z<0 1_17_%<m<5
1.18. © > 0 vagy o < —2 1.19. = > —1
1.20. 1073 < 2 < 10 1.21.2—%+k7r<x<2+%—|—k



II. rész

Sorozatok, végtelen sorok
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Szamsorozat megadasa

Irja fel az alabbi sorozatok n-dik elemét! Vizsgalja meg, hogy a
sorozat korlatos-e, monoton-e, illetve konvergens-e!

2.1. 2.2.
12 3
1,4,9,16,... Sa 2
) 797 67 4797167257
2.3. 2.4.
12,58, o111
2'3" 4
2.5. 2.6.
1,1, 1,1, 1, . 0,9: —0,99; 0,999; —0, 9999, . . .
2.7. 35 7 2.8. 234
b 2737 47‘ 737 747 757'

irja fel az alabbi sorozatok elsé néhany elemét. Vizsgalja meg, hogy
a sorozat korlatos-e, monoton-e, konvergens-e!

2.9. 2.10.
a, = 3n a, = (—1)"
2.11. 2.12. 5
a, =2+ 4n an = ——;
n
2.13. 2.14. 1
ap =3 In = Jn 1

Szamsorozat hatarértéke

Hatarozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét!



2.15

2.19

2.21

2.16
M2 — Tn+ 4 o9
— — ap = —————
On " n nd 4+ 12n2 +5
2.18
an:3n—4 2n? —Tn+4
ap = ————
bn+1 303 + 51 — 8
5 2.20
an:2n2—7n+4 30 + 4n — 2
J— an = —-———
an® +5m —8 Tnd 1+ 303
) 2.22
an:2n2—7n+4 n2 1
— a, =
3n®+5n—8 nt5

Hatarozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét!

2.24

2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

2.30

2.31

2.32

2.34

2.35

2.36

anm—\/ﬁ

anb =vVn2+1—+vn2+n

on = VAWVTFT = V)

an, = nv/nt +n2 — n?

oo = ATV~ A0
an=vVn2+n+1—vn2—n+1

. (n+1)—(n—1)>»
1P (-1

2+ (n 1)

" (n+3)!
a, =n(vn?>—1-—n)
14244
" n
Ll
an— —_— —_— .. —
2 4 2n
9+ 7+ +3n+1
an:_ - ..
4 16 22n

13
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2.37

2.38

2.39

2.40

2.41

2.42

2.43

2.44

2.45

2.46

2.47

1434+ (2n—1)

n

2+4+-+2n
144494407

n(n+1)

1

an, e
Ly by
an:_ — P
1-2 2.3
Ly by
a, =
1-3 35 5.
vnd+2n+1
a, = ———
n—+1
vnZ+n
ay = ———
n+1
a, = /2" + 5n
a, = V/nb 427
L[ nd 4 2n?
p = | ——
32n 4 Tn
23n+1+n4
an:n—
8" + n?

2n—1)(2n+1)

Vizsgalja meg, hogy konvergensek-e az alabbi sorozatok. Ha igen, ak-

kor hatarozza meg azt az N(¢) kiiszObindexeket, melynél nagyobb in-

dexii elemek a szamsorozatban az eldirt e-nal kisebb hibaval kozelitik

meg a sorozat hatarértékét.

2.48

2.50

2.52

4dn + 3
ap =

m—1

4dn +1
ap =

7 —5n
a, = V2

e=10"3

2.49
_n— 1
"oan+1
2.51
5 B 2
" (n+1)2
2.53
1

1079



2.54 a4 1 2.55
n° —+ —4
= e=10
“=T6—nz °
2.56
o2n® —7
an n =103

:3n5+n4—2n3—1

15

e=10"

Ay =

Vizsgalja meg, hogy alabbi sorozatokban milyen N(K) kiisz6bindex-

t6l kezdve lesznek a sorozat elemei az adott K szaAmnal nagyobbak!

2.57
a, = n’ K =10°
2.59 5n
_ 1030
ap, = ) K =10

Hatarozza meg az alabbi hatarértékeket!

2.61 N
ap, = (1 + —)
n
2.63
(n + 2)”
an =
n
2.65
n—1 n+1
o= (")
n
2.67
1\ 273
Qp = (1 + —)
n
2.69

2.58

2.60

2.62

2.64

2.66

2.68

2.70

n—1

n = K = 6500
=/t
3" 20
an:2n+1 K =10

)371

3n — 4 4n+-2
a, =
<3n+ 5)
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2.71 2.72
o, n+ 1 3n+1
an = (5, —7)
2.73 2.74
an = (1— 1y
" n
2.75 2.76

o=+ )P

2.77 2.78
nn—f—l

ay, = ————
(n+1)"

1 n
n2—1n4
an:( nz )

12423+ +n(n+1)

Qn
n3

Hatarozza meg az alabbi rekurziv sorozatok hatarértékét!

2.79
1
Ay = Z +a,_q,
2.80 2
Ap = T
1_'_ Ap—1
2.81
Up41 = V 2 + Qp,
2.82
a’ +4

an—l—l = 4 )

ag =0
ag =0
ap = V2
ag =1



Szamsorok

Konvergensek-e az aliabbi végtelen sorok?

2.83. 2.84
—~n +1
2.85 2.86
- (10)
> (1-1
n
n=1
2.87 2.88
n®+1
— 10n + 2
2.89 2.90
>
n+2 __
ot 3nt 27
2.91 - 2.92
Z (1 + —)
n=1 n
2.93 2.94
>
—~ AL |
2.95 - 2.96
o"
— n!
2.97 2.98
—~\n +1
2.99 2.100
>
n-2"
n=1
2.101 2.102
>
n - 4n
n=1

17
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2.103

2.105

2.107

2.108

2.109

2.110

2.111

2.113

2.114

2.115

. 2.104
1
ZQnIHQn
2.106
> 1+n\°
;(1—1-712)
NN R
S (1 (WaF - Vi)

— (-1)"(n+1)
g (n+2)(2n+1)

n=1

23 3 43 3

1
et St ottt

332 3 3 3

2.112
i sin 27
k
k=0
(0
s 1
Zak ahol ak =94 k19
k=1
1
&
n(n2 _
c— (=2)"(n* —n+1)
2.116
S
“~ n(n+3)

n
n=1
)

ha k =1,

ha k£ paratlan

ha k paros




2.117 S
2 n
Z; (v2)

(2n 4+ 1)!

Abszolat konvergensek-e az aldbbi végtelen sorok?

2.118 2.119
- n+1 - 1
—1)" —-1)"
D () DD
n=0 n=0
2.120 - 2.121 -
> >
n=0 3” + 2 n=1 y 7’L2
2.122 1 1 n 1 1 L L 1 1 N
2 V2 3 V3 T n n
2.123 2.124
> 1 sm%
1)
> > —
n=2 n=1
2.125 - 2.126 -
sin % (=)™
n? Z n
n=1 n=1
Szamitsa ki a kovetkez6 sorok Osszegét!
2.127
>(3)
n=0 3
2.128
nXZ; (1{32—4—1> s k % O rogmtett.
2.129 2.130
> 1 > 5
Z n2 -+ 3n Z n2 — 5n

i
o

n=6

19
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2.131 2.132
> >
o 4n? — 1 — n3 +3n? +2n
2.133 2.134 -
o 32n — n(n+ 1)

2.135 Irja fel kozonséges tort alakban az alabbi tizedestorteket!

a, 1,7972972972...
b, 0,78 123 123...

2.136 Képezziink sokszoget egy szabalyos a oldala, 7' teriiletd haromszoghdl a kovetkezs
rekurziv eljaréassal:

1. Osszunk minden oldalt 3 egyenl6 részre.
2. Minden kozépsé oldal szakaszra illessziink szabédlyos haromszoget.

3. Ismételjiik meg az el6z6 lépéseket.

Az igy kapott sokszog az ugynevezett Koch-gorbe. Mennyi a Koch gorbe keriilete és

RS

2.137 Egységnyi teriiletd szabdalyos haromszogbe beirjuk a koézépvonalai &ltal alkotott

teriilete?

haromszoget. Ezutan vessziik az eredetivel egyallastu részeket es azokba is beirjuk a
kozépvonalai altal alkotott haromszogeket. Ezt rekurzivan ismételjiik. A kapott alak-
zat a SIERPINSKI haromszog. A kozépvonalak altal alkotott hdromszogek Gsszteriilete
hényadik iteracio utan haladja meg a 175/256 értéket?

v & &




Megoldasok

21



22

Szamsorozat megadasa

2.1 a, = n?, a sorozat divergens.

2

2.2 a, = " , a sorozat konvergens.
(n+1)

2.3 a, = —4 + 3n, a sorozat divergens.

1
2.4 a, = (—1)""' =, a sorozat konvergens.
n

2.5 a, = (—1)", a sorozat divergens.

2.6 a, =1— 101 a sorozat konvergens.

2n—1

2.7 a, = (—1)"*! , a sorozat divergens.

1
2.8 a, =1— (1+(=1)"*))= a sorozat konvergens.
n

Szamsorozat hatarértéke

2.15 ©
2.16
n®—9 -5
n—oon? +12n° +5  nocon + 5+ %
2.17
3n —4 . 3- % 3
im = lim T ==
2.18 0. 2.19 oo.
2.20 5 2.21 2
. - . 3
2.22 0. 2.24 0.
2.25

gggowwl—m—l):JEEOW”“‘“”‘”jZEij -

2
lim =0
n—ooy/n+1++/n—1




2.26

2.28

2.30

2.32

2.33

2.34

2.35

2.37

2.39

2.40

23

1 1
——. 2.27 —.
2 2

2.29 7.

N

2.31 3.

i (n+2)!'+(n+1)! I (n+D((n+2)+1)
w4 3)  atm(mtDnt2)(nt3)
— lim n+3

n—>oon2+5n+6:

C1424-fn T 5 o l4n
lim = lim —=—
n—oo n n— o0 n n—oo

[\
N
o
=
©w

Wl N~

Teljes indukcioval belathato, hogy
1 1 1 n

T2 23 T amrD a1
Ezért
) ) n
lim a, = lim =1.
2.41 1 2.42 1.
2
2.43 0. 2.44 5.
1
2.45 2 2.46 —.
9
2.47 1 2.48 760
2.49 n—1 1 n—2—-2n—1 -3 _5
| —5|= | = | <1077,
2n+1 2 dn + 2 4n 4+ 2
ha
3-10° -2

<n azaz N = 74999
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2.50 N = 13201.

2.51 N = 140.

2.52 ]{l/ﬁ— 1| = V2-1< 1071, azaz /2 < 1.1. Mindkét oldal 2-es alapi logaritmusat véve
kapjuk, - a logaritmusfiiggvény szigortt monotonitasa miatt - hogy

azaz N = 17.
2.53 N =12.
2.55 N = 200.

1
n
2.54 N = 700.
2.56 N = 222.

2.57 n? > 10° & n > 103, igy ez a szam jo lesz N kiiszobindexnek.

2.58 N = 65012,

2.60 N =115.

2.62 e 2.
2.63

lim

n—oo

2.64 €.

2.66 c.

2.68

2.71 0.
2.73 0.

2.75 e.

2.77
lim a, = lim (n + 1) (

n—oo n—oo

2.78

n

n+1

)n—i—l

2 k1)

2.59 N =139.

2.61 3.

lim (n+ 1)

n—oo

n+1
()
n+1

sn(n+1)(n+2)

lim a, = lim

n—oo n—oo

n

_1
n3 3

n—oo
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2.79 Teljes indukcidval belathato, hogy a sorozat monoton névs, és korlatos. Ebbdl kovet-
kezik, hogy konvergens, vagyis létezik a

lima, =lima,,; = A

hatarérték. Amibdl 1
Z_L —f— A2 — A,

ennek megoldasa A = %
2.80 1.
2.81 2.

2.82 2.
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Szamsorok

2.83 Divergens.

1
2.84 Pozitiv tagi sor, és a y -, — konvergens geometriai sor majoralja, tehat konvergens.

2n
. \N" 1 . o , I
2.85 lim, ., | 1 —— ) = —, tehat a konvergencia sziikséges feltétele nem teljesiil: a sor
n e
divergens.
2.86 A sor divergens, ugyanis
10 n+2  =2-n+2 N |
Yo s =Y —
—~ n?+1 nzl(n+1) “—~n+l

a sort tehat a harmonikus sor minorélja, amely divergens.

2.87 Divergens. 2.88 Konvergens.

2.89 Divergens, mert
. 3" 1
A S g T g

s igy a konvergencia sziikséges feltétele nem teljesiil.

o0 n
3
2.90 Pozitiv tagt sor, melyet majoral a E (Z) konvergens geometriai sor, tehit konver-

n=0
gens.
2.91 Divergens. 2.92 Divergens.
2.93 Divergens. 2.94 Divergens.
2.95 Konvergens. 2.96 Divergens.
,’,LZ
. C 00 n
2.97 Konvergens. A pozitiv tagi sort majoralja a » >~ ( n 1) sor, amely konvergens,
n
mert pl. a gyok-kritériumot alkalmazva
" 1 1
lim { L) = lm ——5=-<1

2.98 Divergens. 2.99 Divergens.

2.100 Divergens. 2.101 Konvergens.



2.102 Divergens. Ugyanis

s igy

3

n=3 \3 n=3

Ez a harmonikus sor viszont divergens.

2.103 Divergens.

2.105 Konvergens.
2.107 Divergens.

2.109 Konvergens.
2.111 Konvergens.
2.113 Konvergens.
2.115 Konvergens.
2.117 Konvergens.

2.119 Abszolut konvergens.

2.121 Feltételesen konvergens.

2.123 Feltételesen konvergens.

2.125 Abszolut konvergens.

2.127 3.

2.128 Konvergens geometriai sor: ¢ =

2.129
2.131

2.133 —.

399 5203

2.135 a, oo i
%9227 " 6660

2.104
2.106
2.108
2.110
2.112
2.114
2.116
2.118
2.120
2.122
2.124

2.126

k2
1+ k2 <

2.130

2.132

2.134

1.

Konvergens.
Konvergens.
Konvergens.
Konvergens.
Konvergens.
Konvergens.

Divergens.

Feltételesen konvergens.
Abszolut konvergens.
Divergens.

Feltételesen konvergens.

Feltételesen konvergens.

137
60

=]

27
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B 2\/§a2

2.136 K = oo, T -

2.137 n=4.



