Flggvények

2014. oktbber 2.



Tartalom

Bevezetés



Alaptulajdonsagok

Adottegy f : X — Y leképezés. Ez azt jelenti, hogy minden
xeX elemhez hozzarendeliink az Y halmazbol egy y elemet, és
ezt igy jeloljuk:

A fliggény értelmez ési tartom anyat Dy jeloli.
A fiiggvény értékk észlete

R = {yeY : IxeX, y=Ff(x)}.



Definici 6. Az f fuggvény injektiv , ha f(x1) # f(x2) barmely
X1 # X2€Ds esetén.

A fliggvény sziirjektiv , ha minden yeY - hoz létezik x, melyre
y =f(x).

A fuggvény bijektiv , ha injektiv és szlrjektiv, azaz a
hozzarendelés kdlcsondsen egyértelmd X és 'Y kozott.



Definici 6. Adott két figgvény,f : X —Y ésg:Y — Z.

Az Osszetett f'iggv ény X — Z tipusl hozzarendelés lesz,
melyre x — g(f(x)).

Jele: g of, ahol g a kiils6-, f a belsé fuggvény. Ertelmezési

tartomanya
Dgot = {X : xeX, f(x)eDg}.

Példa. f(x) = x2, g(x) = sin(x). Ekkorf og és g of is
értelmezheto:

fog(x) =sin?(x),  gof(x)=sin(x?).



Valobs fuggvények
A fenti definiciok tetsz6leges X és 'Y esetén értelmezhetdek.
A tovabbiakban csak val 6s fliggv ényekkel foglalkozunk.
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Ha a fliggvény bijektiv, akkor Iétezik inverz fliggv ény
f~1.y = X,
melyre
) =%,  fEHy) =y

Tehat
fofl:Y Y, flof:X > X

identitas figgvények az adott térben.

FIGYELEM! A fliggvények esetén az 1 jeldlés NEM jelent
reciprokot ! Egészen mast jelent, mint az R figgvény.



Valobs fliggvények esetén szemléletesen az inverzfliggvény
grafjat gy kapjuk, hogy az x és y tengelyek felcserél6dnek.
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Fig. ro.—Invension of a function

Egy fuggvény akkor invertalhat6, ha barmely x tengellyel
parhuzamos egyenes legfeljebb csak egy pontban metszi a
grafot.



Korlatossag

Definici 0.
Az f fuggvény alulr 6l korl atos, ha Ry alulrol korlatos.
Az f figgveny felllr 6l korl atos, ha Ry fellilrél korlatos.

Véqgul az f figgvény korl atos, ha Ry korlatos.
Masképp fogalmazva, az f fliggvény korlatos, ha van olyan K
szam, hogy

If(x)] <K Vx eDy.



Definici 6. Az f figgvény paros, ha Dy szimmetrikus (azaz
xeDs esetén —xeDy is teljesil) és

f(—x) =f(x) VX eDs.

Odd Function Y
fl=xy=-fix) /
AN




Monotonitas

Definici 6. Az f figgvény monoton n 6v, ha minden X;, Xo€eDs
esetén
X1 <x2 = f(xg) <f(x2).

f szigorGan monoton n 6v@, ha minden x1, x,eDs esetén
X1 <Xz = f(x1) <f(x2).

Definici 6. Az f fliggvény monoton fogy 6, ha minden x;, XoeD¢
esetén
X1 <Xz = f(x1)>f(x2).

f szigorian monoton fogy 0, ha minden Xy, X,eDs esetén

Xp <Xz = f(x1)>f(x2).



Periodicitas

Definici 6. Az f fiiggvény periodikus p periodussal, ha
tetszbleges x, x + peDs esetén

f(x +p) = f(x).

Megjegyzés. Ha egy fliggvény periodikus p periodussal, akkor
p tetsz6leges egész szami tobbszorose is peribdusa lesz.
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Polinomok

Definici 6. Egy valos egyitthatos polinom altalanos alakja:
p(X) = anx" + ...+ axx®> + a;x +ag, axeR.

Ezekre a polinomokra Ds = IR. A polinom foka n

—n =1esetén p;(x) = ax + b line aris figgvény,

—n = 2 esetén py(x) = ax? + bx + ¢ kvadratikus fiiggvény.



Racionalis fliggvények

Definici 6. Racion alis t 6rtfliggv ény két polinom

hanyadosaként all el6:

_f(x) = ag +aixX + ... +apx"
y= _bo—i—le—l—...—}—mem’

Ha a nevez6 zérushelyeit H jeloli, akkor
Df = R\ H.

Példaul

y:%, Ds = R\ {0}.

n, melN.



Algebrai fuggvények
Ezek a racionalis tortfliggvények inverzei.
Példaul az f(x) = x" fuggvény IR*-re vett lesz{ikitését tekintjlk.
Ennek inverze:
f=1(x) = VX = x7.
Az inverzfliggvény értelmezési tartomanya Dy = {x : x > 0}.
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Trigonometrikus fliggvények

clg (o)

osf COS (&)

sn (o] 1o (@

—sin(x), cos(x) fuggvények geometriai értelmezése, x¢[0, 2]
—tg (x) értelmezése xe(—n/2,7/2)

—ctg (x) értelmezése x¢(0, 7)



Trigonometrikus flggvények II.

Tetszbleges xR esetén a fent definialt fliggvényeket terjesztjik
ki 27 szerint (ill. = szerint) periodikusan.
Ne felejtsik el, hogy a szdgeket radianban mérjik, nem fokban.




Exponencialis és logaritmus fliggvények

Ha a > 0, akkor y = a*, egyenl6re xcQ esetén van csak
értelmezve.

27 ¥ = exp(x)

Sl y-me
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A folytonossag értelmezése

Heurisztikusan egy fliggvény Xq pontbeli folytonoss aga azt
jelenti, hogy ha xg-ban picit valtoztatunk, akkor a fliggvényérték
is picit valtozik, nincs ugras a fuggvény grafjaban.

Definici 0.
Adottegy f : X — Y fliggvény és egy XoeDs pont.

Azt mondjuk, hogy f az xp-ban folytonos , ha Ve > 0 hoz
létezik olyan ¢ > 0, melyre teljesil, hogy

Vx €Dy, X —Xo| < 0

esetén
f(x) — f(x0)| < e.



A folytonossag értelmezése II.

Szemléletesen:

Legyen az f(Xo) = Yo-.

Az yo korul tekintiink egy tetszdleges (yo — €, Yo + €) vizszintes
savot.

Ekkor ehhez létezik az xo korul egy (xo — d, Xo + 0) (fuggdleges)
sav, hogy a fliggvény grafikonja az (yo — ¢, Yo + ¢) és
(Xo — &, %o + 0) savok metszetébe esik.



A folytonossag értelmezése lll.

Definici6 atfogalmazasa:

Definici 6. Az f filggvény folytonos az xpeDs pontban,
ha f(xo) tetsz6leges U kdrnyezetéhez

létezik az xp-nak olyan V kornyezete,

melyre minden xeV, xeDs esetén f(x)eU.



A folytonossag, példak
1. Tekintslink egy lineéris fliggvényt, legyen f(x) = 5x + 3 és
Xo€R tetsz6leges pont.

Ekkor

[f(x) = f(xo)| = [(5% +3) — (5%0 + 3)| = [5(X = Xo)|.
Adott ¢ > 0.
Kérdés: |f(x) —f(xo)| < e mikor teljestl?

Valasz:
§ =

[S21Y)

valasztassal, ha |[x — xg| < d = ¢/5, akkor

If(x) — f(xo)| < 5% =



A folytonossag, példak Il.

2. Az f(x) = sin(x) fuggvény folytonos minden pontban.

Felhasznéljuk a megfelel6 trigopnometrikus azonossagot:

sinx —siny = 2sin (x;y) cos (x;y) .

Masrészt ismert, hogy |sinx| < |x| VxeR.

Legyen xq tetszbleges valds szam.Ekkor

. X — Xo X + Xp
n co <
s () (72 <
. X — Xp X — Xo
< |2
o0 () <"

lgy ha e > 0 tetsz6leges, akkor & = ¢ jo valasztas. Hiszen

|sinx — sinxg| =2

2

< |X = Xo-

X — Xo| < 0 = |sinx —sinxp| < e V-



A folytonossag, példak Ill.

Tovabbi p éldak. A korabban atismételt elemi fliggvények
folytonosak értelmezési tartomanyuk minden pontjaban.
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