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A folytonossag, ismétlés
Adott egy f : X — Y flggvény és egy xpeDs pont.
Heurisztikusan egy fliggvény x; pontbeli folytonossaga:
Xp-ban picit valtoztatunk —- a fliggvényérték is picit valtozik

Definicio. Az f fliggvény xp-ban folytonos, ha Ve > 0 hoz
35 > 0, melyre teljesil, hogy

VxeDy, X — X0l < 0 esetén [f(x) — f(x0)| < e.
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Folytonossag és sorozatfolytonossag, ismétlés

Definicid. Az f fliggvény sorozatfolytonos az xyeD; pontban,

ha ¥(xn) C Dy sorozatra, melyre
lim x, = Xo
n—oo

teljesal, hogy
lim f(xn) = f(Xo).

n—oo

Tétel. Az f fliggvény az xo-ban folytonos <= sorozatfolytonos.



Weierstrass |. tétel

(Ismétlés)

Specialis folytonos fliggvény:

ET= korlatos és zart (KOMPAKT)

Tétel. (Weierstrass I. tétele) Legyen f : [a, b] — R folytonos
figgvény. Ekkor f korlatos.



Weierstrass Il. tétel

Tétel. (Weierstrass . tétele)
Legyen f : [a, b] — R folytonos flggvény.
Ekkor f felveszi infimumat és supremumat [a, b]-n.

Ez azt jelenti, hogy 3¢ és 3¢&o:

f(€1) = max{f(x), X€[a7 b]}v

f(&2) = min{f(x), xe[a, b]}.



Weierstrass Il. tétel, bizonyitas

A maximum létezését igazoljuk.
H = {f(x) : xe[a, b]} = Ry.
Weierstrass . tétel alapjan H korlatos
B = sup(H) < oc.

Ekkor Vn-re dx,: 1
ﬂ—E<f(xn)§ﬁ.

a < xp < b ezért az (x,) sorozat korlatos.



Az (xy) sorozat korlatos.

Tehét 3(x,, ) konvergens részsorozata (B-W tétel):

lim x, =¢.
N —r00 Mk g

[a, b] zart, ezért Ee[a, b]. Itt f folytonos (sorozatfolytonos is):

lim £(xn,) = F(€).

Ng—r00

Masrészt
B—%<f(xnk)§5, = f=1H§) = BeH.

Ezért valdban 5 = max(H).

A minimum létezését hasonldan igazolhatjuk.



Bolzano és Weierstrass tételek kdvetkezménye

Tétel.
TegyUk fel, hogy f : [a, b] — R folytonos flggveény.
Ekkor f EK-e is korlatos, zart intervallum:

f:la b] — [, f].
Bizonyitas. W2: f felveszi infimumat és supremumat [a, b]-n.
f(&1) = max{f(x), xe[a, b]} = a,

f(¢2) = min{f(x), xe[a, b]} = 6.
B. : Vce[a, (] értéket felvesz.
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X2 —xg
lim————=, hax — xg
X — Xo

Algebrai azonossag:
X% = x§ = (x = x0)(X + X0)-

Ezt felhasznalva:

2 2
X= — X —
lim 0 _ lim (X XO)(X+X0) _
X—=Xo X — Xp X—Xo X — Xo
. X — X .
= lim x=X) lim (x +x0) = =1-2xp.

X—=Xo X — Xp X—=Xo



0 tipus
0 .
n_yn
lim w, ha x — X
X — Xo

Algebrai azonossag:

n n n—1 i n—1—j n—1
X"—xg=(x=x)(X" 4. Xxg Xy ).
Ezt felhasznalva:
n n n—1 jy =1/ n—1
oxTexg L (X xo) (X XXy e xg )
im —= = I|im —
X—=Xo X — Xp X—Xo X — Xp
. X —Xg) . B S B
= lim (x=x) lim (x" 1+...XIX6’ ! Fooit Xl " =
X—Xo X—XO X—Xo
=1.nx"1
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. COS X — COS Xp
lim . X — Xo
X — Xo

Trigonometrikus azonossag:

COS X — COS Xp = —258in (X_2X°> sin (XJ;X(J) .

Ezt felhasznalva:

. X—Xp X+Xo
jim COSX—COSXo _ 5 . sin (%5) sin (*5°) _

X—Xp X — Xo X—Xp X — Xo
=—1 lim

. . X+ Xo
- lim sin =
X—Xg X—Xg 2

=(—1)-1-sin <X(H2_X0> = —sinXxp.

sin (*5°)

X—Xo
2




tipus.

lim
X—Xo X — XO

Trigonometrikus azonossag:

sinx —sinxg

Xo

. . . (X
smx—smxo—zsm( 5

Ezt felhasznélva:

?

Jou (52).

sin (554) cos (%)

sin x — sin xg .
m — =2 lim
X—Xg X — Xo X—rXg

sin (*5°)

% - Jim cos
2

X—Xo

2

sint Xo + X
. cos (oo

(

X — Xo

X+ Xo
2

)=

)=l

COS Xp.



Az e szam, mint hatarérték

. . 1"
Lattuk, hogy e = nILmOO (1 + n) .

A hatarértéket tekinthetjiik a valés szamokon keresztil is:

1 X
e= lim (1 +) .
X—00 X
Valdban,

(o3 = )™= (o) o)

Alsé becslés hasonldan.



Az e szam, mint hatarérték

(Folytatas)
Ugyanigy igazolhatd, hogy

. a
lim (1 + -
X—00

tetszbleges acR esetén.

Ez alapjan,

1 X 1 —u
lim <1+> — lim (1-) S
X——00 X U—00 u 1
u



—7

. s . In(1
0 tipust hatarérték: lim In(1 +x)
0 x—0 X

Ismétlés: In(x) = log,(x)

Kilén kell szamolni az egyoldali hatartértékeket.

. In(1+x) L NS
Jm = = fim tin(t+ 3) = fim In(1 + )" =
. 1
=In{lim(1+-)) =lhe=1.
t—o0 t
. In(1+x) : 1 1.
lim ————= = lim tin(1+-)= lim | —)Y=..=1
iy T S dm () = lmn1 )
Végsd eredmény:
In(1 + x)



Folytonos fliggvény

Definicio.

f folytonos Dy-en | ha VxpeDs-re folytonos xp-ban.

A folytonossag definicidjaban szerepl6 4-ra
6= 5(5, Xo).

Létezik-e olyan fliggvény, mely "kdzds” §-val rendelkezik,
d = (e) minden xo pontban?



Van-e olyan fliggvény, mely "k6z6s” ¢-val rendelkezik,
d = 6(¢) minden xo pontban?
Igen.
PI. f(x) = x2 + 1, ennek megszoritasat nézzik Dy = [1,2]-re.
Legyen ¢ > 0 tetszOleges, ekkor
[f(x) = f(x0)| = |X* +1 = x5 — 1| =[(x — x0)(X +X0)| <
S ’X - X0| . 47

u.i. |X+X0| < 4 teIJSUI VX7X06[172]'

Ezért 0 = ¢/4 valasztas Vxp-ra jo.



Egyenletes folytonossag

Definicio.
Az f: D — R flggvény ‘ egyenletesen folytonos Ds-en ‘

ha Ve > 0-hoz 3§ = 4(e), melyre

Vi, %2eDp, x4 = X[ <6 = |f(x1) —f(xe)| <e

Kovetkezmeény.

Ha f egyenletes folytonos Ds-en, akkor VxgeDs-ben folytonos.



1. Példa

f(x) = x2 +1, Dy = [0, +00).

NEM egyenletesen folytonos.
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Legyen ¢ = 2. Belatjuk, hogy erre Vo "rossz”.
Valéban, ha o< 9, akkor valasszuk:

1
X1 =N, x2:n+E.

Bar |x; — xo| < §, mégis

() = f0e)| =

1\ 2
n2+1—<n+> —1
n




2. Példa
f(x) = %, xe(0,1).

0 AO1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

]
Hax = -, Xp = -, akkor [f(x1) — ()| = In— (n+ 1) = 1.

Az alappontok tavolsaga tetszblegesen kicsi lehet

1 1 n+1-n 1
X1 — Xo| = — = =

n n+1  n(n+1) _n(n+1)<6'

Ezért az e = 1-hez nincs "j0” 4.



3. Példa

f(x) = sin(x), xeR.

Allitas. Egyenletesen folytonos az egész R-en.

Alapétlet a bizonyitashoz:

| sin(x) — sin(xp)| < |x — Xo|

igy Ve > 0-ra § = ¢ valasztas xo-tdl fiiggetlendil j6.



Folytonossag és egyenletes folytonossag

f: Dy — R Folytonos.

Fontos specialis eset: Dy = [a, b]. Korlatos és zart (= kompakt).

Tétel. (Heine tétel)

Ha az f : [a, b] — R folytonos, akkor egyenletesen is folytonos.



Bizonyitas

Indirekt.
TegyUk fel, hogy e > 0 melyre V6 > 0 rossz, példaul 6 = 15

sem jo.

(Részletek a jegyzetben...)



Példak folytatasa

1 .
1. f(x) = — megszoritasa a [0, 1], (0 < 6 < 1) halmazra
egyenletesen folytonos.

2. f(x) = x® megszoritasa a [0, K] intervallumra (VYK > 0
esetén) egyenletesen folytonos.



Elégséges feltétel.

Tétel.

Legyen f: [a;00) — R folytonos. Tegyiik fel, hogy

lim f(x) =A< o0
X—00

Ekkor f egyenletesen folytonos.

Példa. Vajon f(x) = x° + 4x2 + 3, Dy = (0, 1] egyenletesen
folytonos-e?

Igen, hiszen (0,1] C [0, 1].
f:]0, 1] — R egyenletesen folytonos, a Heine tétel miatt.
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