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Példa
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lim sin(x) =7
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Elegend6 a 0 < x < 7/2 intervallumot tekinteni, hisz f paros.
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Fig. 13.—The trigonometric functions Fl' 18



Példa, folytatas
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Fig. 18
Az dbrardl is leolvashatok:
sin(x) < X, sin(x) < 1.
X
Masrészt tg (x) > x. igy
sin(X) sin(x)
= — X).
tg (x) cos(X) >X = P cos(Xx)



Példa, folytatas

Tehat _
sin(x) _ 4

S
cos X <

Hatarértéket véve

o sin(x)

x—0 X




Kompozici6 hatarértéke

Allitas. Tegyk fel, hogy

lim g(x) = a, lim f(x) = 8,

X—Xo X—ra
ahol a, 38, xpeR

Ekkor
lim f(g(x)) = 8.

X—Xo



Kompozicié hatarértéke. lim f(g(x)) = 5.

X—Xo

Bizonyitas. Atviteli elv segitségével. (HF)

Megjegyzés. A fenti képletben szerepld konstansok értéke akar
+oo is lehet.



Kompozici6 hatarértéke, példa

f(X): 1> Df:]R\{O}
1+ 2%
A jobboldali hatarérték
. . 1
lim f(x) = lim - =7
x—0+ x—=0+ 1 4 2%
Mivel ’
lim — = 400, ezért  lim 2% = +oo.
x—0+ X x—0+
Emiatt
lim f(x)=0
X—0+



Kompozicio hatarértéke, példa, folytatas

Baloldali hatarérték:

im L= -0 = . lim 2F=0.
x—0— X X—0—
Ezért ;
lim - =1
x—0— 1 _|_2;

Tehat a lim f(x) nem létezik.
x—0

.




Monoton fliggvény hatarértéke

Allitas. f : X — Y adott fliggvény. Tth 3U = (xo — ; Xo + &)
Vxi < x2 €U \ {X0} = f(x1) < f(x2),

azaz f monoton nd xg egy kdrnyezetében .

Ekkor léteznek a hatarértékek:

Jim 00, lim ()

éspedig

Xﬂ)r)g_ f(x) =sup{f(x): xo—e<x <X},

Xgr)?J+ f(x) =inf{f(x): Xo < X < X0+ ¢}.



A hatarérték monotonitasa.
Allitas.
1. TegyUk fel, hogy

fix) < 9(x)  VxeU\ {%}.

Ekkor
lim f(x) < lim g(x).

X—Xo X—Xo

2. Tegyuk fel, hogy
f(x) < g(x) VxeU\ {x0}.
Ekkor
lim f(x) < lim g(x).

X—Xp X—Xp



Renddrelv figgvényekre
Adottak f, g, h, : D — R, melyekre

f(X) < g(X) < h(X)7 X€U7 X7£X07
Feltesszik tovabba, hogy

lim f(x) = lim h(x) = a.

X—Xp X—Xp

Ekkor



Rendorelv figgvényekre. Példa.

f(x) = x sin (%) .

1
—|x| < x sin <;> < |x], x #0.

Mivel lim |x| = lim (—|x]) = 0, igy
x—0 x—0

lim X sin (1) =0.
x—0 X



Folytonossag és hatarérték

Allitas.
Az f figgvény pontosan akkor folytonos xge intDs-ben, ha
EIXI|_>r‘r)1(0 f(x)

és
lim f(x) = f(xo).

X—Xg

Definicio. Ha f xgeD; pontjdban nem folytonos, akkor itt

szakadasi helye van.



Szakadasi helyek osztalyozasa

Elsofaju szakadas, ha

3 lim f(x) = f(xo +0) < 00

X—Xo+

3 lim f(x)=f(xo—0) < o0

X—Xo—

Specialis eset: xg-ban megsziintethetd a szakadas, ha léteznek
a jobb- és baloldali hatarértékek, ezek megegyeznek, de

lim f(x)#f(xo).

X—Xo



Els6faju szakadas

Példa megszilntethetd szakadasra

Példa nem megsziintethetd szakadasra
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Masodfaju szakadas

Definicio. Masodfaju a szakadas, ha nem els6faju.

Y

Y=g




Allitas.
Tegy(k fel, hogy f folytonos xp-ban és f(xp) > O.

Ekkor 3U kérnyezete xp-nak, melyre

f(x)>0,  VxeUn Dy
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Bizonyitas.

4
Y aad:q e }éﬁ
i

Legyen 0 < ¢ < f(xp). A folytonossag miatt 36 > 0O:
|x — Xo| < 0, = [f(x) — f(x0)| < e.
Ezen x pontokra tehat

f(x) > f(x0) — & > 0.



Bolzano tétel

Tétel.
f:[a,b] — R folytonos fliggvény, tegyiik fel, hogy f(a) < f(b).
Ekkor Vc: f(a) < ¢ < f(b)]-hez 3¢e(a, b), melyre f(£) = c.

\cm‘_‘

c.
£la) |




Bolzano tétel, bizonyitas

Konstruktiv bizonyitas. 1. lépes. Legyen a; = a, by = b.

2. lépes. Legyen & := ib.

2
—Ha (&) = ¢, akkor /.
—Ha f(&1) > ¢, akkor legyen a; := ay, by :=&5.
—Ha f(¢1) < c, akkor legyen ap :== &, bo = by.
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Ekkor
f(ap) < ¢ és f(b2) > c,
és [ao, bo] C [a1, by] éppen fele hosszisagu.

3. lepes. |as, bs] C [ao, bo] konstrukcidja: f(as) < ¢ < f(bs), stb.

Ekkor két eset lehetséges:
— véges sok Iépésben vége van az iteracionak, &/
— "nincs vége”.



Bolzano tétel, bizonyitas
Ha “nincs vége”, ekkor
(an): f(an) <c
[a1,b1] D [a2, bo] . . ., €s az intervallumok hossza tart a 0-hoz.
A Cantor-féle kbz6spont-tétel: 3¢ £e(a, b).
nhﬁ\n;o an =¢ s nimm bn = ¢.
A folytonossag miatt
Jim flap) = (&) <c. Jim f(by) =1(6) > c.

Ezért f(¢) = c.



Bolzano tétel, kdvetkezmény

Kovetkezmény. Ha f folytonos és f(a) < 0, f(b) > 0,
akkor f-nek van gyoke [a, b]-n: 3¢, hogy f(£) = 0.

A
'F(L)T...-_._,__
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£la) o ®

Koévetkezmény. Ha f paratlan foku polinom, akkor van valos
gyoke.




Weierstrass |. tétel

f: Df — R folytonos. Fontos specidlis eset:

D; = [a, b]. Korlatos és zart (= kompakt).

Tétel. (Weierstrass |. tétele)
Legyen f : [a, b] — R folytonos flggvény.
Ekkor f korlatos.



Weierstrass |. tétel, bizonyitas

Indirekt. Tth feldlrél nem korlatos: ¥Yn-hez 3xpela, b): f(xn) > n.
Mivel a < x, < b ezért az (x,) sorozat korlatos.

Tehat 3(x,, ) konvergens részsorozata (B-W tétel), limese:

||m Xn = C.
Ng—00 k E

[a, b] zart , ezért &e[a, b). Itt f folytonos (sorozatfolytonos is):

lim f(xn,) = £(£).

Ng— 00

A konstrukcio szerint f(xp, ) > ng, ezért

lim f(xp,) = +o0. i

Ng—00



Weierstrass Il. tétel

Tétel. (Weierstrass . tétele)
Legyen f : [a, b] — R folytonos flggvény.
Ekkor f felveszi infimumat és supremumat [a, b]-n.

Ez azt jelenti, hogy 3¢ és 3¢&o:

f(&1) = max{f(x), xe[a, b]},

f(£2) = min{f(x), xe[a, b]}.



Weierstrass Il. tétel, bizonyitas

A maximum létezését igazoljuk.
H = {f(x) : xe[a, b]} = Ry.
Weierstrass . tétel alapjan H korlatos
B = sup(H) < oc.

Ekkor Vn-re dx,: 1
ﬂ—E<f(xn)§ﬁ.

a < xp < b ezért az (x,) sorozat korlatos.



Az (xy) sorozat korlatos.

Tehét 3(x,, ) konvergens részsorozata (B-W tétel):

||m Xn - Q.
N —r00 k g

[a, b] zart, ezért Ee[a, b]. Itt f folytonos (sorozatfolytonos is):

lim f(Xn,) = £(€).

Ng—r00

Masrészt
B—%<f(xnk)§5, = f=1H§) = BeH.

Ezért valdban 5 = max(H).

A minimum létezését hasonldan igazolhatjuk.
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