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Elsorendii DE

Definicio. Az els6rendi differencidlegyenlet altalanos alakja

Y =f(x,),

ahol f(x, y) adott kétvéltozods fiiggvény.
Minden y = y(x) fiiggvény, amire ez teljesiil: a DE megoldasa.

y:I — R, ahol I C R intervallum,

Y (x) =f(x,y(x)) Vel



DE és kezdeti érték egyiitt: Cauchy feladat

Y =rf(xy) o) = o,

ahol x( €s yg adott szdmok.

Nincs dltaldnos megoldds, amely tetsz8leges f(x, y) esetén

alkalmazhato.



Két megoldhaté alaptipus:

Szepardbilis = szétvélaszthaté véltozoju. f(x,y) = agxs
y
L ;o ax)
Szeparédbilis DE: |y = —= |
()

Linedris. f(x,y) = ay + b, a=a(x), b =b(x)

Linedris DE: .



Linearis differencialegyenlet

Elsérendl DE: y' = f(x, ).

Linedris Differencidl Egyenlet éltaldnos alakja:

a=a(x), b =>b(x)

ahol a(x), b(x) adott fliggvények.



Y =ay+b
Ha a, beR, akkor mar meg tudjuk oldani:

/ / b
y=ay+b = 'y :a<y+a>

A valtozokat szétvalasztottuk.

(dy/dx)
y+ (b/a)

Kiintegralva
Inly+ (b/a)| = ax+ C.

A megoldas y = —(b/a) + ce™.



% Példa. y = —2y + 3.

VAN (dy/dx) _

Kiintegralva

1
/y_(m)dy: Inly — (3/2)], /(—Z)dx: o

3
Az altaldnos megoldds y = 3 +ce %,
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LDE

Linedris Differencidl Egyenlet LDE altalanos eset:
y =ay+b
ahol a = a(x), b = b(x) ahol a(x), b(x) adott fiiggvények.

a = a(x) és b = b(x) esetén MASKEPP.

—Ha b(x) = 0, akkor a DE homogén
—Ha b(x) # 0, akkor a DE inhomogén.



Homogén LDE
y = ay, a=a(x).

Allitas.

A homogén LDE altalanos megoldasa:

y(x) = e’ ceR

ahol

az a fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye.



Homogén LDE és kezdeti feltétel

T
v
A Cauchy feladat:

yo = a(x)y
y(x0) = o

Konkrét primitiv fliggvényt hasznédlunk:

Ekkor a kezdeti érték feladat megolddsa

y(x> _ y()ej:(; a(t)dt.



Allandé egyiitthatés homogén LDE

Specidlis eset:
Y =ay,  y(xo) =

ahol a(x) = a konstans, és xo, yo adott szamok.

A Cauchy feladat megoldasa

a(x—xo)

y(x) = yoe



Inhomogén LDE. y = ay + b

Tétel. A LDE megolddsainak struktirdja:

1. Hay; ahomogén LDE mo-a és y, az inhomogén LDE mo-a

4

y1 + 2 az inhomogén LDE mo-a.

2. Hay; és y; az inhomogén LDE mo-a

4

Vi — ¥ a% LDE mo-a



Kovetkezmény

Ha a homogén egyenlet dltaldnos megoldasa yy, ,.

Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsa y; ,.

Ekkor az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa

Yia = Yha + Yip

Feladat: Az inhomogén egyenlet EGYETLEN (tetszdleges)
megolddsa?



Inhomogén LDE. y = ay + b

A homogén egyenlet megoldasa y = ce*®  ahol ceR, A’ = a.
Az inhomogén egyenlet megolddsat igy keressiik:

y = u(x)e™, u=u(x)="
(¢ ~ u(x)), konstans helyett fiiggvény.
Ekkor a DE baloldala y’ = u'e® + uA’e® = u' * + uae’.
Masrészt, a DE jobboldala ay +b = aue* + b.
Osszehasonlitva a két egyenletet:

W +uae® =aue® +b



Wer +uae® =auer +b

Ebbdl egyszertsitve

u/eA — b = MI = beiA — I,{(x) e /b(x)eA(x)dx

Az inhomogén DE partikuldris mo-a: y(x) = () / b(x)e AW dx
Az inhomogén DE 4ltaldnos megoldésa:

y(x) = i(i),gi+ / b(x)eA(x)dx>

|
— az els6 tag a homogén egyenlet dltaldinos megoldésa,

—a mésodik az inhomogén egyenlet egy konkrét megoldésa.



Egy példa

/

y =—xy—x. a(x) = —x, b(x)=—x

A megoldas tobb IépcsSben torténik.

1. 1épés A homogén egyenlet megoldasa.



/ ) =X -
Vi = e bued ()
_2
= —Xy—X= —Xx-ue 2 —x
Osszehasonlitva:
, = —? -2 2
we? +ue? (—x)= —x-ue? —x = u(x)=—e>

Az inhomogén egyenlet egyik megolddsa.

2 2
Vi = <—e2) e 2 = —1



3. 1épés Az dltaldnos megoldss.

Eddigi eredmények:

yu(x) = ce2, ceR
yin(x) = -1

Az inhomogén egyenlet altaldnos megoldésa

2

—X

y(x)=ce2 —1 ceR




A DE jobboldala:

() —x = —x (0622 _ 1) x

Ezek val6ban megegyeznek. /



1. 1épés A homogén egyenlet megolddsa.

A(x) :/lxa(t)dt: /lx <—f) dt = —2In(x) = In(x2),

az 4ltaldnos megoldés

yu(x) = ) = %, ceR
x



2. lépés Az inhomogén egyenlet megoldésa. y;; = u - é, u="7

Az altalénos képlet szerint

Most tehat egy konkrét megoldasra

u(x) = /4x-e21n(x)dx = /4)63 =x*

Az inhomogén egyenlet egyik megoldasa.

1
yih=x4'7=x2-
X



lépés Az dltalanos megoldas.
Eddigi eredmények:
wn(x) = =, ceR
yin(x) = —x
Az inhomogén egyenlet dltalinos megoldasa

C
yalt(x) = ; ‘I'xz-



Az éltaldnos megoldas: y,;(x) = % + X2
X
4. 1épés A kezdeti érték feladat megolddsa

y)=c+1=2 = c=1

1
A feladat megolddsa | y(x) = — +x
x




Rezgomozgas fizikai leirasa

m tomegi részecske (rugd) az x tengely mentén mozog.
A t idGpillanatban a kitérés: x(t).
A mozgast x = xo -bdl indul # = 0 id6pontban.
A pillanatnyi sebesség: x(t), a pillanatnyi gyorsulds: ¥(z).
A hat6 er6k az alébbiak:
1. rugberd: —kx (a kitéréssel aranyos, azzal ellentétes iranyt),

2. kozegellendlldsi erd: —rx (a pillanatnyi sebességgel ardnyos,
azzal ellentétes irdnyu),

3. kiilsS gerjesztés: f(z) (pl. meglokjiik id6kozonként)



fﬂ
“A Newton-torvény szerint: az eredd er6k Osszege
mx = —kx—rx+f.

Az x(t) mozgast leir6 differencidlegyenlet tehat

mi + rx + kx = f.

Ebben az esetben a fiiggetlen valtoz6 ¢, a fiiggd véltozo pedig x.
Ha f = 0 (szabad mozgés), akkor homogén DE-rdl beszEliink,
Haf # 0 (kényszermozgas), akkor inhomogén DE-t kapunk.

A homogén DE megoldasat fogjuk meghatarozni.



mi—+rx+kx=0 x(r) =7

’%‘ s6 lépésben keressiik a megoldast x(7) = e alakban. Ekkor
sy =M /k
()= XM/
()= N/ om

A fenti 0szefiiggéseket dszeadva:

-

mi 4 i + kx = ke 4+ rheN + m\2eMN =
= MmN+ A +k) =0 VL
Ez csak akkor teljesiilhet, ha
mA\2 +r\+k=0.

Ennek a masodfoki egyenletnek a megoldasa

—r+vVr2 —4mk

2m

Alp =



1. eset. > — 4mk > 0

Ekkor 9A1, A2eR gyokok, A\; # Ap. Ekkor A1, Ay < 0.

A DE-nek két megoldasa is van,

és ezek tetszOleges linedris kombinécidja
x(t) = c1x1(t) + coxa (1)

is kielégiti az egyenletet. Mivel A\j, A, < 0, a megoldas exponencidlis
sebességgel tart 0-hoz.



2. eset. 2 — 4mk =0

or a masodfoku egyenletnek kétszeres gyoke van, \g = —2L.
m

Ekkor lattuk, hogy megoldas: x; () = e'.

Belatjuk, hogy w(t) = te*' is megoldas.

w(t) = N \ote !
W(r) = Mo + Nge " + e,

igy behelyettesitve azt kapjuk, hogy
miv + rw 4 kw = e {t(m\y + rho + k) +2mAg + 71} = 0.
Az altalanos megoldas ebben az esetben
x(1) = 1™ + cate c1,c2€R,

és mivel Ay < 0, ezért ez is exponencialisan lecseng.



3. eset. > — 4mk < 0

Akkor nincs valés gyoke a masodfoki egyenletnek. Formaélisan azt
frhatjuk, hogy
Aip=—pEvV-12,

5 r2 — 4mk
4m?

ahol:

Két megoldas adédik:
vi(t) = e cos(vt)

va (1) = e M sin(vr)

Ezek valéban megolddsok. Behelyettesitéssel ellendrizhetd.



Fizikai interpretacio. [1-2.] eset.

Ha r? — 4mk > 0, ekkor r > \/4mk. Ez azt jelenti, hogy olyan nagy a
kozegellendllds, hogy a rugd kitérés exponencidlisan csokken.

Nagy a kozegellendllas: a rugd kitérése exponencidlisan lecseng.



[3.] eset. r < v/4mk

Akkor kicsi a kozegellendllds, és a rugé oszcillalé mozgast fog
végezni.

Kicsi a kozegellenallas: a rugd csillapitott rezgémozgést végez.
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