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Bevezetés

Ennek a jegyzetnek az a célja, hogy a IV. éves "IdGsorok sztochasztikus modell-
jei” cimii tantargy eléadasaihoz kapcsoléddan olyan irdsos anyagot adhassunk, amely
megfelel6 attekintést ad a sztochasztikus idésorelemzéshez. fgy a jegyzet részben tobb,
részben kevesebb, mint az el6adasok anyaga. Az attekinthetéség kedvéért igyeksziink
tomoren fogalmazni, az eléadasok folyaman fogunk kitérni a részletekre. A jegyzetben
megadjuk azokat a referencidkat, ahol az egyes témak irant érdeklodck részletesebb
lefrast talalhatnak. Az idésorok sztochasztikus vizsgalataval foglalkozé konyvek koziil
legeldszor a klasszikusnak szamité Box-Jenkins konyvet emlitjiik [?]. Kozgazdasigi sza-
kemberek szémdra igen hasznos az Eltet-Meszéna-Ziermann konyv [?], mig a matematikai

érdeklddéstiek szaméra a Tusnady G. és Ziermann M. szerkesztette konyvet [?] ajanljuk.

A TI. éves valdszintiségszamitas és statisztika tantargyakhoz folytatdsaként sztochasz-
tikus megkozelitésben vizsgaljuk az idosorokat. Ez azt jelenti, hogy a kapott adatokra
illesztett modellbe méar eleve beépitiink véletlen hatasokat. Tehat nem csak azt fogadjuk
el, hogy az adataink mérési vagy mintavételezési hibakat tartalmaznak, hanem a vizsgalt
jelenséget eleve ’bizonytalan’-nak tekintjiikk. Természetesen a feltételezett sztochasztikus
tulajdonsag igen sokféle lehet. Célunk ezeknek a megkozelitéseknek a bemutatasa, az id6

rovidsége miatt csak didhéjban.

A kurzus folyaman azt is szeretnénk bemutatni, hogy a gyakorlatban hogyan
végezhetjik el egy adott szamsor kiértékelését. Az eladdsokon megismert eljardsok
szamitogépes megvaldsitasat az SPSS programcsomag segitségével fogjuk bemutatni. Sok
egyéb statisztikai programcsomag létezik még ilyen feladatok megoldasara, ezek késobbi

alkalmazasahoz nagy segitséget nyujt az SPSS - mint egyik lehetoség - ismerete.



1 Alapfogalmak

1.1 Sztochasztikus folyamatok

Sztochasztikus folyamatnak nevezziik valoszinliségi valtozok egy sorozatat. Pontosabban,
legyen adott valamilyen 7" indexhalmaz, és tekintjiik az {z;, teT'} valdsziniiségi valtozok
halmazat. Gazdasagi folyamatok esetén az indexhalmaz diszkrét pontokbdl all, gyakran
a pozitiv egész szamok egy részhalmaza. Miszaki problémak vizsgalatakor el6fordulnak
folytonos paraméterii sztochasztikus folyamatok is, ezekkel most nem foglalkozunk. Az

{z, teT'} folyamatot szokds elméleti iddsor-nak is nevezni.

Természetesen ezeket a valdszinliségi valtozokat nem ”latjuk”, a T paraméterhalmaz
minden pontjaban egy megfigyelésiink van a megfelel6 véaltozora. Ez a megfigyeléssorozat
a folyamat realizdcioja. A megfigyelt folyamatot empirikus iddsornak is nevezziik.
Gyakran a tényleges paraméterhalmaz egy részére vannak csak megfigyeléseink. Ezeket a

realizaciokat parcidlis realizacionak hivjuk.

Az elméleti iddsor pontos matematikai leirasat az {z;, teT} folyamat Osszes véges di-
menzids eloszlasdnak megadésaval végezhetnénk el. A gyakorlatban ez azonban nehezen
oldhaté meg, igy a modellalkotdsban azokat a sztochasztikus folyamatokat részesitjiik
elényben, amelyek kevesebb jellemzovel is leirhaték. A legfontosabb elméleti momen-

tumok, amelyekkel foglalkozni fogunk a kovetkezok:

- wdrhato érték fligguény:

- szordsnégyzet-fligguény:
o*(t) £ D*(w,) = Bz, —m(t))*,
- autokovariancia-figguény:
Cov(t,s) 2 E(z, — m(t))(zs — m(s)).

- autokorreldcios-figgvény:
A Cov(t,s)

P = Do)



Matematikailag konnyebben kezelhetéek, és emiatt kiilonosen fontosak azok az

idésorok, amelyek eltolds-invariansak.

Definicié 1.1 Egy sztochasztikus folyamatot (erds értelemben) staciondrius folyamatnak
neveziink, ha tetszoleges k > 1 esetén a k-dimenzios eloszldsok eltolas-invaridnsak. Ez azt
jelenti, hogy tetszdleges ty,...tg, indezhalmaz esetén, az (T, ...,Tr,) €S (Teyths s Teptn)

k-dimenzios valosziniiségi vdltozok eloszlasa megegyezik, minden helN mellett.

Természetesen a gyakorlatban altalaban nem remélhetjiik, hogy az dsszes véges di-
menzios eloszlas esetén ellenorizheto, vajon eltolas-invarians-e. Bevezetjiikk a kovetkezo

definiciét:

Definicié 1.2 Egy sztochasztikus folyamatot gyengén staciondrius folyamatnak nevezink,

ha elsé és masodik momentuma eltoldsinvaridns, azaz
m(t) =m, Cov(t,s) = Cov(t — s).

Ez azt jelenti, hogy varhato értéke konstans és kovarianciafiigguénye csak az idoeltolodastol

figg.

A kétfajta stacionaritds kozotti kapcsolat konnyen lathaté. Ha egy erdsen sta-
cionarius idésornak 1étezik masodik momentuma, akkor gyenge értelemben is staciondrius.
Altaldban ez a reldcié nem fordithaté meg. Kivétel példaul az az eset, amikor feltessziik,
hogy a valészintiségi valtozok egyiittesen normalis eloszlasiak. Ekkor a gyenge sta-
cionaritasbdl kovetkezik az erOs stacionaritds, hiszen a normalis eloszlast elsé két mo-

mentuma egyértelmiien meghatérozza.

Gyengén stacionarius folyamat autokorrelacios fiiggvénye
Cov(h Cov(h
sy - ) _ Covt)
Cov(0) o
Ez péros fliggvény, melyre |p(h)| < 1.

A gyakorlatban a fenti jellemzéket a minta alapjan kell meghatarozni. Tekintsiink
tehat egy gyengén stacionarius iddsort és tegyiik fel, hogy ennek egy xi,...,zy reali-
zacidjaval dolgozunk. Feltessziik, hogy a kozos varhaté érték 0. Ekkor a minta alapjan a

C'(k) kovariancia becslése a kovetkez6 :

~

1 N—k
C(k) - m ; Ttttk



Specidlisan tehat
52 _ 1 &
vyt

Az autokorrelacios egyiitthato p, becslése:

b = Zivzk LTtk
k= 1/2 — 1/2
( ivlk x7) / ( iilk $%+k:) /

Ha az id6sor varhato értéke nem 0, akkor a fenti formulak kicsit bonyolultabbak lesznek,
z; helyett az 7, — T mennyiségekkel kell szdmolni. A C (k) becsléseket empirikus autoko-
variancidknak hivjuk, a p, mennyiségeket pedig empirikus autokorreldcios egyitthatoknak.
Ezeket a korrelaciokat k fiiggvényében abrazolva az idésor korrelogramjat kapjuk. Egy-egy
ilyen abra gyakran hasznos felismerésekre vezetheti a modellez6t. Ahhoz azonban, hogy
kell6 alapossaggal értékelhessiik a korrelogram alapjan kapott informaciékat ismerniink
kell a specialis tipusu folyamatok korrelogramjanak torvényszeriiségeit. Ha példaul egy
stacionarius iddsor tagjai korreldlatlanok, akkor pg = 1 és pr = 0 ha k # 0. fgy nagy N

esetén valamennyi k£ # 0-ra p, 0-hoz tart.

Definicié 1.3 FEgqy sztochasztikus folyamat Markov folyamat, ha a

E(ZL’t | Tt_1,Lt_2,.. ) = E(I‘t |ZEt_1).

A fenti tulajdonsag szavakban igy fogalmazhatéo meg: ha az idOsor értéke a t-dik
idopontban z, akkor az, hogy a t 4+ 1-dik idopillanatra milyen allapotba megy at nem
fligg mastol, mint 2-t6l és egy véletlen oy tényezotol, ami az idésor multjatol fiiggetlen.
Ezek az oy -k fiiggetlen valészintiségi valtozok .

Az (x;) Markov folyamatot Gauss-Markov folyamatnak hivjuk, ha a valésziniiségi

valtozdk normélis eloszlasuak.

1.2 Fehér zaj folyamat

Stacionarius Markov folyamatra a legegyszertibb példa a fehér zaj folyamat.



Definicié 1.4 Egy (e;) folyamatot fehér zaj-nak hivunk, ha a sorozat fiiggetlen, azonos

eloszlasu valosziniségi valtozokbol dll, melyek varhato értéke 0, és szordsa véges.

Konnyen lathato, hogy a fenti folyamat gyenge és erds értelemben is stacionarius.

Valéban, kovarianciafliggvénye igy irhato:
Cov(k) = E(eiyrer) = Eeyyr Eep =0, ha k> 0,

autokorrelacids fiiggvénye pedig

0 k=0
p(k):{1 k40

Gyakran feltessziik még azt is, hogy a fehér zaj normélis eloszlasti valdszintiségi

valtozokbol all.

1.3 Egy példa

Tegyiik fel, hogy az (x;) idésor eleget tesz az aldbbi rekurziénak:
Tpy1 = QT¢ + €, T = ¢, (1.1)

ahol « valés szam, (e;) normadlis eloszlasi fehér zaj o szdérassal, mely &-t6l fiiggetlen.

Els6ként belatjuk a Markov tulajdonsag teljesiilését:
E(zi | @, 21, ...) = Elaxy + e | 2y, w1, ...) =,
ami a feltételes varhato érték linearitasa miatt igy folytathato:
=aE(x | m,x1,...) + E(ey | o, 2429, .. ).

A fenti Gsszeg elsé tagjaban x; benne van a feltételi halmazban, igy a feltételes varhaté
érték onmaga. A masodik tagban pedig e; fliggetlen a feltételtol, ezért a feltételes varhato
érték a kozonséges varhatd értékkel egyezik meg, ami feltevésiink szerint 0. Végil azt
kapjuk tehat, hogy

E($t+1 | Tty Tp—1, - - ) = Ty,

s ezzel belattuk, hogy (z;) Markov tulajdonsagu.



Megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek mellett lesz a fenti id6sor gyengén stacionarius.
Az (1.1) egyenletbél fokozatos behelyettesitéssel az kovetkezik, hogy
Ti1 = argte=alar 1 +e 1) te=...

= e 4+ae 1+ ...+ aley+ oy, (1.2)
Vérhat6 értéket véve azt kapjuk, hogy
Ez,y1 = o/ Exy,

hiszen a fehér zaj 0 varhato értékii. A fenti kifejezés csak akkor lesz t-tol fiiggetlen, ha
Exq =0, és ekkor Ez; = 0.

Vizsgéljuk meg a szérasnégyzet figgvényt.  (1.2)-bdél azt kapjuk a fehér zaj
fliggetlensége miatt, hogy

Eal , =c?(1+a*+ ... +a*) + o TVE22.
Ugyanigy felirhatjuk x; szérasnégyzetét is:
Er! =c*(14+a®+ ...+ a*?) + o*Exl.

A gyenge stacionaritdshoz szikséges, hogy Ex7,, = Ex7 teljesiiljon. A fenti két egyenletet

kivonva egymasbdl azt kapjuk, hogy
a2Ex? = 020 + o*+?Eg?,

ahonnan formaélisan azt irhatjuk, hogy

0.2

Ea2=_7
o 1—a?

Mivel egy valdszintiségi valtozo szérasnégyzetét irtuk fel, ennek akkor van értelme, ha
la| < 1.

Ekkor a szérasnégyzet fiiggvény konstans lesz, éspedig

0.2

Ea2= -2
Tt 1—0a?2

Nézziik meg, ez a feltétel elegendd-e. Tegyiik fel, hogy || < 1, és szamoljuk ki a folyamat

autokovariancia fliggvényét, E(z, px)-t. A (1.2) kifejezéshez hasonlbéan azt irhatjuk, hogy

k k—1
Tirk = Q@ Tp+ €1 + Q€2+ ... F Q7 ey
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A fenti egyenletet z;-vel szorozva, majd varhato értéket véve azt kapjuk, hogy
E(ziix7) = o"Ba? + E(xy(eppp1 + aepppo + ... + o/’“_let)).

A jobboldal méasodik tagja fliggetlen tényezokbdl all, varhato értéke 0. Ezért

k02

— AFR2
E(l't—i-kxt) = El’t =« 1—7C(2’

ami valoban csak k-tél fiigg.

A folyamat autokovarianciafiiggvénye tehat igy irhato:

0.2

k

0.2

C(l{?) = E($t+kxt) = — ha k=0 .

1—a?

2

_r O
«Q [ — o ha k<0

Belattuk tehat a kovetkezo tétel egyik allitasat; a masik allitas igazolasa tulmutat a

jegyzet keretein.

Tétel 1.1 Egy 0 vdrhato értékii (z,) folyamat pontosan akkor staciondrius Gauss-Markov
folyamat, ha létezik olyan || < 1 wvalds szam és létezik (e;) normdlis eloszldsi fehér zaj,
hogy

Ti41 = ATy + €4

teljesiil.

1.4 Nagy szamok torvényei

Az id6sorelemzésben tobbszor hasznalni fogjuk azokat az Osszefliggéseket, amelyek
valoszintiségi valtozok sorozatanak bizonyos aszimptotikus tulajdonsagait irjdk le. Most

felsoroljuk a témakor legalapvetébb tételeit.

Nagy szamok Bernoulli-féle torvénye.

Tekintstink egy A véletlen eseményt, melynek valdoszinlisége p. Erre az eseményre
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fiiggetlen kisérleteket végziink a ¢t = 1,2... idopontokban. Az z; valésziniiségi valtozo
értéke legyen 1, ha a t-dik kisérletben A bekovetkezik, egyébként pedig 0. Ekkor

. 1+ x+ ...+ .
lim 2 " - p  sztochasztilusan
n—oo n

azaz minden € > 0 esetén létezik olyan 6 > 0 melyre

n

PIEY

P|EL— —pl<e)>1-6
n

ha n elég nagy.

Nagy szamok erds torvénye (Borel tétel).
Legyen (z;) fiiggetlen azonos eloszldsi valdsziniiségi véltozdk sorozata, melyek negyedik

momentuma létezik. Legyenek m = Ex;, 02 = E(z; — m)?. Ekkor

. T+ 29+ ...+ Ty
lim —m 1 vsz-gel
n—o0 n

Statisztika alaptétele. (Glivenko tétel)

Legyen (x;) fiiggetlen azonos eloszlasu valdsziniiségi valtozok sorozata, melyek kozos
eloszlasfiiggvénye F(z). Legyen Fy(x) az xi,...,zy megfigyelésen alapuld tapasztalati
eloszlasfiiggvény. Ekkor

sup |Fn(xz) — F(x)] — 0 1 vsz-gel
zeR

Centralis hatareloszlastétel

Legyen (x;) fliggetlen azonos eloszlasu valészintiségi valtozdk sorozata, melyekre m = Exy,
0? = E(zy —m)?. Jelolje
1+ 2o+ ... +x,, — M

Yt = Jno

Ekkor y; eloszldsa t — oo esetén a standard normélis eloszlashoz tart.

Emlékeztetiink ra, hogy az e valdszinliségi valtozd standard normdlis eloszlasi, ha
stirtiségfiiggvénye

1
gD(t) = Eeitg/a telR.
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2 1Ido6sorok specialis modelljei

2.1 Linearis sziuirok

Legyen (e;) egy sztochasztikus folyamat, és legyen (h;), j > 0 valés szdmsorozat, melyre

o0
Z h? < 0.
=0

Képezziik az alabbi folyamatot:
Tt é Z hjet_j (21)
7=0

A szakirodalomban szokésos elnevezéssel azt mondjuk, hogy az (e;) folyamatot a (h;)
sulyokkal megadott linearis sziirén engedtiik at; a szlir6 inputja (e;) (bemen6 jel) , out-
putja (z;) (kimend jel).

Specidlisan, ha (e;) o szérasu fehér zaj, akkor a x; 0 varhaté értéki, és véges szérasu

lesz. Valoban,

El’t = ZhjEet_j =0

j=0
D*(x,) = ZZhjth(et_jet_k) = o? Zhi
=0 k=0 j=0

A kovetkez6 fejezetekben szerepld modellek (AR, MA, ARMA) ennek az &ltaldnos

sémanak specidlis esetei.
Vezessiik be az idosorok korében az idéeltolds z operdtorat. Legyen
A
2t = Tt—1-
Ertelmezhetjiik ennek az operatornak a hatvanyait:
Hay=myy,
tovabba polinomjait is. Ha példaul

A(s) =14 aqs +...a,s”



egy valds egyiitthatés polinom, akkor az A(z) operatort igy értelmezziik:

A(2)ry = o + Q1@ 1 + ... QpTy_p.

Ekkor a .
H(z) 2 > h
j=1

jeloléssel a fenti (2.1) szlir6vel definidlt folyamat igy irhato:

xy = H(2)ey.

2.2 Bolyongasi folyamat

Tegytik fel, hogy az x; folyamatot az alabbi egyenlet irja le

Ty = Ty_1 + €, x9 = 0,

ahol (e;) egy m varhatd értékii és o? szérasnégyzetii fehér zaj folyamat.

utani behelyettesitésekkel azt kapjuk, hogy

t
Ty = Z €,
i=1

13

Ekkor egymas

és emiatt Ex; = tm, D?x, = to?, tehat a bolyongds nem lesz staciondrius folyamat.

Figyeljiik meg azonban, hogy az els6 differencidk sorozata, z; — x;_1, teljesen véletlen

folyamat, tehat staciondrius.

Egy véletlen bolyongéast olyan folyamatnak tekinthetiink, ami pontosan emlékszik az

eloz6 értékre, de csak arra. Egy véletlen faktortol eltekintve minden érték az el6zdvel

egyezik meg.

Néhany megjegyzés bolyongasokkal kapcsolatban:

e Fontos iddsor, bar nem tudunk tul sokat mondani rola.

e Definicié szerint véletlen zajok Osszege. Ha a zaj varhaté értéke O - mint altalaban

-, nem lesz benne trend. Gyakran eltavolodik azonban a hosszui tava atlagtol.

e Ha az atlag 0, akkor a kovetkez6 iddszak legjobb becslése a legutébbi megfigyelés.
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Példa: részvények arai. Ha megnézzilk a részvényarak alakulasat, akkor azt tapasz-
taljuk, hogy az adatok az atlag koriil ingadoznak lathatd szabalyszertiség nélkiil. Ez az
adatsor nem staciondarius, de a differencidkat tekintve fehér zaj folyamatot kapunk. Itt
szemléletesen érzékeltethetd az a tény, hogy az egy 1épéses predikcié (eldrejelzés) nem lehet
jobb, mint a legutols6 érték. Ha ugyanis a korabbi adatokbdl azt tudnank jésolni, hogy
felmegy a részvények ara, akkor masok is erre a kovetkeztetésre jutnanak, tehat elkezdédne
a részvények felvasarlasa. Amitdl persze egy id6 milva biztosan lefele menne a részvények
ara. Ebbol kovetkezik, hogy az esetek donto tobbségébem minden j6 elérejelzési modszer
szerint - ami az addig hozzaférhet6 adatokon alapul - a legjobb elorejelzés az, hogy a

részvények ara valtozatlan fog maradni.

Bar az altalanos bolyongasrél nem tudunk nagyon sokat mondani, az alabbi specialis
eset vizsgalata potosan elvégezhetd. Nem tartozik a szorosan vett tananyagunk korébe,

igy akiket érdekel ez az (egyébként szép) témakor, Feller [?] konyvében utdnanézhetnek.

Specidlis eset. Tekintsiik azt az esetet, amikor a fehér zaj olyan valészintiségi valtozokbol
all, amelyek csak 1 és -1 értékeket vehetnek fel, 1/2 - 1/2 valészintiséggel. Ekkor tobbek
kozott igaz a Polya tétel, amely azt mondja ki, hogy a kiindulasi pontba 1 valészintiséggel
végtelen sokszor vissza fog térni a bolyongas. Raadasul, ezeknek a visszatérési idéknek
az eloszlasa is megadhaté. Azt is ki tudjuk szamolni, hogy atlagosan mennyi id6t tolt a

folyamat egy adott intervallumban.

2.3 AR folyamatok
Definicié 2.1 Azt mondjuk, hogy (x;) p-ed rendi autoregressziv folyamat, ha
T+ Ty F Ty = € (2.2)
ahol (e;) egy o szdrdsu fehér zaj. Ezt réviden ugy jeloljik, hogy (x;) AR(p) folyamat.
A fenti folyamathoz hozzarendelt opreator a kovetkezo:
Az) =14+ a1z + ... + 2P,

ahol z az egységnyi idéeltolas operatora.
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Tétel 2.1 A (2.2) egyenlettel definidlt folyamat csak akkor staciondrius (megfeleld inditds

esetén), ha az A(s) komplex vdltozds polinomra teljesiil, hogy

A(s)#0  ha |s| <1.

Bizonyitds. ( Vazlat) Az alapgondolat a kovetkez6. Ha A(s) gyokei kiilonbozoek, akkor
1/A(s) elemi tortekre bonthaté:
1 P A

i 5~ (S e) - e ()

=1 1 - ﬁks j: j:1

ahol |Bx| < 1 (ui. ezek a gyokok reciprokai). Igy a jobboldalon szerepl sor abszolit

konvergens.

Hatérozzuk meg (x;) autokovariancidit. Legyen
Cr -— E(.I'tJrkiL‘t), k 2 O,

nyilvan c_j = ¢;. Ha megszorozzuk a (2.2) egyenlet mindkét oldalat z; -val, 0 < k < p,

és varhaté értéket vesziink, akkor az aldbbi linearis egyenletrendszert kapjuk:

2

Cotaicr... +ape, = 0

¢ t+oicy...tape, = 0
Cp+aiCy—1 ... +apcp, = 0
cp+aicpq...+aoueg = 0.

Ez p+1 linedris Osszefliggés az elsé p+1 autokovarianciara. A fenti liedris egyenletrendszert
Yule - Walker egyenletrendszernek hivjak. A megoldhatésig feltétele, hogy A(s)-nek
ne legyen egységnyi abszolutértékli gyoke. k > p esetén az autokovariancidk az aldabbi

rekurziéval szamolhatoak:

Cp = —Q1Ck—1 — - .. — QpCl—p.

Specidlis eset. Ha p = 1, akkor a Yule-Walker egyenletrendszer két egyenletbol all:

Co+acy = o2

c+oacyg = O,
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aminek megolddsa mar jol ismert:

o? o?

T = —«

00:7 _—
1 —a?’ 1 —a?’

o2
kﬁ, k > 0 esetén.
o

és altaldban ¢ = (—«) .

2.4 MA folyamatok

Definicié 2.2 Az (x;) folyamatot q-ad rendi mozgddtlag folyamatnak hivjuk, ha
Ty = ﬁoet + ...+ ﬁqet—q (23)

ahol B; valds konstansok, (e;) pedig 0 varhato értéki fehér zaj egységnyi szordssal. Azt
mondjuk, hogy (z;) MA(q) folyamat.

Nyilvanvaléan egy MA(q) folyamat stacionarius lesz, gyenge és erés értelemben eg-

yarant.

Konnyen lathato, hogy a fenti folyamat autokovariancia-fliggvényét igy szamolhatjuk
ki:

q
> 5 k=0
§=0
q—k
> BB  0<k<gq
Crp = j=0 .
0 k> q
C_k k<0
Tehat (Bo, ..., 0,)-bol (co,ci,...,¢q) egyértelmiien meghatarozhaté. Visszafelé ez nem

egyértelmii, ezt mutataja be az alabbi egyszert példa.

Példa. Tekintsiik az alabbi stacionarius folyamatokat:

Ty = €4 + 5615_1 (24)
Y = 6615 + et 1. (25)
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Ha feltessziik, hogy 8 # 1, akkor a két folyamat nyilvan kiillonb6zo lesz. Ennek ellenére,

mindkét folyamat autokovariancia fiiggvénye ugyanaz, éspedig

1+6% k=0
3 k=1
Cr — .
0 kE>1
C_k k<0

A hattérben az all, hogy csak az egyik esetben tudjuk csak a fehér zajt visszadllitani, (3
értékétol fiiggden. (2.4)-bdl e;-t kifejezve, majd ezt Gjra felhasznélva a kovetkezé formélis

sorfejtést kapjuk:

e = Ty — fPe =x — B(xt—l - 5‘%—2) =

= =) (-1 B my. (2.6)
k=0
Hasonléan, (2.5)-bol azt kapjuk, hogy

1 1 1.1
€ = B(yt - €t—1) = Eyt - B(Eyt—l —eg) =
1 & 1
3 k:o( ) Yk (2.7)

lgy az (e4) id6sor kétfajta formalis el6allitasat kaptuk. Lathat6, hogy a (2.6) linedris sziiré

[e.e]

pontosan akkor értelmezhet, ha Y 3°* konvergens, azaz ha || < 1. Hasonléan, a (2.7)
k=0

linedris szlir6 pontosan akkor értelmezhets, ha || > 1. Tehdat bar (x;) és (y;) autoko-

varianciafiiggvénye megegyezik, de csak az egyikbdl tudjuk a fehér zajt rekonstrualni,

értékétsl fiiggden.

Definicié 2.3 Egy (x;) MA(q) folyamatot invertdlhatonak neveziink, ha B(s) gyokei az

eqységkoron kivil vannak.

Meghatéarozzuk most altalanos esetben, hogy adott (co,c,...,¢,) sorozathoz hogyan

tudunk MA(q) sorozatokat hozzarendelni, melyeknek éppen ezek az autokovarianciai.

Lemma 2.1 Adott (co,c1,...,¢q)-hoz akkor és csak akkor létezik olyan (Do,...,05,)

melyekre

ck = BoBk + B1Brs1 + - - By—iBs k=0,..q (2.8)
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ha eqyrészt co > 0, mdsrészt a

1

q
komplex figguénynek az eqységkoron csak pcims multiplicitasi gyoke van.

Bizonyitds. (Véazlat.) A bizonyitds azon alapul, hogy az adott feltétel mellett s71'(s) valés
polinomok szorzatara bonthato:
1
siT'(s) = B(s)s'B(-),
s
ahol a B(s) ¢g-ad foku polinom egyiitthatéi a megfelelé 3 szamok. Ez abbdl lathaté, hogy

a lemma feltételei esetén ha sy gyoke az s'(s) polinomnak, akkor 1/s is az.

Lemma 2.2 I'(s)-nek pontosan akkor van egységkiron csak pdros multiplicitdsi gydke,
ha
['(e”™) >0 e[—, 7],

azaz I'(s) a komplex eqységkiron nemnegativ valds értékeket vesz fel.

Tétel 2.2 (Wold, 1954)
1). Ha wvalamely (co,c1,. .., cq)-hoz létezik olyan (Bo, B, ..., 0,), melyre (2.8) teljesiil,
akkor talalhato olyan (x;) MA(q) folyamat, melyre E(zirx) = ¢, k=0, ...q.

2.) Ha valamely staciondrius (x;) Gauss folyamatra teljesil az, hogy
ar = BE(za2e) = 0, k>q,

akkor ez a folyamat MA(q).

Bizonyitds. A tétel elsé része az eddig elmondottakbdl kovelkezik.

A maésodik részhez tekintsiink egy (z;) stacionarius folyamatot, melyre E(zyxz;) =
0, ha £ > ¢q. A 2.2 lemma feltételének teljesiilését fogjuk igazolni. Legyen we|—m, 7]
tetszoleges. Ekkor

n n

0 < —| Z ze™? = = Z 3 E(wa,)etw =

t=—n Ny ="nr=n

n t+n q 2n+1_|k|
= Y e ZT

=—nk=t—n k=—q

eikw.
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A jobboldal T'(e™)-hoz tart, ami ezért tehat nemnegativ. fgy az eloz6 lemma alapjan a
tételt belattuk.

A fenti tételbol egyszertien kovetkezik az aldbbi:

Kovetkezmény 2.1 Ha (x;) és (y;) figgetlen MA folyamatok, rendjik q, és qo, akkor
(2 + yi) is MA folyamat, és rendje ¢ =max(qy, q2).

Az 2.1. Lemma bizonyitdsdban elmondottak alapjan B(s) meghatdrozasa gy torténik,

hogy az s91'(s) fliggvény gyokpdrjait tetszolegesen csoportositva szorzatta bontjuk:

1
ST (s) = B(s) (qu()).
s
Ebbol is lathatd, hogy miért nem egyértelmii az autokovariancidk alapjan a MA

egyiitthatok meghatarozasa.

2.5 ARMA folyamtok

Definicié 2.4 Az (x;) staciondrius folyamat ARMA (autoregressziv mozgdatlag) folya-

mat, ha léteznek (cy) €s (B;) szamok, hogy
Ty =Ty + ... 0Ty + Boer + Prei—1 + ...+ Beei—yg, (2.9)

ahol (e;) egységnyi szdrdsi fehér zaj. Azt modjuk, hogy (x;) ARMA(p,q) folyamat.

A z idéeltolas operatorral a fenti egyenlet igy irhato:
A(z)xy = B(2)e

ahol

Az) = 1—a1z— ... 2

B(z) = Bo+ iz +...+ B2
Az eddig elmondottakbdl kovetkezik az alabbi tétel:
Tétel 2.3 1). Ha A(z) gyokei az egységkdron kivil vannak, akkor létezik a fenti egyen-
lettel definidlt ARMA folyamat, és ennek létezik MA (oo) elddllitdsa.

2). Ha B(z) gyokei az eqységkoron kivil vannak, akkor (x;) invertdlhatd és létezik AR (o0)
eloallitdsa.
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Az ARMA felirds nem egyértelmii, hiszen az (2.9) egyenlet mindkét oldaldra alkalmazva
a z operator egy r-ed foki P(z) polinomjat, akkor egy mésik lefrast kapunk. Nevezetesen

egy ARMA (p+r,q+r) reprezentéciot:
A(2)z, = B(2)e,
ahol A(z) = P(2)A(z) és B(z) = P(2)B(z). Ezért fel szoktdk tenni, hogy a (2.9) egyen-
letben szerepl6 polinomok relativ primek.
Hatdrozzuk meg (z;) autokovarianciait. Legyenek
cr = E(xpy_y), dy = E(xre;_y).
Eloszor a dy értékeket szamoljuk ki. Nyilvan
d, =0, k<0,
hiszen x; csak {e;, e;_1,...}-t6l fligg. Megszorozva az (2.9) egyenlet mindkét oldalat e, -
val, k = 0,1, ..., majd varhaté értéket véve azt kapjuk, hogy
do = Po
di = aqdy+ by
dy = oudi + aady + (o

dp = ondp—1+ ...+ opdi_p + B,

tehét dj rekurzivan szamolhaté. Most szorozzuk meg az (2.9) egyenlet mindkét oldalat
ri_p-val, k= 0,1, ..., majd vegylink varhato értéket. Az alabbi linearis egyenletrendszert
kapjuk:

Ch = «1C1 —f- e O[pCp + ﬁgdo —f- ﬁldl —|— .. .ﬁqdq

c1T = oo+ ... apCp—1 -+ ﬂldo —+ ﬁgdl + ... 6qdq71

Cq = =Qi1Cq_1+ ...+ Qpcp_g + +B4do.

Ez egy linedris egyenletrendszer (cy,...c,)-ra, ahol az egyiitthaté métrix ugyanaz, mint
a Yule-Walker egyenleteknél. k > ¢ esetén az autokovariancidk egyszerti rekurzidval
szamolhatdk:

Ckp = Q1Ck—1 + .. . QpCl_p.

Az autokovarianciak nagysagrendjérol szol az alabbi tétel:
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Tétel 2.4 Legyen (x;) egy staciondrius ARMA(p,q) folyamat, (cr) autokovariancia-
fugguénnyel. Ekkor
1
ol < KR (),

ahol K konstans k-tdl fiiggetlen, és az AR részhez tartozé A(z) polinom gydkei az R sugari
koron kivil vannak (tehdt R > 1).

A tételbdl kovetkezik, hogy stacionarius ARMA folyamatok autokovarianciai expo-

nencialisan lecsengenek.

2.6 ARIMA folyamatok

Az id6sor gyakran magaban hordozza valaminek a kumulativ hatasat. A folyamat csak a
megfigyelési szint vdltozasaiért felelos, de nem a szintért. Ebben az esetben a megfigyelési

pontok kozti kiilonbség lesz stacionarius, tehat az eddig leirt modellekkel jellemzheto.

Az ARMA folyamatok korénél egy fokkal altaldnosabb modellt irnak le az ARIMA
folyamatok. Itt a méar megismert ARMA részhez egy harmadik, I rész adodik, ami
az integralas roviditése. Ezzel jellemezziik azt a részt, ami a bolyongashoz kapcsolédo,
nem stacionarius komponenst irja le. Egy altalanos ARIMA modellt harom egész szam,
p,d,q jellemez, tehat ARIMA(p,d,q) folyamatrdl beszéliink. Ekkor az autoregressziv
egyiitthatok szama p, a mozgdatlag egytitthatok szama ¢, és d-szer kell differencidlnunk
a sort, hogy stacionariussa valjon. Példaul egy ARIMA(0,1,0), (azaz egy 1(1) folyamat)
egy véletlen bolyongést jelent, ami 6nmagaban altalaban nem stacionérius. A differenciak
sorozata mar staciondrius lesz. Altaldnos tapasztalat szerint az integralt modelleknél ele-
gendo egyszer differencialni a sort ahhoz, hogy stacionariussa valjon. Néha az is el6fordul,

hogy a differencidkat még egyszer kell differencidlni, azaz 1(2) modellt kell tekinteni.

Tulajdonképpen tekinthetnénk egy I(1) folyamatot AR(1) folyamatként is o = 1
egylitthatéval. Lattuk azonban, hogy egy AR(1) folyamat stacionaritdsdhoz sziikséges,
hogy |a| < 1 teljesiiljon. Emiatt, 1-hez kozeli egyiitthatd esetén az autoregressziv folya-

mat numerikusan igen instabil lesz, konnyebb a folyamat differencidival dolgozni.
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3 Stacionarius folyamatok reprezentacidja

3.1 Herglotz tétel

Az el6z6 fejezetben meghataroztuk annak feltételét, hogy egy véges (co,c1,...,¢q)
szamsorozat mikor lehet egy ¢g-ad rendli mozgdatlag folyamat autokovariancia fiiggvénye.
Most altaldnosan kimondjuk (bizonyitds nélkiil) annak feltételét, hogy egy végtelen
(co,c1,...) szamsorozat valamilyen staciondrius folyamat autokovariancia fliggvénye

lehessen.

Tétel 3.1 (Herglotz tétel). Legyen (cx) egy valds szamsorozat. Ekkor létezik olyan
(x1) staciondrius folyamat, melyre ¢ = E(xiix2), pontosan akkor, ha ¢y elédllithato
a kovetkezo alakban:

e = / "R E(dN), (3.1)

ahol i = \/—1, és F(d\) szimmetrikus mérték a [—m, | intervallumon.

A tételben szereplé F' mértéket spektralis mértéknek nevezziik.

Megjegyzés. Azok szamara, akik még nem taldlkoztak a fenti tipusu integrallal, néhany
szoban elmondom hogyan értelmezheté az ebben az esetben. Az F(d)\) szimmetrikus
mérték azt jelenti, hogy minden A C [—m, 7] mérhet6 halmazhoz tartozik egy véges
F(A) > 0 szam (mérték), melyre

F(AUB)=F(A)+ F(B) ha ANB=1,
F(A)=F(-A).

A (3.1) integralt kozelit6 osszegek hatarértékeként definidljuk a kovetkezoképpen:

[Py = dim (A,

- max(6;)—0 j=1
ahol —m = Ao < A1 < ... < \; = 7 az intervallum egy felosztasa, és 6; = \; — A\;_; a j-dik
részintervallum nagyséaga.

Két specialis esetet fogunk megvizsgalni. Elsoként tegyiik fel, hogy az F' mérték ab-

szoltt folytonos a Lebesgue mértékre nézve. Ekkor 1étezik egy f(\) integralhaté fliggvény,
hogy tetsz6leges A C [—m, 7] mérhet6 halmaz esetén

F(A) = /A FN)dA.
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Ezt az f figgvényt spektrdlis striségfiggvénynek hivjuk. Ekkor ¢ igy allithaté elo:
cr = / ¢ F(N)d, (3.2)

ami éppen [ Fourier transzformécidja (konstanstdl eltekintve). Ha az idésor autokovari-

anciai (3.2) alakban allithaték eld, akkor azt mondjuk, hogy folytonos spektruma van.

Maésodik specidlis esetként azt tekintjiik, amikor az F' mérték néhany pontra van kon-

centrdlva. Legyenek ezek a pontok
)\jE[—’/T, 71'], )\—j = _)\j7

jeIN. A megfeleld silyokat jelolje 3. (07 = 02;.) Ekkor egy A halmaz mértéke igy

szamolhato:

=> o}

AjeA
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az idésornak diszkrét spektruma van. Ekkor a (3.1)

integrél osszegként szamolhaté a kovetkezdképpen:
Z 0,2 ik
j—foo
Felhasznéljuk, hogy az F' mérték szimmetrikus, ezért ¢, igy szamithato:

=05+ Jf(eik)‘j +e My =05+2)° o2 cos(kA;).
=1 =1

3.2 Folytonos spektrum

Tegyiik fel, hogy az id6sor spektruma (3.2) alakban all eld. Ekkor a (¢) autokovarianciak
ismeretében a spektralis stirtiségfiiggvény inverz Fourier transzforméciéval hatarozhato

meg:
[e.9]

i fzk)\
o 2

Hasznaljuk fel, hogy c_x = ¢, igy azt kapJuk, hogy

f) = 21 (co +2 Z CLCOS k‘/\)) (3.3)

k=1
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1. Példa. Tekintsiink egy (e;) fehér zaj folyamatot, ennek autokovarianciai:

o, k=0
Cr — .
0, k+#0
Ekkor a (3.3) képlet alapjan a spektralis slirliségfiiggvény
A) = —
=1
azaz konstans lesz. Valoban, elvégezhetjiik az ellenorzést:
2
co = / T dx = o2,
— 2T
2 2

_ 0T kg O
Ck_QT('/ed)\Q

. . (/1 cos(kA)dA —|—z/7; sin(k)\)d)\) 0

2. Példa. Legyen (z;) elsérendii mozgdatlag folyamat, azaz

xy = Boer + Brep—1,

ahol (e;) egységnyi szorasu fehér zaj. Ennek autokovarianciai:

cy = 5(2) + 67
G = 50ﬂ1,
c. = 0, k> 1.

Ekkor a spektrélis stirtiségfiiggvény (3.3) alapjdn igy irhato:

FO) = o= (58 + 57 + 26061 cos(V))

Egyszeri szamolassal igazolhatd, hogy

FON) = ol + e

3. Példa. Tekintsiink most egy AR(1) folyamatot. Legyen

Ty = QT4 + €4,
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ahol (e;) o szérasu fehér zaj, || < 1. Ennek autokovariancidit mar meghatéroztuk,
éspedig:

0.2

1—a?
ok
c, = a’co, k> 0.

Igy a (3.2) képletet alkalmazva azt kapjuk, hogy

F) = 232 (1 L2y ot cos(/\k)> .

k=1

A jobboldalon levo Osszeg kiszamitasdhoz vezessiik be a
2 = ae™ = a(cos()) + isin(\))

komplex szamot. Ekkor azt irhatjuk, hogy

1+2Y afcos(Ak) =1+ 2Re (Z zg> = 2Re (Z zg) — 1.

k=1 k=1 k=0
Mivel |zg| = || < 1, ezért a fenti mértani sor konvergens. Azt kapjuk, hogy
0
Z Zg 1 —1 20
k=0 0
Némi szamolas utan végeredményiil
o? 1

f)

T 1 2a.cos(N) + a?

addédik. Egyszertien igazolhatd az is, hogy

1 2

1 — ae

fO) =<2

o

A fenti példdk utdan megvizsgaljuk, hogy altalaban hogyan valtozik a spektrélis

sturtiségfiiggvény linedris szir6 hatasara. Legyen

ze = hiyj, D h? < o, (3.4)
=0 =0
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és jeloljiik a megfelel6 autokovariancidkat a kovetkezoképpen:

Cy<k) = E(yt+kyt)7 CCC(k> = E(xH_k.fEt).

Tegyiik fel, hogy (y:) folytonos spektrumi, spektralis stirtiségfliggvényét jeloljik f,(A)-val.
Ekkor

¢, (k) = /_ 7; ¢ f (N)dA. (3.5)

A (3.4) egyenletet énmaga eltoltjaval megszorozva, azt kapjuk, hogy

7=0

E($t+k$t (Z hgyt+k ]) <Z hlﬂt—l) Z Z h; hlcy —-J+ Z)-
=0 7=01=0

Helyettesitsiik be a fenti egyenletbe a (3.5) eléallitast. Osszevonds utdn azt kapjuk, hogy

ey = [ e (ii ”'M) fy(N)dA =

—Tr

T o
_ / oA
. =

2
> hje

A fenti egyenletben éppen (x;) autokovariancidinak spektrél-el6éllitasat kaptuk meg, ezért

fy(A)dA

spektralis strtiségfiiggvénye igy irhato:

£:(0) = [H(e™)]" 00, (3.6)
ahol N
z) =Y h;.
7=0
A (3.6) altaldnos Osszefiiggés alapjan meghatarozhatjuk egy MA(q) folyamat spektral
sturtiségfiiggvényét. Ekkor ugyanis
zy = Poer + ... + Byer—q = B(2)ey,

ahol B(z) = By + [1z + ... 0,29, és (e;) egységnyi szordsu fehér zaj. Mivel (e;) spektrél
stirliségfiiggvénye konstans 1/2m, ezért (x;)-é igy szamolhatd:

FO) = - IBE )P
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Hasonléan belathat6, hogy ha (z;) ARMA(p,q) folyamat, akkor spektrélis
strtiségfiiggvénye:

2

1

" or

B(e™™)
Ae=)

ahol (z;) altalanos alakjat (2.9) adja meg. A fenti tipusu fiiggvényeket raciondlis spektrdl

f)

Y

sturiségfigguénymek nevezziik.

3.3 Diszkrét spektrum

Tegyiik fel, hogy az (x;) idésornak diszkrét spektruma van, tehét autokovarianciai igy
allithatok elo:

e =05 +2) 0 cos(kh;). (3.7)

j=1
Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy azok a stacionarius idésorok, amikkel eddig foglalkkoz-
tunk (AR, MA, ARMA), mind folytonos spektrummal rendelkeznek. A kovetkezd

allitasban példat mutatunk olyan idésorra, aminek diszkrét spektruma van.

Allitas 3.1 Tekintsiink eqy (x4) iddsort, amely igy dll eld:

= Ag + i (A cos(Ajt) + Bjsin(Ajt)) , (3.8)

J=1

ahol (A;, B)) fiiggetlen, 0 vdrhato értéki, Uj\/§ szorasu valosziniséqi vdltozok . FEkkor

(x1) autokovariancia fiiggvénye (3.7) alakban irhato.

A fenti allitas szerint a diszkrét spektrum azt jelenti, hogy az idosor véletlen periodusok

osszegeként all elo.
Bizonyitds. A (3.8) egyenlethez hasonléan azt {rhatjuk, hogy
Tepp = Ao + Y (Ajcos(N;(t + k) + Bysin(\;(t + k))) . (3.9)
=1
Szorozzuk Gssze a (3.8) és (3.9) egyenleteket, és vegyiink varhaté értéket. Mivel

0 j#£l

] , E(A;B) =0,
20? 1=1 !

E(AJAI) - {
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azt kapjuk, hogy

c, = op+2 i o {cos(A;(t + k)) cos(A;t) + sin(A; (¢ + k)) sin(X;2) }

j=1
oo
= 05 +2) 0 cos(\k).
j=1
Koézben a felhaszsnéltuk a jol ismert trigonometrikus azonossdgot cos{\;(t + k) — At}
kiszamitasara.
Tekintsiik azt az esetet, amikor az idésor véges sok véletlen periodus Osszegeként all

eld. Tegytik fel, hogy az (3.8) el6allitdsban Ag = 0, és legyen a véges spektrum Aq, ..., \,.
Megjegyezziik, hogy ekkor (z;) az aldbbi alakban is irhaté:

x =Y ajcos(\t + ¢;), (3.10)
j=1
ahol (a;,¢;) fliggetlenek. a; 0 varhaté értékil, normalis eloszlast valdszintiségi valtozd

o, szérassal, ¢; pedig egyenletes eloszlasi a [—m, 7| intervallumban. A (3.8) és (3.10)

felirasok ekvivalencidja a kovetkezdképpen lathato. frjuk fel, hogy
ajcos(At + ;) = (a; cos(p;)) cos(At) + (—a;sin(p;)) sin(A;t).

Legyen A; = a; cos(p;) és B; = —a;sin(p;). Ekkor figyelembe véve, hogy
1 1
2’ 2’
kovetkezik, hogy A; és B; a kivant tulajdonsaguak.

E(cos® ¢;) = E(sin® ;) = E(cosp; sing;) =0,

Tovébb egyszeriisitjiik a modellt, ami tekintiink. Tegyiik fel, hogy (z;) ilyen alakban
all elo:

zp = ag+ Y (a;cos(Ajt) + b sin(Ajt)) + e, (3.11)
j=1

ahol ag, by, A\, konstansok, (e;) pedig fehér zaj. Az ilyen alaku folyamatokat rejtett peri-

odust idosormak nevezziik, a rejtett periodusok A, ..., Ap,.

Legyen adott a fenti iddsor egy véges megfigyelése: (z1,xs,...,xy). Tegylik fel, hogy
m és A, ..., Ay ismertek. Ekkor a megfigyelések alpjan az (a;, b;) egyiitthaték legkisebb

négyzetes becslése konnyen meghatarozhatd, mint az alabbi minimumfeladat megoldasa:

min (i(wt — ay, cos(Axt) — by sin(/\kt))2> .

t=1



29

Egyszerii szamolassal azt kapjuk, hogy ezek a becslések a kovetkezok:

2 n

a; = — Y xicos(\t) (3.12)
N =

- 9 n

b, = N > mypsin(Ajt). (3.13)

i
I\

Természetes kérdés, hogy hogyan lehet a rejtett periodusokat becsiilni véges mintabol.

Ehhez bevezetjiik a kovetkezo fogalmat:

Definicié 3.1 Az empirikus iddésor periodogramja egy [—m, | ben értelmezett fiigguény,

melyet tetszdleges Ae[—m, m| esetén igy definidlunk:

In(\) = A2(\) + B*(\) = — —iXt

ahol
AN = \/EZ xy cos(At), B(\) = \/gz_:l xp sin(At).

Egyszertien igazolhatd, hogy a periodogram kozvetleniil szamolhaté az autokovariancak

becsléseibol. Errol szol a kovetkezo lemma:
Lemma 3.1 Tetszdleges \e|—m, | esetén teljesiil, hogy
N-1
In(A) =2 & cos(Ak),
k=0

ahol

1 N=
Ch = — TtLttk-
N E

Fontos észrevétel, hogy ha a periodogramot éppen a rejtett periodusokhoz tartozo

pontokban szamoljuk ki, akkor

AN = \/gak B(\,) = \/ﬁék

ad6dik, ahol a @y, ill. by, becsléseket (3.12) és (3.13) adta meg. Ezen a megfigyelésen alapul

a kovetkezd allitas:
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Allitas 3.2 Tegyiik fel, hogy a mintabeli megfigyelések szama végtelenbe tart. FEkkor a

periodogram hatdrértékére

0 AN£N, k=1,...,m
g, Iv(A) =

400 A=A, valamilyen k—ra

adodik. A fenti konvergencia sztochasztikus értelemben értendd.
. o ) . 2m Anm Y
Numerikus szdmitdsoknal a periodogramot a A = 0, —, N helyeken értékelik
ki. Nagy mintaszam esetén a periodogram kiugréd értékei nagy valdszintiséggel rejtett
frekveniakat jelentenek. Ezek tesztelésére a Fisher probat hasznéljék, ennek leirdsa meg-

talalhat6 példaul az [?] konyvben.

Roviden osszefoglaljuk ennek lényegét. R. Fisher dolgozott ki egy statisztikai probat
annak vizsgélatdra, hogy egy (3.9) alaku idGsor tartalmaz-e rejtett periédusokat. Ez a
proba csak akkor végezhetd el, ha a fehér zaj normalitasa felteheto. A nullhipotézis ekkor

a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg:

Tegyiik fel, hogy az idésor paratlan szamu elemet tartalmaz (egyébként az elsot vagy az
utolsét elhagyjuk), azaz N = 2m + 1. Tekintsiik az Iy(\) periodogram

B 2r
C2m+1

T

helyein felvett értékeit, legyen u, = Iy(A.). Definidljuk a z valdsziniiségi valtozdt a
kovetkezoképpen:

Uy
D uk
k=1
Bebizonyithato, hogy z eloszlasa igy szamolhato:

P(z>z)=m(l —z)™ "' - (Z‘) (1—22)™ ' + (7;) (1—3x)™ "t — .

Z = Imax
T

ahol az Gsszegzés csak addig megy, mig a jobboldalon levd zardjeles kifejezésekben (a
hatvanymennyiségek alapjaban) pozitiv szamokat kapunk. A fenti 0sszeg tehdt minden x

mellett csak véges sok taghdl all. fgy meghatarozhat az a z, szam, amelyre

P(z>z,) =«
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teljesiil, és ha konkrét xq, ..., xny megfigyelés alapjan szamitott z nagyobb z,-nal, akkor

elvetjiik a nullhipotézist, mig z < z, esetben nincs ellentmondas adataink és Hy kozott.

4 Paraméterbecslés

4.1 AR paraméterek legkisebb négyzetes becslése

Tekintsiink egy

Ty = Q1T+ ... QpTi—p + e (41)

autoregressziv folyamatot, ahol (e;) o sz6r$i normélis eloszlasu fehér zaj. A fenti egyenlet-
ben szerepld «; egyiitthatok becslésére a legkisebb négyzetek modszere (LKN), ill. annak
rekurziv alakja alkalmazhatd, melyet az idésor xg, 1, xs, ..., x, szelete alapjan fogunk
meghatarozni. Vezessiik be a

0* = (Oél,...,Oép)T

y(t) = (ze_1,..., 7 p)"
vektorokat. Ekkor a (4.1) egyenlet az
zy = y(t)T 0" + e

linedris regresszids alakban {rhat6. Képezziik az

vektorokat illetve matrixot. Ezekkel a fenti modell
X=Y0"+u (4.2)

alakban frhato. A legkisebb négyzetes mddszer 1ényege, hogy azt a 6 paramétert valasztjuk

ki, amelyre az X — Y0 kiilonbség bizonyos értelemben minimalis. Ez azt jelenti, hogy a

V(0)=(X-YOT(X -Y0)
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véletlen koltségfiiggvény minimumat keressiik. Jelolje a minimalizalé értéket 6. Ezt dgy
tudjuk meghatarozni, hogy kiszdmoljuk V' (6) gradiensének nullhelyét. A derivalandé
fiiggvény tehat:

V(O)=X"X -2XTYo+0TY"Y0.

Ennek 6 szerinti derivéltja (a derivalast alsé indexben jeldljik):
Vo(0) = —2XTY +207YTY.

Ennek az egyenletnek a megoldasa lesz 6. Ekkor igaz az alabbi tétel:

Tétel 4.1 A wvalodi paraméter kielégiti az
Y'Y —-YTX =0 (4.3)
véletlen normdlegyenlet varhato értékét, azaz

EYTYo - YTX)=0.

Bizonyitds. Helyettesitsiik be a (4.2) modellt a normélegyenlet baloldalaba:
YY) - YIX =YTYO - YI(YO" +u) =

=YY (0 -6") - YTu
Igy 6 = 0% mellett az elsé tag 0 lesz. A mésodik tag varhat6 értékére

n

B(YTu) = B(Y y(K)ex) = 0

k=p
adddik y(k) definiciéja miatt.
Tehat n megfigyelés alapjan a 6, LKN becslés a (4.3) normélegyenlet megoldasaként

igy szamolhato:
0, =(YTY)'YTX, (4.4)

feltéve, hogy a képletben szereplo inverz létezik. A fenti jeloléseket mdédositsuk annyiban,

hogy jelezziik Y (n), X(n) is n-tél fiigg. Bizonyitds nélkiil kimondjuk az aldbbi lemmat:
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Lemma 4.1 Legyen A(z) a (4.1) egyenlethez tartozd polinom, azaz
A(Z) =1 — a1z — apz® — ... ap2P.

Tegyiik fel, hogy A(z) stabil. Ekkor

lim lYT(n)Y(n) —

n—oo n,

eqy valoszintiséggel valamilyen ® p X p dimenzios madtriz-szal.

Mivel a (4.3) normalegyenlet igy alakithaté:
YT(n)Y(n)d — YT (n)X(n) =Y (n)Y(n)0 — YT (n)(Y(n)0* + u(n)) =

=Y ()Y (n)(0 - 0") = Y (n)u(n),
ezért a nagy szamok torvénye miatt

és a konvergencia 6-ban egyenletes. Ezzel belattuk az alabbi tétel elso felét:

Tétel 4.2 Tegyiik fel, hogy ® nemszinguldris. Ekkor

lim 6, = 6%,

n—oo

1 wvaloszinidséggel, tehat a LKN becslés erosen konzisztens. Tovabba, a becslés aszimp-

totikus szorasmdatrixa s meghatdrozhato:

lim nE(0, — 0%)(0, — 0")" = o*d".

A tétel masodik része az els6hoz hasonléan igazolhato.
A fenti becslés konnyen rekurzivva tehet6. Ez azt jelenti, hogy ha n megfigyelés alapjan

mar kiszamoltuk a 6, becslést, akkor az n + 1-dik megfigyelés utan nem kezdjiik tjra a

szamolast, hanem én értékét felhasznalva szamoljuk ki a kovetkezo §n+1 becslést.

A rekurzié felirasdhoz vezessiik be az
U(n) =

jelolést.
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Tétel 4.3 A rekurzios egyenletek igy irhatok:
1
Un) = Ul =1+ (y(n)y" () = U(n ~ 1)) (4.5)

~ ~ ~

1
On = O+ U (n)y(n) (20 — ¥  (0)0-1) - (4.6)
Bizonyitds. Az U(n)-re vonatkozé rekurzié kozvetleniil kovetkezik a definiciéb6l, miszerint

U(n) =

S|

> yk)y" (k).
k=1
A (4.6) egyenlet igazoldsédhoz irjuk fel a (4.4) becslést részletesen:
N n -1 n
0, = (Z y(’f)?f(’f)) (Z y(j)xj) :
k=1 j=1
amibodl az kovetkezik, hogy
(32wt @) 8, = 3wt (47)
k=1 j=1
Ezek utan szorozzuk meg a (4.6) egyenlet mindkét oldalét balrél az
nUn) = y(k)y" (k)
k=1

matrix-szal. 0, (4.7) elééllitasat felhasznédlva azt kapjuk, hogy

z y(j)z; = Z 47 + ()" ()Bnor + y(0) (@ — 7 (0)Bcr),

ami lathatoan azonossag.

A fenti rekurziéban minden lépésben tjra kell szamolni az U matriz inverzét. A
rekurziét gy tehetjik teljessé, hogy az inverz feljitasi szabalyat adjuk meg. Mivel min-

den 1épésben egy didddal valtozik a matrix, felhasznaljuk az alabbi igen hasznos lemmat:

Lemma 4.2 Legyen A egy n X n dimenzids requldris mdtriz, u pedig eqy n dimenzios
vektor. Ekkor
Ay AT

TN-1 _ p—1 _
(A+uu )" =A A
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Bizonyitds. Egyszerli beszorzassal igazolhatd. Valoban,

Aty AT
e 1 0. "=
( 1+ uTA1u> (A+w)
I Aty Al A u(u" AT )"
B 1+ul A 1+ufA
1 (u” A~ )
=I+A v (——F— 11— ————— | =L
* o ( 1+u" A * 1+u"A

Vezessik be a

Pl = 070 = (0" )

k=1

jelolést. Ekkor a fenti lemma segitségével a P(n)-re vonatkozo rekurzié igy irhato:
)

P(n—1)y(n)y" (n)P(n — 1)

P(n) = P(n—1) — (4.8)

A legkisebb négyzetes becslés rekurziv véltozatat tehat a (4.6) és (4.8) egyenletek adjak.

Megjegyzés A LKN moédszert formalisan autoregressziv-mozgdatlag (ARMA) folyamatok
identifikalasara is alkalmazhatjuk ugy, hogy a mozgodatlag részt fehér zajként kezeljiik.

Ekkor azonban a becslés aszimptotikusan torzitott lesz.

Megjegyzés A LKN mddszernek van egy olyan valtozata is, amelyben a régi adatokbdl
adddo négyzetes hibatagot exponencialisan csokkend sillyal vessziik figyelembe. Ez a
modszer az alapja azoknak az eljarasoknak, amikkel idében valtozd paraméteri folyama-

tok paramétereit lehet kovetni.

4.2 ARMA folyamat maximum likelihood identifikacidja

A LKN mddszerhez hasonléan a maximum likelihood (ML) becslés is szerepelt mar
érintolegesen a II. éves statisztika tantagy anyagaban. Ez az angol nyelvii elnevezés
annyira elterjedt a szakirodalomban, hogy mi is ezt haszndljuk. Magyarra talan ugy
fordithatnank, hogy 'paraméterbecslés a legnagyobb valdszintiség elve alapjan’. Ez alatt

a kovetkezot értjik: a megfigyelt idésor egy elméleti idésornak valamely realizacidja.
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Feltételezéstink szerint az elméleti idésor lefrasaban egy ismeretlen 6 paraméter szere-
pel (ilyen paraméter lehet példaul a varhaté érték, a szérds, vagy az ARMA leirdasban
szereplé o, B; paraméterek, esetleg ezek szama is). Tetszéleges paramétervalasztas mel-
lett az (z1,...x,) elméleti iddsor egy olyan n dimenziés valdsziniiségi valtozéval frhatd
le, aminek eloszlasa a paraméterek fliggvényében megadhato. fgy kiszamolhaté, hogy egy
rogzitett € mellett mi annak a valdszintisége, hogy épp a keziinkben lev6é empirikus idésort
kapjuk. Pontosabban, ha (z;) folytonos eloszldsi valdsziniiségi valtozékbdl all, akkor a
strtiségfiiggvény megfigyelési pontokban felvett értékét tekintjiikk. Ha fp-val jeloljilk azt
a strliségfliggvényt, ami a 6 paraméteri modellhez tartozik, az z,...x,, megfigyelések

alapjan kiszamolhat6 a kovetkezd fiiggvény:

L(zy, 29, .., 2,,0) = fo(x1, 22, ..., 7).

Ezt a fiiggvényt likelihood figgvénynek hivjuk. A ML eljardas sordan ezt a fliggvényt
maximalizaljuk #-ban. Sok esetben a fenti fiiggvény helyett numerikusan egyszeriibb
kiszamolni a likelihood fliggvény logaritmusdnak a maximumbhelyét. A minimalizalandé

fiiggvényt ekkor log-likelihood fiiggvénimek hivjuk.

Specidlis esetként tegyiik fel, hogy (z;) fiiggetlen, azonos eloszlasi valdésziniiségi
véltozdokbdl all, melynek stirtiségfiiggvénye f(x,0), ahol 0 egy ismeretlen paraméter. Ekkor

a likelihood fiiggvény:
L(z1,2a,...,20,0) = [[ f(2:,0).

Ennek logaritmusa a log-likelihood fiiggvény:
log L(x1, 22, ..., 2,,0) = Zlog f(z,0),
i=1

és ezt kell maximalizalni #-ban. Ha példdul (z;) normélis eloszldsi egységnyi szdérasssal

és ismeretelen varhato értékkel, akkor

2 i 2
z,0) = ——e 2@707
ahol 0 az ismeretlen varhaté értéket jeloli. A negativ log-likelihood fliggvény pedig, amit
minimalizalni kell a kovetkezo:

n

—log L(w1, @, ., 20,0) = 5 log(2m) + 3 (w — 6)°

=1
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Konnyen lathato, hogy a ML becslés ebben az esetben a szamtani atlaggal esik egybe.

Miel6tt ratérnénk a ML becslés targyalasara ARMA folyamatok esetén, roviden

osszefoglaljuk a tobbdimenzids normalis eloszlassal kapcsolatos ismereteinket.

Definicié 4.1 Egy & = (&1, ..., &) n-dimenzids valdszindiségi valtozo standard normadlis
eloszlasu, ha koordindtdi fiiggetlen standard normadlis eloszldsiu skaldar valdsziniiségi
valtozok . Ezt ugy jeloljuk, hogy

&~ N,(0,1).

Ennek a véletlen vektornak a stirtiségfiiggvénye
= (2 —n/2 _1 2
pulz) = (2m) " exp(=5l2]%)

Definicié 4.2 Egy nelR? p-dimenzios valésziniségi vdltozo normadlis eloszlasi, ha létezik
olyan A p X n dimenzios mdtriz, u p-dimenzios valds vektor és & n-dimenzids standard

normdlis eloszldsi valdszinidségi valtozo , melyekre
n = A+ .

Tegyiik fel, hogy a normalis eloszlasu n valdszintiségi valtozd varhatd értéke pu,

szorasmatrixa ¥ invertalhato. Ekkor striiségfiiggvénye
T _ 1 B
f(z) = (2m) "2 det(D) ™ 2eap(— 5 (2 — 1) "=z = ).

Ezt ugy jeloljik, hogy & ~ N, (i, X2).

Tekintsiink egy ARMA (p,q) folyamatot:

ahol

A(z) = 14+ajz+... 0"
B*(z) = 1+({z+...+ 082"

és (e;) standard normalis eloszldst fehér zaj. Feltessziik, hogy az A* és B* polinomok

stabilak (azaz gyokeik az egységkoron kiviil vannak).
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Az A*(z) és B*(z) polinomok egyiitthatéinak maximum likelihood becslését fogjuk
megadni azon feltétel mellett, hogy {z;, e;,t < 0} sziikséges szamu értéke adott, pl. x; =
e; = 0 hat < 0. Az ismeretlen paramétereket gytijtsiik ossze egy 0* vektorba, azaz legyen
0* = (of, g, OF, ...,ﬁ;)T. Jelolje D C IRP™ azon paraméterek halmazit, melyekre a

megfelel polinomok stabilak.

Mivel feltettiik a fehér zaj normalitdsat, ezért (zy,...x,) is normaélis eloszlasui lesz, 0

véarhaté értékkel és valamilyen 3(0*) szérdssal. Ennek stirtiségfiiggvénye

F@n s, am) = (20)2 (detS(0%)) 2 exp (—;xTE(G*)_1x> |

ahol = (z1, 29, ...,7,)T. A negativ log-likelihood fiiggvény tehdt
n 1 R —1
L(zy,z9,...,2,,0) = B log(2m) + 5 log detX(6%) + 3% ¥(0) .

Bizonyitéas nélkiil elmondjuk, hogy ez a log-likelihood fiiggvény hogyan hatarozhaté meg
az id6sorbol. A ML eljaras soran az ismert (z;) folyamat segitségével egy tetszoleges feD
paraméterbdl kiindulva megprébaljuk rekonsrudlni az (e;) zajfolyamatot. Nevezetesen,
legyen 6 = (aq,...q, B, ..., B,)7 egy megfelel§ paraméter, a hozzd tartozé operdtorok
A(z) = 1+ iz + ..apz?, B(z) = 14 1z + ...0,29. Definidljuk a (6-tdl fiiggd) (.(0))

folyamatot a kovetkezoképpen:

€t(9> + 516}_1(6) + ...+ ﬁcht_q(@) =T+ 1T+ ... Tt—p, (49)
azaz legyen
B(z)e(0) = A(z)xy.

Ekkor igazolhatd, hogy a negativ log-likehood fiiggvényt konstanstol eltekintve a
SO
— > &
2 t=1
kifejezés adja meg. Ennek a fliggvénynek a minimumbhelyét kell megkeresni, amit gyakor-
latilag gy végziink el, hogy a derivalt nullhelyét Newton-moddszerrel kozelitjiik. Ehhez
szitkséglink van a fenti koltségfiiggvény masodik derivaltjara is. Derivaljuk a (4.9) egyen-
letet az ismeretlen paraméterek szerint. Ami szerint derivdlunk, als6 indexben fogjuk
jelolni:

€5j7t(9) -+ 618/3%1571(9) + ...+ ﬁq&‘lgj,tfq(e) = —€t,j(9)

Eak,t(e) + ﬂlgak,tfl(e) +.ooo+ 6q8ak,t*q(9) = Tt k-
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Jeloljiik n;(0)-val a derivalt (vektor) folyamatot. Ekkor az el6z6 Osszefiiggések tomoren
igy irhatok:
1e(0) + B1ne—1(0) + . .. + Bym—q () = (1) (4.10)
ahol p(t) = (—&,-1(0),...,—e1—(0), 24-1, ..., 1) "
Az off-line ML becslést tgy értelmezziik tehat, mint a V,(0) fiiggvényminimumhelyét,
amit Vp,,(0) gyokeként hatarozunk meg. Ez a fiiggvény:

Von(0) = ﬁ;latw)nth

melynek gyokét 6,-nel jeldljiik.
Megjegyzés. Mivel V,,(6) véletlen fiiggvény, ezért eléfordulhat, hogy minimumhelye D-n
kiviil esik. Ezért kicsit modositjuk 0, definiciéjat: Pontosabban, 0., legyen V,,(0) mini-

mumbhelye, ha ez D belsejébe esik, egyébként legyen tetszoleges D belsejébe es6 paraméter.

Bizonyitas nélkiil kozoljik az alabbi tételt:

Tétel 4.4 Legyen 6,, 0* mazimum likelihood becslése n elemi minta alapjan ekkor
V0, —0*) — N(0,R),

ahol R eqy késobb megadando madtriz. Tehdt a mazimum likelihood becslés erdsen

konzisztens.

A f-ra tett feltevésiink miatt értelmezhetd egy aszimptotikus koltségfiiggvény, mivel
létezik a )
lim — Zst = 11m 2E5t (0)

n—oo
N4

hatarérték. Legyen tehat

1 1
W () £ lim ~V,(6) = lim B (0).

n—oo N,

Ezt aszimptotikus log-likehood fligguénynek nevezziikk. Konnyen igazolhatd a kovetkezo
tétel:

Tétel 4.5 Az igazi paraméter W (0)-nak globdlis minimuma, tovdbbd

d d?
@W(QMO:O* = 07 ﬁw(e)lgzg* Z O
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Bizonyitds. Lattuk, hogy £,(0) igy allithaté el6 a fehér zaj folyamatbdl:

A(z) B*(z)
“u(0) = B(z) A*(z) "

ami a polinomokra tett stabilitasi feltétel miatt végtelen MA alakban irhtaé:

£(0) = Z VtCk—t-
k=0

Mivel a polinomok féegytitthatéi mind 1, ezért vy = 1. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy
stacionarius inditas esetén
Ee}(0) > Ee?.

Figyelembe véve, hogy &,(6*) = e,
W(6) = lim E £(6) > lim E 2(6°) = W(6"),
tehat 0* valoban globalis minimum lesz az aszimptotikus koltségfiiggvénynek.
A definicié szerint W () derivéltja igy irhatoé:
Wo(6) = Jim E(i(0)0(0))

A (4.10) képlet szerint 7,(0) meghatérozdsdhoz £4(0), s < t — 1-re van sziikség. Mivel
pedig £,(6%) ~ e; ( a kiilénbség a nem staciondrius inditdsbdl adédhat, és exponencidlisan

lecseng), ezért 6 = 0* esetén ¢, és 1, aszimptotikusan fiiggetlenek. fgy
Wp(07) = lim E(e;n(67)) = 0.
A masodik derivéltra
Wan(6) = lim {E((6)n (6)) + B(=0(6)mn.(6))}

adodik. A hatarértékben szereplé masodik tag # = 6* estén most is aszimptotikusan

fliggetlen tényezokbdl all, igy ez eltiinik. Azt kapjuk tehat, hogy

Wao(6) = lim {E(n,(6")n; (67))} = 0.

A fenti tételnél még tébbet allit a kovetkezd tétel (Astrom-Sodertrom, 1974), ezt nem
bizonyitjuk:
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Tétel 4.6 Tegyiik fel, hogy a folyamat leirdsaban szerepld A*(z) és B*(z) polinomok re-
lativ primek. Ekkor 0*-on kivil nincs mas lokdlis minimumhelye W (0)-nak D-ben.

A fenti tételek alapjan az aszimptotikus koltségfiiggvényrol tudjuk, hogy globalis mi-
nimuma egyértelmi, és a valdédi parméterértékkel egyezo. Mi azonban ezt a fliggvényt
nem ismertjiik, helyette az n-dik idépontban ennek egy véletlen kozelitése, V() adott.
A ML becslés erés konzisztencidjat allitja az aldbbi tétel (Ljung, 1996):

Tétel 4.7 Tegyiik fel, hogy
2

W(0)|,_p- = R > 0.

d6?
Ekkor létezik 6*-nak olyan U kérnyezete, és olyan ny kiiszobérték, hogy n > ny esetén a
d
—V,.(0) =0
75 Vn(0)

eqyenletnek U-ban egyetlen megolddsa van, mondjuk 0,,. Ezenkiviil

lim 6, = 0*

n—oo

teljestil 1 valosziniiséggel.
A ML becslés hibajanak aszimptotikus szorasa is meghatarozhato:

Tétel 4.8 A fenti feltételek teljesiilése esetén

Vn(b, — 6*) — N(0, R).

Lathato, hogy a ML becslési feladat egy nemlinedris fiiggvény minimalizdlasdhoz vezet.

Ilyen feladatok megoldasat iteracioval tudjuk elvégezni.

~

A gyakorlatban sokszor célszertibb a ML becslést rekurzivva tenni, azaz 60,-et

kozvetleniil 6,,_; alapjan szamolni. Ez a mddszer azon alapul, hogy a

d
o Va(6,)

0, n=12..

0 ,
egyenletet felhasznalva a %Vn(ﬁ) figgvény 0* koruli Taylor kozelitését hasznéljuk. Igy
felirhatjuk, hogy

~

é\n ~ é\nfl - Vv@@,n(é\nfl)5n<§n71>77n(9n71)-
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Ezek utan a rekurziv ML eljarashoz tartozo rekurzios képletek konnyen felirhatok. Megje-
gyezziik, hogy az igy kapott becslési folyamat nem lesz azonos a ML becslésekkel. Igazol-
haté azonban, hogy nagyon kozel lesz hozza. Magukra a képletekre nem lesz sziikségiink,
a programcsomagok készitoi ezeket mar lekédoltak. A fent elmondottak alapjan ki tudjuk
valasztani azt a paraméterbecslési modszert, ami egy konkrét esetben célravezeto, és a

kapott eredményeket értelmezni tudjuk.

4.3 ARMA folyamatok elorejelzése

Legyen adott egy idGsor x1,....x; szelete, és szeretnénk meghatarozni k 1épésre elore az
Tk legjobb becslését. Feltessziik, hogy az elméleti idésor ARMA (p,q) modellel irhaté le,
azaz

A(2)x; = B(2)ey

ahol A(z) és B(z) a z idGeltolas-operator polinomjai, melyrél feltessziik, hogy stabilak.

Részletesen kiirva a fenti egyenlet ilyen alaku:
T+ o1+ ..oty =€+ Sre1 + .+ Beey. (4.11)

Legjobb becslés alatt azt értjiikk, hogy ki szeretnénk szamolni x,,; feltételes varhaté

értékét az xq, ....x; valtozdkra. Vezessiik be a kovetkezo jelolést:
Tty = E([Et+k | Tty L1y )

Felhaszndljuk, hogy a (4.11) egyenlet végtelen MA modellként felirhaté:
B(z)

Ty — A(Z) €.

A legjobb eldrejelzés kiszamitdsdhoz végezziik el B/A felbontését:

B(z)
A(z)

L G(2)
A=)’

= F(2)+2 (4.12)

ahol F'(z) legfeljebb k — 1-ed fokui polinom. Ekkor
G(2)

Ltk = F(Z)€t+]<; + Tz)et.
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fgy ha mindkét oldal feltételes varhato értékét vessziik {xy,x¢—1,...}-re vonatkozdan, a
jobboldal elso tagja eltiinik, a masodik tag feltételes varhato értéke énmaga. Azt kapjuk,

hogy
- G(2)

Ttk = @et-
Mivel az elorejelzést x fiiggvényében szeretnénk kifejezni, behelyettesitjiik, hogy e; =
(A/B)x;. [gy azt kapjuk, hogy
Tipp = %xt
B(z)
tehat az x-re vonatkozo rekurzié igy irhato:
B(2)Zr = G(2)2. (4.13)

Hatarozzuk meg az elorejelzési hibat. Ezt tgy definidljuk, mint
Etk = Tosk — Tovk-
A (4.13) egyenletbdl azt kapjuk, hogy
B(2)Zi4r = G(2)(@ + &) = G(2)2FByp + G(2)e.
Rendezziik at ezt az egyenletet:
(B(2) — 2°G(2))Z4n = G(2)z;.

A (4.12) felirasbél kovetkezik, hogy B(z) — 2*G(2) = A(2)F(z). Tehat végeredményként
azt kapjuk, hogy a k 1épéses legkisebb négyzetes elorejelzés igy szamolhato:

Tivp = 7G(Z)

A(2)F(2)

Et.

5 Tobbdimenzids idosorok

Ez a fejezet mar kicsit tulmutat a tervezett kurzus anyagan. Fo6 célja, hogy kitekintést mu-
tasson olyan feladatok megoldasa felé, ahol a feldolgozandé adatsor minden idépillanatban
tobb, egyméssal Osszefiiggé adatot tartalmaz. Ezeknek a feladatoknak a megoldéasat egy
kovetkezd kurzus sordan részletesen megismerhetik az érdekl6dé hallgatok. A témakorhoz
kapcsoléddan ajanlhatjuk a Méri Tamés és Székely Gabor szerkesztette konyvet[?], amely
tobbvaltozos statisztikai analizissel foglalkozik, és messze tilmutat ennek a jegyzetnek az

anyagan.
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5.1 Allapottér reprezenticié

A to6bbdimenzids idésorok leggyakrabban hasznalt modelljei az egydimenziés folyamatok
altalamositasakent jottek létre. Az el6zo fejezetebn lattuk, hogy egydimenzidéban az au-
toregressziv (AR) és mozgé dtlag(MA) alakok egyiittes alkalmazdsa minden staciondrius
folyamat jo kozelitéséhez vezet. Ezeknek a folyamatoknak ugyan konnyen megadhatok a
tobbdimenzids valtozataik, a kapott modellek paraméterezése azonban nem egyértelmi. A
tobbértelmiiség legtermészetesebben a Kalman altal bevezetett in. allapotteres leirdssal

szlintethet6 meg.

Az 1.1 fejezetben bevezettiik a Gauss-Markov folyamatok fogalmat. Ez igen
természetes médon Kkiterjesztheté a tobbdimenzids esetre. Az (Xy), t = 1,...,N p-

dimenzidés vektorfolyamat Gauss-Markov folyamat, ha

- stacionarius folyamat,
- egylttes eloszlasuk normalis,

- tetszOleges 0 < k < s mellett {X;, ..., Xpip_1} és {Xiint1, -, Xias} Xipp-ra nézve
feltételesen fliggetlenek, azaz (X;) Markov folyamat.

Tétel 5.1 Az (X;) p-dimenzids, 0 vdrhato értékii, staciondrius Gauss-folyamat pontosan
akkor Markov-folyamat, ha van valamilyen r-dimenzids (e;) 0 vdrhaté értékd normdlis

eloszldsi fehér zaj és vannak olyan p x p illetve p X r méretii A és B mdtrizok, hogy
Xt = AXt—l + Bet, (51)

és az A mdtriz minden sajatértéke a komplex eqységkor belsejébe esik.

Tegyiik fel, hogy a fenti felirdsban szereplé A matrixra teljesiil, hogy p(A) < 1. (Ez azt
jelenti, hogy a matrix minden A sajatértékére teljesiil, hogy |A\| < 1. Az ilyen métrixot
stabilisnak hivunk.) Ekkor bebizonyithatd, hogy a (5.1)-ben szereplé folyamat felirhaté

Xt = Z AkBet,k
k=0

alakban, ahol a végtelen 0sszeg 1 valdszintiséggel konvergens.
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Tegyiik fel, hogy (X;) stacionarius. Jeloljiikk X,; kovariancia matrixat R-rel. Ekkor a

(5.1) felirdsbél konnyen beldthatd, hogy a kovarianciamatrix kielégiti az
R = ARA" + BB

un. Ljapunov egyenletet. Tovabba, ha A stabilis, akkor R el6éllithaté

R=> AFBBT(A")
k=1

alakban. Ezenkiviil az autokovarianciafiiggvény igy all elo:

E(X; X)) = A*R.

A jegyzet korabbi részében taldlkoztunk mar tobbdimenzidés Gauss-Markov folyama-

tokkal, csak nem igy neveztiik ezeket. Legyen (x;) egy AR(p) folyamat, amit az
Ty + 0T 1 + .. Ty = 06y (5.2)

modell ir le, ahol e; 0 varhaté értékii, egységnyi szérasi normadlis fehér zaj. Nyilvan ez a
folyamat nem lesz Markov, hiszen a t + 1-dik pontbeli értékét csak a t-dik értéke alapjan
nem tudjuk meghatarozni. Ha viszont 0sszegytjtjik az el6z6 p adatot, akkor a kovetkezo

mar ‘majdnem’ megmondhatdé. Legyen tehat
Y = (ZEt; Ti—1, "'xt—p—i-l)T'
Ekkor konnyen lathatd, hogy v, eleget tesz az aldbbi rekurzionak:

Yt = Ayt—l + Bet

ahol
—Qp —02 ... —Qp_1 —Qyp
- 1 0o ... 0
A=
0 0o ... 1 0
és B = (0,0,...,0)T. (A A matrixot szokds a mar ismert A(z) = 1 + ayz + a,2” poli-

nom kisérd mdtrizdnak nevezni.) Tehat egy AR(p) folyamat reprezentalhaté gy is,
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mint egy p-dimenziés Gauss-Markov folyamat egyik koordinatdja. Vegyiik észre, hogy v,

kovariancia matrixa az eredeti AR folyamat autokovarianciait tartalmazza, azaz

Co C1 e Cp1
1 Co
Ty
E(yy, ) =
Cp—1 Cp—2 ... Co

Erre a matrixra a Ljapunov egyenletet kiirva éppen a Yule-Walker egyenleteket kapjuk.

A (5.2) modell tehat a kdvetkezOképpen is megadhato:

v = Ay + Be (5.3)
ahol C' = (1,0,...,0). Ezt a felirast az (x,;) folyamat dllapottér reprezentdcidjanak hivjuk,
az y; vektor az dllapotvektor.

Hasonlé médon megadhaté egy ARMA(p,q) folyamat allapottér reprezentacidja.

Nevezetesen, legyen
Ty + a1 + ..oy = Boer + Bre—1 ...+ Ber—g.

Ekkor z; is eléall a (5.3), (5.4) alakban annyi véltozéassal, hogy most C = (B1y -y By)- (Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik itt, hogy p = ¢, hiszen barmelyik oldalhoz

hozzairhatunk komponenseket 0 egyiitthatoval.

Egy altalanos allapottér feliras a kovetkezo:

v = Ay + Bey
. = Cy

ahol y; a rendszer allapotvéltozéja, x; a rendszer kimendjele (outputja), e; pedig a be-

mendjele (inputja). A z eltoldsoperator segitségével a fenti két egyenlet igy irhato:
xy = C(I — 2A) ' Be; = H(2)ey.

Tehét ez a felirds is egy linedris sziirének felel meg. Az itt szereplé H(z) fluggvényt
dtmeneti fiiggvénynek hivjuk. Azokat az (A, B, C') harmasokat, amikre a fenti dsszefiiggés

teljestil, a H(z) realizdcidinak hivjuk.
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Idosorok allapot reprezentacidjan keresztiil a tobbdimenzids folyamatok is kénnyen
kezelhet6vé valnak. Egy adott H(z) dtmeneti fiiggvényhez igen sokféle realizacié adhaté
meg. Ez azonban egy olyan megkozelitését adja a sztochasztikus idésorok vizsgédlatanak,

aminek részleteibe nem tudunk belemenni.

5.2 Tobbdimenziés ARMA folyamatok

Definicié 5.1 Legyenek adottak Ay, ..., A, n X n dimenziés és By, By, ..., By n xm di-
menzids mdtrizok, tovabba (e;) m-dimenzios eqységnyi szorasi fehér zaj. Ha Xy-re teljesiil,
hogy
P q
Xt + Z Akthk = Z Bjet,j, (55)

k=1 =0

akkor Xi-t ARMA (p,q) folyamatnak hivjuk.

Az
1-dimenzids esethez hasonldan itt is bevezethetjik a megfelelé generatorfiiggvényeket,

legyenek

P
Alz) = T+ AP

k=1

q
B(z) = > B;?.
=0

Most A(z) és B(z) polinommaétrixok lesznek, azaz olyan métrixok, melynek elemei legfel-
jebb pill. g-ad foku polinomok. Egy A(z) négyzetes polinommaétrixot stabilisnak mon-
dunk, ha det(A(z)) # 0, |z| < 1 esetén.

Tétel 5.2 A (5.5) képlettel definidlt n-dimenzids folyamat pontosan akkor staciondrius,

ha a megfeleld A(z) polinom stabilis. Ekkor A(z) az egységkorben invertdlhatd, és
H(z):= A" (2)B(z) =) _h;?’
j=1
az eqységkorben konvergens. Ezért létezik (X,)-nek végtelen rendii MA elédllitdsa:

Xt = Z hjet_j.
j=1
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Specidlis esetként vegyiink egy AR(1) folyamatot:
Xt = AXt—l + Bet.
Ekkor
A(z) =1 — Az,
és igy
det(A(z)) = det(I — Az).

Ez azt jelenti, hogy det(A(z)) zérushelyei épp A(z) sajatértékeinek reciprokai lesznek.

Tekinthetjiik a forditott feladatot is. Legyen adott egy H(z) raciondlis tortekbél allé

matrix, és keresiink olyan A(z) B(z) polinommatrixokat, melyekre
H(z) = A7 (2)B(2).

Ennek a feladatnak a megoldasa persze messze nem egyértelmii. Még akkor sem, ha
azt szertenénk elérni példaul, hogy detA(z) foka legyen minimélis. Ha ugyanis van egy

tetszéleges A(z), B(z) megoldasunk, akkor

A(z+ = M(2)A(z), B(z) = M(2)B(z)

is j6 felbontast ad, ha detM(z) = 1. Ez utébbi feltétel pedig semmi megkdtést nem ad

a polinommatrixban szereplé polinomok fokszamara. Példaul a kovetkezd 2 x 2 matrix

M@):(Z;l i)

Ezért hasznos az elozo fejezetben bevezetett allapotteres realizacio.

determinansa 1:

6 Nem-stacionarius modellek

Gazdasagi iddsorok gyakran szemmel lathaté nem-stacionaritdsokat mutatnak. Ilyen
példaul a trend vagy szezonalitas. A klasszikus megkozelités azt jelenti, hogy a tovabbi
vizsgalatok elott az idosorbdl ’eltiintetjiik’ a nemstacionaritasokat példaul tobbszori dif-
ferencidlassal. Ennek a megkozelitésnek a hatranya, hogy az eredeti idGsor helyett egy
bonyolultabb strukturdjut kapunk. Ebben a fejezetben roviden osszefoglaljuk, milyen
modelleket hasznalnak nem staciodrius idoésorok esetén, mellyel kozvetleniil vizsgalhatjuk

azokat.
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6.1 Integralt és kointegralt id6sorok

Az integralt folyamat fogalmat mar bevezettiik a 2.6. fejezetben. Emlékeztetiink ra, hogy
egy (z;) nem stacionérius folyamat d rendben integrdlt, ha a d-dik differencia sorozat

staclonarius.

Definicié 6.1 Legyen (z;) egy n dimenzids folyamat, elsé rendben integralt. Azt mond-
juk, hogy (x:) kointegrdlt, ha létezik olyan o # 0 n dimenzids vektor, melyre az (o x;)
1-dimenzios folyamat staciondrius. FEzt az o wvektort konintegrdlo vektornak hivjuk. A

maximdlis figgetlen kointegrdlo vektorok szdmadt konitegrdcios rangnak hivjuk.

Ezeknek a folyamatoknak kétfajta reprezentacidjat fogjuk megadni. Legyen (x;) in-
tegralt folyamat, azaz
(1—2)x = up = k(2)es (6.1)

ahol (g;) fehér zaj, (u;) staciondrius, és a k(z) = S.0° k;27 sor |z| < 1 esetén konvergens.
Trjuk fel k(z)-t
k(z) = k(1) + k(2),

alakban, ahol k(1) = 0. Ekkor k(z) oszthaté (1 — z)-vel, tehét a (6.1) egyenlet igy irhaté:

(1—=2)z; =k(1)er + (1 — 2)k(2)e.
Ekkor (1 — z) inverzével beszorozva azt kapjuk, hogy
2= (1—2)"k(Dey 4 (1 — 2) k(2)ey. (6.2)

A fenti egyenlet jobboldaldnak masodik tagja stacionarius. Lathatd, hogy ha k(1) szin-
gularis de nem nulla, akkor (z,) kointegralt. Igy a fenti (1—z)"'k(1)e, tag egy alacsonyabb
dimenziés integrélt faktor-folyamatnak felel meg. Ezért a (6.2) egyenlet a kointegracids
folyamat egy dinamikus faktor-modelljét adja meg. Altaldban azonban a (6.2) felirdsban

szerepl6 két tag nem lesz fliggetlen.

Kointegralt folyamatok egy masfajta interpretaciéja AR megkozelitésben adhaté meg.

Tekintstink egy n-dimenzidés AR(p) folyamatot, amelyet az alabbi egyenlet ir le:

T + Almt—l + ... Apxt—p = &, (63)
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ahol (&;) fehér zaj folyamat A szordsmétrix-szal. Vezessiik be az a(z) = I+ A;z2+... A,2P
polinomot. Feltessziik, hogy det a(z) # 0 for |z| < 1 kivéve esetleg a z = 1 pontot. Irjuk
at a (6.3) egyenletet a kovetkezOképpen:

Ty — Tp—1 = <—I — Al)(.flft,1 — .Tt,Q) + ... (-I — Al — .. Ap)xtfp + E¢.
Kicsit tovabb alakitva azt kapjuk, hogy
(1—2)z,=T1(1—2)z1+ ... Tpi (1 — 2)zppr1 — Ty + &,

ahol I = —(I + A1 + ... A;) és m = a(1). Ebbdl a reprezentaciébdl lathatd, hogy ha
7 teljes rangu, akkor (z;) staciondrius, hiszen det 7 = det a(1) # 0. Ha m = 0, akkor
(x¢) integralt, de nem kointegralt. Végil, ha az r = rank(m) rangra az teljesiil, hogy

0 < r < n, akkor (x;) kointegralt. Ebben az estben irjuk fel 7-t a kovetkezoképpen:
T =af7, a, BeR™".

Ekkor [ sorai lesznek a kointegralé vektorok. Johansen(1988) adta meg a kointegrald
vektorok ML becslését ebben a megkozelitésben. Ez egy igen jol hasznalhaté becslés,

amely (e;) normalitdsa esetén alkalmazhato.

6.2 A kointegracios tér ML becslése

6.3 Hosszu tava modellek

Ha egy iddsorrdl el akarjuk donteni, vajon stacionarius ARMA folyamat vagy integralt
folyamat, sokszor nem egyértelm@i a valasztévonal. Tekintsiik példdul a folyamat (py)

autokovarianciafiiggvényét. Stacionarius ARMA esetben erre a sorozatra az teljesiil, hogy

0o
Z P < 00,
k=0

mig integralt folyamatok esetén az igaz, hogy
Jm ok =1

Nyilvan konnyen el6fordulhat, hogy egy idosor a fenti relaciok egyikét sem teljesiti. Ezért
vezették be a hosszi emlékezetd (long memory) modelleket. Ezek kozill ismertetiink

néhanyat.
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Definicié 6.2 Az (z;) folyamatot d-ed rendi frakciondlisan integrdlt folyamatnak
nevezzik, ha
(1= 2)%2, = uy, (6.4)

ahol 0 < d < 1 és u; satciondrius ARMA folyamat. Azt mondjuk, hogy (x;) ARFIMA
folyamat.

A fenti folyamatot (1— 2)¢ Taylor sordnak segitségével tudjuk értelmezni. Nevezetesen,

megszorozzuk a (6.4) egyenletet a

22

(1—z)d:1—dz+d(d—1)2|

sor inverzével. Igy a folyamat egy végtelen dimenzids (végtelen rendii) reprezentaciojét
kapjuk. Megmutathatd, hogy 0 < d < 0.5 esetén a folyamat stacionarius, egyébként
pedig nem stacionarius. Ennek egy részleges magyarazata adhato a spektrél-reprezentacio
alapjéan. Tekintsiik most a skaldr esetet. A (6.4) felirasban (u;) spektral stirtiségfiiggvénye

a kovetkezd alak:

0.2

T or

b(e—z‘)\) 2
a(e=™)

a fehér zaj szérdsa, a(z), b(z) pedig uy ARMA reprezentaciéjaban szereplé poli-

Ju(X)

ahol o2

nomok. Ekkor (a stacionérius esetben) (x;) spektral stirliségfliggvénye igy irhato:

0.2 b(efi)\) 2 )
i A\ = — : 1 — —iA —Qd'
A0 = 5| e
Azonnal lathaté, hogy
fy<0) =0,

ami a hosszi memdridnak szemléletes interpretacidja. Vegytk f,(\) logaritmusét, és
hasznaljuk fel azt az azonossagot, hogy

. A
1 —e ™% = |1 —cos A+ isin \|? = 4sin? 2

Ekkor
fu(N)

Ju(0)

Ennek a képletnek az alapjan lehet a d paraméter becslését megadni, linearis regressziot

log f2(A) = log + log f.(0) — d(log 4 sin® ;\)

szamolva.
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Hosszu emlékezetii folyamatok egy mésik osztalya az i.n. ARCH modellek. Ez annak
roviditése, hogy ’Autoregressive Conditional Heteroskedasticity’, és ezt a fogalmat 1982-
ben vezették be. A fogalom megértéséhez tekintsiink egy AR(1) folyamatot, legyen ez
(x;). Ekkor a varhaté értéke konstans, altaldban feltessziik, hogy Ex; = 0. Mdasrészt, ha a
feltételes varhaté értéket tekintjik, akkor ez E(z; | 4_1, 4_2, ...) = azy_1, ami mar id6tél

fliggd. Hasonlo tulajdonsag teljesiil egy ARCH modellben a masodik momentumra.

Definicié 6.3 Az x; folyamatot ARCH-tipusiunak nevezink, ha
Ty = 012 (6.5)

P
o] = c+ Y (6.6)
i=1

ahol (z) fiiggetlen azonos eloszldst valdszindiségi vdltozésorozat, melyre Ez; = 0, Ez2 =1

ésc>0, a; >0 vads szamok.

Konnyen ldthatd, hogy a stacionaritds biztositasahoz fel kell tenntink, hogy Y% a;; < 1.

Valéban, tegyiik fel, hogy (x;) stacionarius, ekkor (6.5)-bdl azt kapjuk, hogy
Exf = E(07) E(%)),

felhaszndlva (z;) fliggetlenséget. A o2 = E(z7) jelolést hasznélva (6.6)-bol azt kapjuk,
hogy

p
ot =c + Z ozicrz.
i=1

Tehét valoban sziikséges a Y7 a; < 1 feltétel. Ebben az esetben (z;) korreldlatlan folyamat

lesz. A feltételes masodik momentumokra azonban az teljesiil, hogy
2 - 2
E(z} | mio1, -0, ...) = c+ > aixy_;.
i=1
Vegyiik észre, hogy ez a képlet a feltételes szérasnégyzet nem-trividlis eldrejelzését adja.

Az ARCH modelleknek tobbféle linearis és nemlinearis altalanositdsa ismeretes, ezeket
GARCH (Generalized ARCH) modelleknek hivjdk. Egyik lehet6ség, hogy a (6.6) egyen-
letet helyettesitik az aldbbival:

p p
ol =c+ Y axy,+ Y Biol (6.7)
=1 =1
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Ez a folyamat abban az esetben jél értelmezett, ha a 3(z) = 1 -3 ;2 polinom stabil, és a
c¢>0,a; >0, 3 >0 feltételek teljesiilnek. Tovabbd, ha (z;) a (6.5) és 6.7) egyenletekkel

van definidlva, akkor ennek stacionaritasdhoz sziikséges és elegendd, hogy
p
Z(Ozi + ﬁl) <1

i=1

teljesiiljon.



