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Bevezetés

Egli é scritto in lingua matematica — Galilei

A Galilei utani nemzedék szamara mar magatél értetédo tény, hogy a természet kony-
ve a matematika nyelvén frédott. Ezért fogalmazhatta meg' Newton: hasznos — mas,
korabbi forditdsokban helyénval6 — dolog differencialegyenleteket megoldani.

Differencidlegyenletek megoldasa a szo teljes értelmében azok kvantitativ és kvalitativ
vizsgalatat jelenti. Az intuiciét a vizsgalandd egyenlet konkrét fizikai, miiszaki, bioldgiai
vagy éppen kozgazdasagtani jelentése alapvetoen meghatarozza. Az intuicié masik forra-
sa az egyre novekvo szamitdégépi—szimulacios tapasztalat. A mar idézett V.I. Arnold hires
megallapitdsa szerint a matematika a természettudomanyoknak az az 4dga, amelyben a
kisérletezés olcso. A szamitogéppel kapott eredmények — too much progress, too much
promise — mit sem érnek a megfelel6 interpretacié nélkiil. A keretet a matematika, mint
a természet— és a miiszaki tudomanyok univerzalis nyelve jelenti.

A differencidlegyenletek, a szamitogép és a nem—,in silico” kisérletek kapcsolatat
S. Luzzatto és J.D. Murray szavai j6l jellemzik:  Simulation of (continuous time) dyna-
mical systems is often taken for granted in the sciences and engineering because methods
for solving initial value problems of ordinary differential are one of a small number of
basic numerical algorithms in toolkits for scientific computation. Modeling is seen as
the hard part; simulating the models the easy part. Nonetheless, this process seldom

! Data aequatione quotcunque fluentes quantitae involvente fluziones invenire et vice versa. A XVIIL.
szazadi latin mondatot nem kénnyt modern nyelvekre forditani, hiszen a differencidl—- és integralszamitas
hoskoranak tobbek kozott az adekvat szaknyelv megteremtése is hosszan elhiz6dé feladata volt. Newton
és Leibniz eredeti megfogalmazésai (és eredeti, egymdsétol egyébként nagyon kiilénbozé jelolései) koziil
ma csak keveset hasznalunk. Az angol nyelvii szakirodalomban a V.I. Arnold Geometric Methods in
the Theory of Ordinary Differential Equations, Springer, Berlin, 1983) konyvében szereplé forditds a
leginkabb elterjedt: ,In contemporary mathematical language, this means: It is useful to solve differential
equations”.



answers all of the questions we ask about a model. Dynamical Systems Theory provides
mathematical foundations for going much farther, but additional numerical methods are
needed to connect the mathematics and the models.” (S.L.) valamint It is premature to
say one mechanism is a best model until further experimental information is available.”

(J.D.M.).

A jegyzet kontextusaban a differencialegyenletek és a dinamikus rendszerek jelentése
jol fedi egymast. Megirasaval a Pazmany Péter Katolikus Egyetem Informaciés Techno-
logiai és Bionikai Kardn rendszeresen tartott két kurzusom hallgatéi részére kivantam
segitséget adni, a ,, Tér—idobeli jelek, modellek és szamitogépek” és a ,,Dinamikai modellek
a bioldgiaban” tagabb matematikai kornyezetének bemutatasaval.

Amiéta a Prater utcaban (PPKE ITK) és a Lagymanyosi utcdban (SZTAKI) dolgo-
zom, megértettem, hogy a Big Data kordaban az adatok csoportositasa és szlirése elsoren-
dtien fontos feladatta valt az alkalmazott matematikai analizis egésze szempontjabol. Az
adatbanyaszat és az adatfeldolgozas nem az én kenyerem. Konkrét 1épéseket, mint okta-
t6, nem tudok tenni ezekbe az iranyokba, de azt elhataroztam, hogy a kévetkezo években
— Ottlik Géza ,Iskola a hataron” cimi regényének non est volentis neque currentis (sem
azé aki akarja, sem azé aki fut (utdna)) mottéja erre is vonatkozik — az dltalam oktatott
matematika targyakat szeretném az Observational Mathematics irdnyaba vinni.

A jegyzetnek, tudom, sok hidnyossaga és bizonyara jénéhany hibaja is van. Minden
visszajelzést, kritikai megjegyzést? elére is kdszonok.

A magyarazatok nemegyszer ,fecseg6” hangja a szemléletességet probalja novelni és a
szaknyelvet a koznyelvhez kozeliteni. A szemléletességet ezzel egyiitt elsésorban az abrak
és a kiséré animaciok kozvetitik.

2Komoly hidnyossidgnak érzem, hogy a fizikai mértékegységeket és a paraméterek konkrét értékeit
szinte soha nem tiintettem fel. A mérnok—kollégakkal val6 céliranyos konzultacié sokat segitett volna
ebben, de nem futotta rd az idémbél. Mentségemre szolgdl az is, hogy a matematikusok a matematika
sajat objektumait szoktak vizsgalni, és altalaban nem szamokkal, hanem betiikkel szamolnak.

Amit legjobban sajnédlok, az az, hogy nem tudtam megirni a relaxiciés oszcilldciék matematikdjarol
sz616 fejezetet (jollehet tudom, hogy relaxdcids oszcillacidkkal mind az informatikus—mérnék, mind a
bionikus hallgaték tobb szaktdrgyban is gyakran taldlkoznak). Erre sem volt idém, pedig nagyon sze-
rettem volna. A linedris analizis rész targyalasdbol hidnyzik szamos, a Frobenius—Perron tételekre és a
Markov—ldncokra torténé utalds. A parcidlis egyenletek és az idésorok alapjan torténd, szinte egyenletek
nélkiili szamolas részletes targyaldsa fel sem meriilt bennem, az Gsszehasonlithatatlanul nagyobb falat
lett volna.
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Az élményt, amit Galilei érzett, amikor el6szor pillantotta meg a Jupiter holdjait,
vagy amit Haydn érzett, amikor els6 alkalommal nézett Herschel tavesovébe egy juniusi
éjszakan, még toredékesen sem tudom ujra—élni. Mégis, 6rommel irom ide — taldljon
visszhangra az Olvasoban! — Wigner Jen6é The Unreasonable Effectiveness of Mathe-
matics in the Natural Sciences dolgozatanak befejez6 mondatat: The miracle of the
appropriateness of the language of mathematics for the formulation of the laws of phy-
sics is a wonderful gift which we neither understand nor deserve.”

Budapest, 2013 junius 30.

Garay Barnabas
PPKE ITK és SZTAKI

3R4adédsként alljon itt még egy idézet, Th. Merton huszadik szdzadi amerikai szerzetes-kolt6 (fiatal
kordban ismert jazz—zenész) egy esszéjébol: ,There is a logic of language and a logic of mathematics.
The former is supple and lifelike, it follows our experience. The latter is abstract and rigid, more ideal.
The latter is perfectly necessary, perfectly reliable: the former is only sometimes reliable and hardly ever
systematic. But the logic of mathematics achieves necessity at the expense of living truth, it is less real
than the other, although more certain. It achieves certainty by a flight from the concrete into abstraction.
Doubtless, to an idealist, this would seem to be a more perfect reality. I am not an idealist.” A szovegrész
vildgosan utal a matematikai modell-alkotas egyik legfébb nehézségére — egyszerre kell a koznyelvet,
legaldbb egy természet— vagy miiszaki tudomdény, valamint a matematika nyelvét hasznalnunk — de
egyuttal a mottéul vélasztott Galilei idézet kommentarjanak is tekintheto.
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A JEGYZET SZERKEZETE, SZERKESZTESE

a Polya Gyorgy féle spirdlis elvet koveti: megerdsito ismétlések, egyre tobb részlet
egyre gazdagabb kibontasaval.

A legfontosabb kérdéskorok

a kvalitativ—geometriai elmélet elemei

a diszkretizalt /kozelité és a pontos megoldds viszonya

a linearizalds mddszere

e a kiosz

mar az elso fejezetben megjelennek. Az itteni targyalasmod teljesen szemléletes, és nem
lépi til az LRC—kér, a rugé— valamint az inga/hajéhinta—egyenlet éltal felkinalt kere-
teket. Az els6 fejezet harom fiiggeléke — linearis algebra, linedris analizis, kozonséges
differencidlegyenletek egyensulyi helyzeteinek osztalyozasa a sikon — ismétlés jellegii. (A
negyedik fiiggelék a fiiggelékek szokdsos stilusdt koveti).?

A 41 sorszamozott Tétel mindegyikét igyekeztem érthetové tenni, de koziiliik csak alig
néhanynak irtam le a bizonyitdsat. A bizonyitdsok egy része hibabecslési—perturbécios
technikakat mutat be, kozottiik az implicit fliggvény tétel két alkalmazasat, a fennmara-
dok az iteralt fliggvényrendszereken alapuld képtomorités hatarértéktételéhez, illetve a
kombinatorikus kdosz egydimenzios, intervallum-leképezésekre vonatkozé véltozatahoz
vezetnek el.

A legfontosabb alfejezetek sorszama: 2.2, 2.15, 3.7, 3.8 — a konkrét példak sokfé-
leségén keresztiil ezek mutatjak be a dinamikus rendszerek fogalomkorének és a kiséro
szamitégépes modszerek alkalmazhatésaganak tavlatait.

4Az Olvasék egy része szdméra a < és a >> jelolések szokatlanok lehetnek: 0 < e < 1, illetve Q> 1
az elegendéen /nagyon kicsiny, illetve az elegendden/nagyon nagy pozitiv szémokat jelentik.
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1. fejezet

Néhany bevezeto példa

1.1. Rezgo6korok, rugé és inga/hajéhinta

J6l ismert, hogy a sorosan kapcsolt elemekbél all6 RLC-korben folyé dram I = I(t)
er6sségének idobeli valtozasat az

Lf—l—RI—i—%/_OOI(s)ds:v(t) (1.1)

differencidlegyenlet irja le. Itt L a tekercs indukcids egyiitthatéja, R az (ohmikus) ellen-
allds, C' a kondenzétor kapacitdsa, v = v(t) pedig a kiils6 vezérl6 fesziiltség. A mogottes
fizikai torvény Kirchhoff huroktorvénye, mely szerint a tekercsen, az ellendllason és a
kondenzatoron es6 fesziiltség egyiittesen a kiilsé gerjesztési fesziiltséggel egyenlo:

Vi +Vr+ Ve = U(t) ,
ahol az egyes aramkori elemekre

: 1 /[t . 1
Vi=Lin . Va=RIn , Vo=g [ Io(9ds (& Ve=glo)

érvényes és I a kondenzdtoron térolt Q = Q¢ toltésmennyiség I = Q¢ derivéltjaként is
kifejezhetd. A soros kapcsolds (ha gy tetszik, Kirchhoff csomdponti térvényének ,nincs—
csomépont” trividlis esete) miatt minden dramkori elemen ugyanakkora dram halad at,
Sigy[ZIL:IR:I(j.

Az (1.1) egyenlet tehét

LQ+RQ+%Q:v(t) (1.2)

alakban is irhatd, amelynek id6 szerinti derivaltjaként

LJ’+RJ’+%1 = h(t), ahol h(t)=10(t).



Az RLC-korben csak a tekercsen és a kondenzatoron tarolddik (mig az (ohmikus) ellen-
allason csak disszipdlodik az) energia. Az RLC—kor 6sszenergidja minden egyes idopilla-

natban . ) ) )
_ 2 ey i N2 N2
E(t) = 2LI +20Q & E(t) 2LQ +20Q ,

amely kiils6 gerjesztés hidnyaban az id6 mulésaval
: a1 .1 . . .
E(t) = LOG+ 500 =0 (L@+5@) O(vleo—RO)——RO*<0  (13)

szerint nem novekedhet. Azt is megkaptuk, hogy R = 0 esetén (amikor is az RLC—kor
LC—korre egyszertisodik) ez az Gsszenergia dllandé.

Az (1.1) egyenlet nemlinedris valtozatai koziil az a legegyszeriibb, amikor a lined-
ris (ohmikus) Vi = RIR ellendlldst egy nemlinedris ellenallassal pétoljuk. A nemlinedris
ellenallas 6spéldaja a Van der Pol altal csaknem széz éve didda és extra aramforras egyiit-
tesével' megvaldsitott Vp= p(—[ R—i—%) karakterisztikdju ellenéllas, ahol p>0 paraméter.
A v(t) kiils6 vezérl6 fesziiltséget nulldnak véve, az (1.1) egyenlet

. I3 1 [t
Ll+p(—]+§)+5/ I(s)ds=0

oo

nemlinedris valtozatanak ido szerinti derivaldsa az

.. 1
L]+p(—1+]2)+5] =0

egyenlethez vezet. A Van der Pol egyenlet szokasos

. 2\ - T=y
F—pu(l—2z9)i+2x=0 < J— (1 — 22y —x }, ahol 1 >0 (1.4)
alakjat linedris helyettesitésekkel, a paraméterek skdlizdsa/normdldsa révén kapjuk.
Val6ban, az I(t) = z(at) = z(7) id6-atparaméterezés szerint [ =2’ -a, I = 2”-a? adédik,
ahol a’ a 7 szerinti derivélast jelenti. Az (1.4) egyenlet levezetéséhez mar csak az a= \/%
és a p = £ helyettesitéseket kell elvégezniink, a 7 helyébe pedig a t-t visszafrnunk.
Az (1.4) Van der Pol egyenletre (még ebben a bevezet§ fejezetben) tobbszor is vissza-
térunk. A jegyzet els6 tétele is a Van der Pol egyenlettel lesz kapcsolatos.
Az (1.2) egyenletet érdemes Gsszehasonlitanunk a fékezett és gerjesztett rugd egyen-
letével, amelyet az

ma = {ered6—erd}

Imanapsig operdciés erdsitét hasznalnak ugyanerre a célra — itt jegyezzitk meg, hogy az elméleti

villamossagtan egyik approximaciés tétele szerint barmely dramerdsség—fiiggd és Vi = f(IRr), Im <Ip <
< I karakterisztikdji ellendllds (itt az f : [In, Inr] — R fiiggvényt6l csak azt koveteljiik meg, hogy
folytonos legyen) tetszélegesen kicsiny hibdval megépithetd



Newton torvénybol vezetiink le s amely a = & és az
{eredé—eré} = {kiils6 er6} 4 {surl6dé—eré} + {rugéeré} = F(t) —bv — kx

Osszefiiggések miatt az
mi+bi+kx = F(t) (1.5)

alakot olti. Itt x a kitérés, v = & a sebesség, a = ¥ a gyorsulas, m a tomeg, b a surlodasi
tényezd, k a rugdédllandos, F' = F(t) pedig a kiils6 (gerjesztés altal a rugéra hatd) erd. Az
analdgia elsd pillantdsra is vildgos. Az absztrakt matematika nézépontjdbdl az (1.2) és
az (1.5) egyenlet egy és ugyanaz. Mindkettejiik masodrendii, és mindkettejiiket ekvivalens
modon irhatjuk at két elsérendti egyenletbdl allo rendszerré:

Q:I ) { T=1y
3 illetve .
{I:—L — B+ Lo(t) y=-=%

" r—Ly+LP(t).

Az atirds utan a Kirchhoff-torvény és a Newton—torvény kevésbé transzparens mint ko-
rabban, viszont az [ drameroOsség illetve az y sebesség explicit mdédon jelenik meg. A
geometria, pontosabban a matematikai abrazolhatosig szempontjabdl az atiras egyértel-
miien el6nyos, csakidgy, mint a szamitégépes mddszerek ,raereszthetosége” szempontja-
bol. Ha a megoldast kézzel kell kiszamolnunk, akkor az atiras a konkrét feladatot — a
paraméterek értékeitol fiiggden — kellemesebbé és razosabba egyarant teheti.

Azt azért, hogy az indukcids egyiitthaté felel meg a tomegnek és hogy a sebesség az
aramerosségnek, még szoknunk kell egy kicsit. A kiilsé er6 és a kiils6 fesziiltség azono-
sitdsa konnyebben elfogadhatd, s még az is, hogy a tomegpontra hato dsszes erd ereddje
(beleértve a gyorsitoerdt is) nulla torvény valami hasonlét fejez ki, mint a korbemenve a
fesziiltségkiilonbségek dsszege zérus torvény. A villamosmérnok megérzései egy bonyolult
aramkor viselkedésével kapcsolatban valamint a gépészmérnok intuicidja egy hidszerkezet
lengéseirol kiilonboznek egymastol — jollehet az absztrakt matematika szempontjabol a
két rendszer lehet teljesen ugyanaz.

A gravitaciés inga differencidlegyenlete szintén az ma = F Newton térvény alkalma-
zésa, ahol az a = a(t) gyorsulds az s = s(t) ut ¢ id6 szerinti masodik derivéltja, a = j%s.
A mozgas egy koron valésul meg. Az ¢ hosszisagu inga végére helyezett pontszeri, m
tomegl testre hat6 sulyerd és a kotélerd ereddje érinté irdnyu és nagysiga —mgsin(6),
ahol 0 a felfiiggesztési ponton atmeno fiiggoleges és az inga szoge, az éramutatd jarasaval
ellentétes iranyban mérve. A koordinatarendszer ilyetén vélasztdsa feleslegessé teszi a
Newton torvény vektoros irasmédjat. A gyorsuldsnak is csak az érinto iranyu komponen-
sét kell figyelembe venni, ami az £6 kitérés mint ivhossz id6 szerinti méasodik derivaltja,
(6. Teh4t az inga differencialegyenlete

mll = —mgsin(0) < O+ % sin(f) = 0. (1.6)

Egy kotélingarol nehéz elképzelniink, hogy lassu atfordulasokkor a kotél alakja vélto-
zatlan marad. Igy kotélerd helyett pontosabb riderét mondanunk, a hagyomanyos inga



helyett pedig gondolhatunk egy (vizszintes tengelyen forgd és silytalan, merev rudak
altal tartott) hajéhintéra is.

Mivel az Osszes kozegellendllasi, sirldédési ete. veszteséget elhanyagoltuk, az (1.6)
egyenletben az energiamegmaradas torvénye is meg kell hogy jelenjen. A forgasi energia
%m(ﬁé)z, a helyzeti energia pedig mgl(1 —cos(#)) (ha a nulla energiaszintet a szabadon
16gé mozdulatlan inga helyzete hatdrozza meg). A teljes energia a t idépillanatban

1

E(t) = §m(€9(t))2 +mgl(1—cos(0(t))),

ami az (1.6) egyenlet megoldasai mentén valéban konstans, hiszen

E(t) = me0(t)(t) + mgl sin(0())0(t) = me26(t) (é(t) + % sin(@(t))) —0.

Ha a (szOgsebességgel egyenesen ardanyosnak tételezett) kozegellenallast és a kiilsé ger-
jesztést is figyelembe vessziik, akkor az inga egyenlete két 4j taggal béviil, és a

f +b9+%sin(9) = F(t) (1.7)

alakot 6lti. Ha a 6 kicsi, akkor a sin(f) = 0 — 3,0°+%0° — . .. sorfejtés nemlinedris tagjai
elhanyagolhatdk és a fékezett, gerjesztett inga (1.7) nemlinedris differencidlegyenlete a

é+bé+%9:F(t) (1.8)

linedris differencidlegyenletre egyszeriisodik, ami végsé fokon nem mds, mint az (1.5)
egyenlet. Amennyiben tehat az inga kicsiny lengéseket végez, akkor jo kozelitéssel rugo-

v

mg-sin (o)

(a) Inga sematikus dbrdja (b) Fézisportré

1.1. dbra. Inga/hajohinta, csillapitas és gerjesztés nélkiil

ként viselkedik. Mivel a levego kozegellenalldsa elhanyagolhato, a kicsiny szogkitérésekkel,
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szabadon leng6 inga surlédasmentes rugénak tekintheto. Ez utobbit — egészen pontosan
azt, hogy az inga kis lengéseinek periddusideje nem fiigg az amplitidétsl® — sajit kisér-
letei eredményeként mar Galilei is ismerte® Differencidlegyenleteket elészor Newton irt
fel, hogy a bolygdék mozgasanak Kepler torvényeit mint az altala felfedezett gravitacié
kovetkezményeit az egzakt matematika révén magyarazza.

G
&

(a) Fazisportré (b) Implicit Euler — cf. (¢) MATLAB ODE45
1.5.. Példa: Implicit Euler

©

1.2. dbra. Surlédasmentes, gerjesztés nélkiili rugd pontos és kétféle kozelité mddszerrel
szamolt megoldasa

2és gyokosen fiigg az inga hosszatél — mai jelolésekkel T ~ ZW\/g (amely formula az (1.5) és

z (1.2) differencidlegyenletek matematikai azonossdga miatt okkal emlékeztet az LC-korbeli I(t) =
= Acos <\/%(t7to)) egyenletii rezgések T = 274/ 7= periédusidejére)

3Az é—i—% sin(6)=0 egyenletii inga als6, 6=0, 0=0 egyenslyi helyzete koriili lengéseinek periédusidejét

zart alakban nem lehet kiszamolni, arra csak elliptikus integréalt tartalmazé formula adhaté. Valéban,

a 0(0) =6y € (—m,0), 6(0) = 0 kiinduldsi értékeket az 792 +%(1—cos(#)) = const energia-Gsszefiiggésbe

irva, majd az x (%) = 0 szimmetria, valamint a ¢ = (t), d¢ = 6(t) dt helyettesitések segitségével

7 - g f(t) [
e(t)_\/ 9 (cos(0(1)) —cos(B)) = /O \/Q(COS(H(t))_COS(90)>d9_ /O \/;dt

= T=T(0) d
0) \/> 80 \/2(cos(¢) —cos(6y)) ¢

adédik (ahol a 6y — 0~ kis lengésekre vonatkozé T=T(6p) — 27r\/7 hatdrdtmenet a 2(cos({)—cos(fy)) =~

~2 ( - %) -2 (1 _ 925) = 0% — (? aszimptotikus egyenléség és az f90 \/W d¢ = arcsin (— é) |go =7
integralds kovetkezménye). Ha az Olvasé a fenti levezetést nehéznek taldlta, ne szomorodjon el. Vigaszta-
lasul lljon itt egy olyan feladat, amely sokkal konnyebb: Tekintse az i +sin(z) =0 differencidlegyenletet,
az x(0) =0, £(0) = 2 kezdeti feltételekkel egyiitt, majd keresse meg a kérdéses megoldds gorbéjét az 1.1
Abra (b) részén. Ha megtalélta, akkor ériiljon neki, majd prébalkozzon meg annak ellenérzésével, hogy

— nem semmi!! — z(t) = 4arctan(e?) — 7, &(t) = %:2, VteR.

b}



1.2. Differencialegyenletek megoldasainak abrazolasa

A megoldés abrazolasanak elveit egy roppant egyszerli példan szemléltetjiik.

1.1. Példa Tekintsiik a surloddsmentes, gerjesztés nélkili rugo viselkedését leiro

R R RUD IO

differencidlegyenlet—rendszernek azt a megolddsdt, amely a to =0 pillanatban az
x(0) =1 kezdeti kitéréssel és a 1(0) =0 kezdeti sebességgel indul.

A megoldds x(t) = cos(t), y(t) = —sin(t). Az ellendrzés konnyii: visszahelyettesitink és
1gazsagot kapunk. Valoban,

, (t) = —sin(t) =y(t) . x(0) =cos(0) =1
VteR esetén { § = — cos(t) = —a(t) és { y(0) = — sin(0) =

A madtrizos felirasnak megfeleloen a kezdeti feltételt az ( Egg)

= ( cos(t) ) alakban is megadhatjuk.

s1n t

(1), a megolddst az ( 8)

Fom‘os megjegyezniink, hogy az 2y2 mozqdsi €és a rugoban tdrolt %xQ energia 0sszege
mindvégig ugyanaz marad :

1 1 1., 1 .
E(t):—92(75)+§a:2(t):§3’32—|—§x2 = E=iitxi=i(it+z)=0.

A kérdéses megoldas dbrazolasara tobb lehetéségiink is van:

e 1) (t,z(t),y(t)): a kitérés és a sebesség egyiitt, az id6 fiiggvényében
térbeli abra, az elso tengely az idotengely

o 2.) (x(t),y(t): kitérés és a sebesség a sikon, paraméteres gorbeként,
egyes idopontok feltiintetésével, a paraméter az id6

e 3) (t,xz(t)) és (t,y(t)): a kitérés és a sebesség egyenként az id6 fliggvényében

A teljes”, térbeli dbra maga az R — R? ¢ — (x(t), y(t)) megoldasfiiggvény grafikonja,
esetiinkben

o a (t,x(t),y(t)) = (¢, cos(t),—sin(t)) csavarvonal,
a tobbi ennek kétdimenzids vetiiletei, jelesiil

o az (z(t),y(t)) = (cos(t), —sin(t)) korvonal,

6



valamint a megoldas mindkét koordinata—fiiggvényének egyenkénti grafikonjaként, kiilon—
kiilon abrazolva, de egyiitt kezelve

e a (t,z(t)) = (t,cos(t)) cosinus—gorbe és
a (t,y(t)) = (t, —sin(t)) ,lefelé forditott” sinus—gorbe.

Altaldban is, tekinthetjiik az

(A) {izﬂ%w

) a jobboldalon a ¢ nem szerepel
y=g(z,y)

autonom, valamint az

(NA) { gi gf((f’;;’j)) a jobboldalon a t explicit médon szerepel

nem—autonom kozonséges differencidlegyenleteket, ahol f és g folytonos, x és y valtozé-
ikban folytonosan differencialhaté fiiggvények.

Mind az (A) autoném, mind az (N A) nem—autoném esetben a (¢, x(t),y(t)) megol-
dasgorbék sszessége az R x R? tér egyrétii fedését alkotja. Az egyrétii (a téglanydsszeg
sz6hoz hasonléan) a XIX-ik szdzad matematikai nyelvébdl ittmaradt zarvany. Arra utal,
hogy a R x R? tér tetszdleges pontjan athalad megolddsgorbe éspedig egyetlenegy meg-
olddsgorbe halad &t, azaz tetszéleges tg € R és (g, yo) € R? esetén az

i=f(z,y) z(to) = o
“>{y=m%w * {MMZm

valamint az ( ) (t0)
= f(t,x,y , x(ty) = xo
NA . T és
R A BT (A
kezdetiérték—feladatok mindegyikének pontosan egy megoldasa van.
Az (A) autoném egyenlet specialitdsa, hogy

az (I> allapotvaltozast leird (f(x,y)) torvény
v 9(z,y)

nem fiigg az idotol. Barmely autonom egyenlet adott megoldasanak minden idobeli el-
toltja is megoldas, igy az idotengely menti vetités azokat egy s ugyanazon palyagorbébe
viszi. Az (x(t),y(t)) C R? palyagorbék, idegen széval trajektoridk osszessége az R? sik
egyréti fedését alkotja. A palyagorbék Gsszességét fazisportrénak nevezziik. A fazisportré
fogalmat csak autoném egyenletekre definidljuk.

Autonom egyenlet esetén a kezdeti idépontot ¢ty = 0—nak szokas bedllitani. A kezdeti
idépont 0—1y megvaltoztatasa a palyagorbe to—lal torténd eltolasos id6—atparaméterezését



t=3n/2

-1

(a) Fézisportré: tengelyek z és y

\ \ /\\

N
——\ ~] T ~
(b) Térbeli dbra: tengelyek ¢, x és y

A

« S\
N

(c) Pédros dbra: tengelyek ¢ és x, t és y

/
/

o+

Il
w
w4

1.3. dbra. Surlédasmentes, gerjesztés nélkiili rugd egy megoldasdanak kiilonbozé tipusu
abrazolasai, a valasztott tengelyek fiiggvényében

jelenti. Az (1.9) egyenletnek tehat a (¢, cos(t), — sin(t)) csavarvonallal egyiitt annak (a o€
€R kezdeti idéponttal vett,) id6tengely menti eltoltjai, azaz a (¢, cos(t —to), — sin(t —t0)), cr
csavarvonalak mindegyike is megoldasgorbéje. A (lehetd legegyszeriibb paraméterezéssel



ellatott) kozos vetiilet a fazisportrén az (x(t), y(t))=(cos(t), — sin(t)) palyagorbe/trajektoria.
Az energiamegmaradas torvényének megfeleléen a fenti csavarvonalak a

C={(t,r,y) ERxR? | 2? +4* =1}

hengeren helyezkednek el, ezért maga a palyagorbe kérvonal, az x—y sik egységkor—vonala.

(a) Vektormezd (b) Poldrkoordinétak

1.4. abra. Surlédasmentes, gerjesztés nélkiili rugd: vektormezo és fazisportré

Az (1.9) egyenlet poldrkoordinatarendszeres alakja 7 =0, ¢ = —1. Az orig6tdl vett
tavolsag az idoben nem valtozik: 7 = 0. A polarszog egyenletesen forog az éramutatd
jardsaval megegyez irdnyba, a szogsebesség egységnyi: p=—1. Az r(0)=r¢>0, ©(0)=po€
€R kezdeti feltételhez az r(t) =r¢, p(t)=—(t—¢o) megoldds tartozik. A fézisportré tehdt
az sik origdjat (az id6 szerinti paraméterezésben) negativ irdnyban megkeriilé korvonalak,
periodikus palyak Osszessége, az origdval, mint egyensiilyi helyzettel egyiitt.

A fazisportré mindig utélagos, meghatarozasa — pontosabban lényegi meghataroza-
sa, kvalitativ és kvantitativ jellegzetességeinek feltérképezése — a feladat természetének
megfeleléen mérnoki, fizikusi, biolégusi intuiciot, valamint az analitikus, geometriai és
numerikus moédszerek kombindlasat igényli.

1.2. Megjegyzés Mindez mar elovételezi, hogy a d—dimenzios dltaldnos esetben az exp-
licit, nem—autonom, kézonséges

a differencidlegyenlet &= f(t,x), ahol f:RxR? = R? fiigguény,

a kezdeti feltétel x(ty) = o, ahol (ty,x0) € RxR? rigzitett,
a megoldds az Xy, 4, R — R? fiigguény,

a megoldd-operdtor a  ®(-,0,z0) : R =Rt — x4 ., (t) fiigguény.



Az x = (21, 79,...,74) € R? jeldlés mintdjdra haszndlhattuk volna az
i =f(t,x1,22,...,2q) & x3(0) = (w0),, k=12,....d

koordindtas irdsmodot is. A d =1,2,3 esetben — az erdsebb hagyomdny kedvéért — in-
dexek nélkil, a hagyomanyos x,y, z vdltozokkal koordindtdzunk. Természetesen a most
szerepeltetett fiigguvények mindegyike legalabb folytonos.

Ldtni fogjuk, hogy a :RXRxRI—RY, (¢, tg, 10) T4y .0 (1) fligguény bevezetése teljesen
kwdltja majd az indexek haszndlatdt. A megolddsnak a tg € R kezdeti idopillanattol és az
xo € RY kezdeti dllapottdl vald fiiggését célszeriibb lesz indexek helyett valodi vdltozokkal
kifejezésre juttatni. Mivel az autonom esetben a kezdeti idopont to =0 vdlasztasa

d d
SiO)=[f(2(t) & —alt—t)=f(zt—t)) Vit eR

= Ty (t) = X0,z¢ (t _tO) v t,tg € R (1.10)

okan szinte kizdrdlagos, azért az & = f(x) autondm egyenlet megoldd—operdtora

O :RxRT = RY () — 2o (t).

\\\
|
N

e

1.5. dbra. Autoném kozonséges differencidlegyenlet minden megoldasanak idébeli
eltoltja is megoldas. Az dbra az & = x(1—x) Verhulst egyenlethez tartozik
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Mind az (A) autoném, mind az (NA) nem—autoném esetben szokdsos a differen-
cidlegyenletrendszert magat is szemléltetni, a jobb oldalaik &ltal meghatarozott sikbeli
(f(z,y),g9(x,y)), illetve térbeli (1, f(t,z,y), g(t, z,y)) vektormezékkel, amelyeket altala-
ban pontozott tiiskék sokasdgdval reprezentalunk. Autoném rendszerek (z(t),y(t)) pa-
lyagorbéi a sikon, autoném és nem-autoném rendszerek (¢, x(t),y(t)) megolddsgorbéi a
térben azok a gorbék lesznek, amelyek minden egyes pontjukban érintik az adott vektor-
mezoket.

A vektormez6 abrazoldsa sok esetben sejteti a megoldasgorbék viselkedését, az (A)
autoném differencidlegyenletrendszer jobb oldalanak matematikai elemzése pedig nem-
egyszer onmagaban is lehet6vé teszi a fazisportré felvazolasat. Az

{(z,y) €R* | f(z,y) =0} ésaz  {(z,y) €R* | g(z,y) =0}

izoklinak a sik azon pontjainak mértani helyét jelolik ki, ahol a vektormezo6 fiiggdleges
illetve vizszintes, s ahol ennek megfeleléen a megoldasgorbék érintdje is fiiggoleges, illetve
vizszintes. A fel vagy le, jobbra vagy balra kérdését g(x,y) illetve f(x,y) elgjele donti el.
Az izoklindk az egyenstlyi helyzetekben metszik egymast. Az (1.9) egyenletre f(z,y) =
=0 < y=0. A g(x,y) = —x elgjele alapjan arra kovetkeztetiink, hogy a trajektoridk
az xr tengely pontjaiban a tengelyre merclegesen felfelé indulnak, ha x < 0, és lefelé, ha
x> 0. Hasonl6 érveléssel kapjuk, hogy a trajektéridk az y tengely pontjaiban a tengelyre
merdlegesen jobbra indulnak, ha y > 0, és balra, ha y < 0. Kévetkeztetés: az origét a
trajektoridk koriiljarjak, éspedig az éramutato jarasaval egyezo iranyban.
A vektormezore pillantas masik haszna a szimmetriaviszonyok tisztazasa:

f(0,y) =0 = az x =0 tengely invarians

g(z,0)=0 = az y =0 tengely invarians

fl=x,—y)=—f(x,y), g(—z,—y) = —g(x,y) = origbra vett szimmetria

f(—=z,y)=—f(z,y), g(—z,y) = g(x,y) = szimmetria az y tengelyre

flz,—y) = f(z,y), gz, —y) = —g(z,y) = szimmetria az = tengelyre

Nehogy barki is betanulja ezeket a szabalyokat®!! De ha munkat akar spérolni magénak
— minden egyes konkrét feladatban: a mérnoki intuicié segiteni fog — gondoljon a

4Legyen T egy R?— R homogén linedris transzformacié (tiikrézés, forgatés etc.) . Az f: R —R? vek-
tormezd, illetve az dltala meghatdrozott = f(x) differencidlegyenlet szimmetrikus a T transzformdcidra,
ha f(Tz) = Tf(z) minden z € R? esetén. A feladat szimmetridja a megoldds-operdtor szimmetridjé-
val ekvivalens, sét (,tisztességes” diszkretizécidk esetén: méasokrol iddig nem tanultunk és ezutdn sem
fogunk) a numerikus diszkretizdcié—operator szimmetridjaval is:

f(Tz)=Tf(x) Ve eR! & &, Tx)=To(t,x) V (t,2) ERxR?,
F(Tz)=Tf(x) YeeR? & ¢(hTz)=Té(h,z) Y (h,x) €0, ho] x RE,
ahol a ¢(h,x) absztrakt jelolés a ¢(h, z) = pp(h,x) = x4+ hf(z) explicit Euler-mdédszer példajat koveti.
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szimmetriara!

Az (1.9) egyenlet altal meghatérozott vektormezét az 1.4. Abra mutatja. Az ori-
gbt, mint egyensilyi helyzetet leszamitva valamennyi péalyagérbe koérvonal. A mozga-
sok — csillapitds (ohmikus ellenallds, sirlédés) és kiils6 gerjesztés hijan — energia—
szintvonalakon valésulnak meg: az energia—szintvonalak egyenletei 22 +y? =13 > 0. A
korkoros forgatdsi szimmetria legkonnyebben a poldarkoordinatarendszerre valo attérés
utan lathato: r =0, p = —1.

Vegyiik észre, hogy az (1.9) egyenlet azonos a pu = 0 paraméterii (1.4) Van der Pol
egyenlettel. A paraméter u > 0 értékeire a p = 0 eset korkoros forgatasi szimmetria-
jabol csak az origéra torténd kozéppontos tikrozési szimmetria marad. (Ehhez béven
elegendd az (y, u(1—2?)y —x) vektormezdt egy vizszintes—fiiggdleges téglalap (d=x, +y)
csucspontjaiban abrazolni, de aki agyuval szeret verébre 16ni, akkor az vizsgalhatja az

o f(—z,—y)=—f(z,y), 9(—z,—y) = —g(x,y) = origdra vett szimmetria

tipusu szabdlyok teljesiilését is.) A Van der Pol egyenlet szimmetridja egyébként a belsd
1dovdltozo és a paraméter szerinti szimmetridt is jelent. Valoban, az

transzforméciok egyiittes hatdsa az (1.4) Van der Pol egyenlet sikbeli rendszerré atirt
valtozatara

T=1 o zZ=w
y=p(l—z¥)y—=z w=rv(l-2*)w-—2z,
ami egyuttal azt is magyardzza, miért szokas a Van der Pol egyenletet csupan a p para-
méter p > 0 értékeire vizsgalni.
A Van der Pol egyenlet globdlis dinamikajat a most kovetkezé tétel irja le.

1.3. Tétel A paraméter u>0 értékei mellett az =1y, y=u(l—x*)y—x sikbeli differen-
cidlegyenletnek egyetlen, az origdra kézéppontosan szimmetrikus I, periodikus megolddsa
van, amely az origo nélkili pontozott RQ\{(g)} stk valamennyi trajektoridjat aszimptoti-
kusan magdhoz vonzza. Mind az origd, mint a végtelen tdvoli pont taszitanak. A p— 0%
hatardtmenetben L'y — I'g, ahol I'y a p =0 paraméter—értékhez tartozo © =1y, y = —x
egyenlet r =1y = 2 megolddsa.

A bizonyitas kifejezetten hosszadalmas, jollehet csupa elemi 1épésbdl all. Legnehezebb
része a I',,, > 0 periodikus megoldds unicitasanak ellendrzése, de az r = ry = 2 konkrét
szamérték megtalalasa sem konnyti: az aszimptotikusan stabil periodikus megoldédsok az
ro = 2 korvonalbdl bifurkalédnak (elfajult Hopf bifurkécid).
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1.3. Numerikus, szamitogépes megoldasok

Numerikus szempontbdl még eqy teljesen drtalmatlan kinézési kezdetiérték—probléma is
tartogathat meglepetéseket. Tekintsiik az (1.4) Van der Pol egyenletet a paraméter =200
valasztasaval. A MATLAB altal elsé helyen ajanlott és oly sokszor jol bevalt ODE45
moédszer futtatdasa most nemcsak a MATLAB lefagydsdhoz vezet, hanem jo eséllyel magat
a PC—t is tjra kell inditanunk. Ugyanakkor az ODE15s mddszer remekiil miikodik. A naiv
magyarazat az, hogy — figyelembe véve a & —u(1—2%)i+2=0 & i=y, y=pu(l—2?)y—=x
Van der Pol egyenlet specialis szerkezetét — a paraméter =200 értéke elviselhetetleniil
nagy az ODE45 modszer szamara. A p = 0.01 esetben viszont az ODE15s mddszer a
kevéshé jo valasztéds és az ODE45 modszer a sikeresebb.

A sokkhatdsbdl magunkhoz térve szisztematikus épitkezésbe kezdiink: a paraméte-
reit tekintve skaldzott/normaélt, csillapitas és kiils§ gerjesztés nélkiili &+ x = 0 rugd és
Z+sin(x) =0 inga/hajohinta példdjan mutatjuk be a(z egy—lépéses) diszkretizaciés méd-
szerek legfontosabb tulajdonsagait, és kivalasztasuk alapvetd szempontjait. Az elméleti
és a gyakorlati szempontokat eqymdssal dtfedésben probdljuk érvényesiteni.

A legegyszeriibb kozelit6 eljaras kozvetleniil a vektormezo fogalmara épit. A fazistér
minden egyes pontjaban ismerjiik az azon a ponton athaladé megoldésgorbe érint6jét:

i=f(z) é z(0)=z9 = Erintbg,,(t) =zo+tf(x0).

Az xo pontbdl indulva és h> 0 ideig az Erinté 4, (t) mentén haladva az z1 =zo+hf(zo) =
= ¢p(h,xo) pontba jutunk. Ha pedig a pontos megoldds mentén haladunk h > 0 ideig,
akkor az xg 4, (h) = ®(h, o) pontot érjiik el. A kettd egyméastol vett eltérése O(h?) nagy-
sagrendl, azaz

|®(h, 20) — ¢r(h, )] < Kh*, ahol a K konstans egyediil az f-tél fiigg.
Az eljarast az xg pont helyett az x; pontbdl etc. Gjrainditva az
Ty =z +hf(xg), k=0,1,2,... rekurziv pontsorozathoz,
majd az egymast kdvetd szomszédos pontokat rendre Gsszekdtve az
To— 1 — Ty —x3— ... Euler féle toréttvonalhoz jutunk.

Tetszbleges [0, 7], T'> 0 intervallumon, a h= 1L, N € Ny 1épéskozzel az x;,,, numerikus
és a ®(-, z9) pontos megoldas kiilonbségére az

‘xnum(t) - (I)(t, xO)l S COHSt(T) -h Vite [O, T]

hibabecslés érvényes. Fontos szamon tartanunk, hogy x,.,, maga a torottvonal, amelyet
az {xk}]kvzo pontsorozatbdl utélagos interpolaciéval (vagy ha gy tetszik, a menet kozbeni

13



q) (t, %)

1.6. dbra. Euler torottvonal médszere: explicit Euler modszer

rovid érintészakaszok megtartdsival) képeztiink. A hibabecslés a t = kh idépontokban
az

|z, — ®(kh,zg)| <const(T)-h  VO<kE<N (1.11)

alakra egyszertisodik.
A most ismertetett eljaras az explicit Fuler modszer, amelynek dinamikus jellegét az

¢p [0, hg] xRY = R? | (h,x) = ¢p(h,x) =x+hf(z)

Euler féle diszkretizdcios operdtor bevezetésével is hangsilyozzuk, ahol hg>0 a maximadlis
megengedett lépéskoz. Ugyanerre utal az

Tpy =xp+hf(xg), E=012,... & X=¢ghz) < X=z+hf(x)
kompakt frésméd is, valamint ha x;, helyett ¢& (h, zo)-at frunk.

1.4. Példa Az 1.1. Példa folytatdsaként alkalmazzuk az explicit Fuler modszert az ottani
(1.9) differencidlegyenlet-rendszerre. Az (zg) € R? kezdeti dllapotbdl indulva az

Yk+1 Yk —Z Yrt1 = Yr — h
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linedris rekurzidt kapjuk. Négyzetre—emelés és dsszeadds utdn a tényleges (s tudjuk jol,
mindvégig konstans) E(t) = 1y?(t)+ 32%(t) V t >0 dsszenergidt a ty, = kh idépillanatban
kézelitd Ey = Lo+ Syl diszkretizdlt dsszenergidra az

Epor = (1+h)Ey, k=0,12,... = Ey=(1+h)"E,, N=012,...

képlet adodik. fgy az N — 0o hatdrdtmenetben Ex — oo (amennyiben h >0 és Ey > 0):
A pontos megoldasok onmagukba zdarddd koreit az Euler féle torottvonal kifelé csavarodo
és a végtelen tdvoli pontba tarto spirdlkarokkal potolja.

Jollehet véges hosszusagu idéintervallumokon a 1épéskoz nagyon kicsivé tétele az ener-
gia novekedését elfedi”, nem képes minden hidnyérzetiinket megsziintetni. Az energiameg-
maradds a (1.9) differencidlegyenlet-rendszer lényegi tulajdonsagai kozé tartozik.

Visszatérve az az 1.1. Példa utan definialt dltaldnos sikbeli autoném (A) egyenlethez,
a tgr1 = (k+1)h id6pontokhoz tartozd (zk“), k=0,1,2,... toréspontokat megadhatjuk

k1
<$k+1) _h<f($k+1> ?Jk:+1)) _ <$k) <X> _ ($> +h<f(X7 Y))

Yk+1 9(Tk41; Yrs1) Yk Y Y 9(X,Y)
Osszefiiggéssel is. A régi (z:) toréspontbdl most nem az ottani vektormezé iranyaba me-
gyiink tovabb. Eppen ellenkezdleg, azt koveteljiikk meg, hogy a régi (Z:) toréspont legyen
zl’:ﬁ) toréspontbdl induld (és onnan visszamutatd) érinté egyenesen. Az inde-
xek nélkiili atfogalmazas most is az eljaras leképezés—jellegét hangsulyozza, ahol ();) €R?
ah és az (z) € R? ismeretében, mint az X =z +hf(X,Y), Y =y+hg(X,Y) (4ltaldban)
nemlinedris egyenletrendszer (i/() = ¢y <h, (;)) megoldésa szamitandé ki.°

rajt az j (

5Valéban, ha egy [0,7] id8intervallumot N egyenld részre bontunk, akkor h = L, és

Ex N T2 N2Z.N-! .
1<E—:(1+h2) _<1+N2) < Vel? 51 ha T>0 fixés N — 0.
0

6Az eljaras tényleges végrehajtdsakor (if) helyett elegend6 annak egy jol kozelité, mondjuk (if::)))

értékét venniink és azzal tovdbb szdmolnunk. (Elegendéen kicsiny h esetén az X =z +hf(X,Y), Y =
=y+hg(X,Y) egyenletrendszer iterdciéval oldhaté meg, ahol az

X X X X)), Y|
< (0)) = (x) induldssal < ("H)) = ( (n)) +h<f( (m); (n))> , n=0,12...,
Y(o) y Yint1) X(n) 9(Xn), Yin))
ami — egészen a 2.33. Megjegyzésig — még titokzatosabbd teszi, mik lehetnek ennek a jéval munkaigé-
nyesebb, implicit eljirdsnak az elényei a megeléz6, explicit eljardshoz képest.)
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1.5. Példa (Folytatds: tovdabbra is az (1.9) differencidlegyenlet—rendszert vizsgaljuk.)

Az explicit Fuler modszer utdan az
X x Y
= h
(Y> (y) i (—X )

($k+1> —h( Yk+1 ) _ (%)
Yk+1 —Tk+1 Yk

implicit Euler mddszert alkalmazva most

X =L (x+hy) } 1+ h?
L+h = 260=X’4Y = ——_ (22 +¢*) < (2®+9%) = 2¢

adodik. Ha tehdat h > 0, akkor a diszkretizdlt dsszenergia minden eqyes lépésben csok-
ken, sét N — oo mellett a 0-hoz tart. Az explicit Euler modszer kifelé csavarodo és a
végtelen tavoli ponthoz tarto spiralkarjai utan most befelé csavarodo, és az origoba tarto
spirdlkarokat kapunk. Az explicit Euler modszerhez hasonloan az implicit Euler mdédszer
sem veszi tekintetbe az energiamegmaradads torvényét: h > 0 lépéskozonként az aktudlis e
. 2h , . C 1,7

Energia iy része disszipalodik.

A ¢g(h,-) explicit és a ¢r(h, ) implicit Euler médszer kombinécidjaként vezessiik be
az (A) egyenlet pontos megoldasait az

(7Y = () o (L) (Sl

rekurzioval kozelito eljarast is, amely

X x f (=, y)> (f(X7 Y))> 1
& = —|—h<1—9< +0 ahol 0= —
<Y> (y> (1-9) 9(z,y) 9(X,Y) 2
okan a 6 = % modszer nevet viseli, de amelyet trapéz—moddszernek is szokés hivni.
Ellentétben az &(t) derivéltat a ,kézenfekvd” kiilonbségi hanyadosokkal helyettesité

X}:x:f(x) = X =¢g(h,z) valamint X}:fo(X) = X =¢r(h,)

moédszerekkel, a trapéz—-mddszer az foh f(z(t))dt integrél értékének trapéz—szabdly sze-
rinti

o) =a(0)+ [ Fa)drma0)+5 (O +10) = X =o+5(7)+ /(X))

helyettesitésén, pontosabban az X ezt koveté X = ¢ (h, x) kifejezhetdségén alapul.
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1.6. Példa (Folytatds:) A trapéz—mddszer — legalabbis az (1.9) & =y, y=—x rendszer
esetében, amely tobb szempontbol is kivételes tulajdonsdagokkal rendelkezik — megorzi az
energidt:

3)-0)5 (L)) = Sty o

négyzetre—emelés, dsszeadds =  2€=X>+4+Y?=2a?4y*=2e.

Az energia azonban az (1.9) rendszer nem egyetlen megmaradd mennyisége: a teriilet is
megmarad — és a teriilet-tarté tulajdonsigot” a trapéz-modszer is megorokli. Valdban,
az (1.12) algebrai egyenletrendszer X és 'Y ismeretleneit kiszamolva

h? h? h? h?
I+— ) X=z(1-= 1+— )Yy =- 1-—
(+4> x( 4>+hy , <—|—4) h:c—l—y( 4>

I(X,Y) 1 ( —2p
= J: — 4
o(x,y) 142\ -h 1-12

adddik, a h € (0, hy| lépéskoz mint paraméter barmely értékénél.

) = det(J)=1

Héatra van még annak bizonyitdsa, hogy az az (1.9) differencidlegyenlet—rendszer
d(t,-) :R27—> R? megold6-operatora megérzi a teriiletet. Ez a tény Liouville aldbbi ered-
ményének® kozvetlen kovetkezménye.

Az (;) - () = (i,(é;fg;) leképezés teriilettarté voltét a J = 88(().;3);)) Jacobi-métrix det(J) =1 tulaj-

donsédga fejezi ki. Ez a megallapitas idegennek és ismeretlennek tinik, jollehet konnyen levezethetd a
kettOs integralok

A(X,Y)
(z,y)

alakd &ltalanos transzformaciés képletébél, amelynek leggyakrabban hasznélt fD f(z,y)dady =
z,y

/DX:Y fX, Y)dXde/DM F(X(z,y), Y (2,9)) det( >dxdy (1.13)

= wa f(rcos(p), rsin(p))rdrde valtozatéra ha nem is mindnydjan, de sokan és j6l emléksziink. A
most kovetkezd érvelés — ha az (1.13) formula felidézése megeréltetd is volt valamelyikiinknek — a
NON RECUSO LABOREM szellemében mindnydjunk szaméra jol kovethet6 kell legyen. Az f fiiggvényt
azonosan 1-nek vélasztva az (1.13) formula az

Area(DX’y) :/ dxXdy :/ det (6‘(X, Y)) dzdy
Dx.y Dy o(z,y)

alakra egyszerlisodik, és igy Area(DXy) = Area(DLy) pontosan akkor lesz igaz az dsszes szobajové D

tartomdnyra, ha a det (83((); ;/))) mint kétvéaltozos fuggvény értéke azonosan 1. Az alsé xy illetve ,,

indexek a D tartomany (g) valamint (Z) valtozokkal torténd megadasara—megadhatdsagara utalnak.

8Liouville az (1.14) azonossig div f =0 specidlis esetét bizonyitotta a mechanika egy fontos feladat—
osztalydra. Amit ma Liouville tételének hivunk, nem sokat tesz hozza Liouville 1838-as gondolatmene-
téhez.
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1.7. Tétel Liouville Tétel Tekintsik az & = f(x), x € R? differencidlegyenletet, ahol
f:R* = R? folytonosan derivdlhato fiigguény. Legyen tovdbbd Qo C R? korldtos requldris
tartomdny, 0 peremmel és v kifelé mutatd normdlis eqységuektorral. Legyen tovdbbd
Qt) =D(t,), t > 0. A mondott feltételek mellett

d

Emesh(@(t)) = /Q(t) divf(x)dx, (1.14)

ahol mesh az RY térbeli mértéket /térfogatot jeloli.

Bizonyitds. A 9(t) peremre rdépiild vékony hatarréteg térfogata 0 < h < 1 esetén’

mesh(Q(t+h)) —mesh(2(t)) ~ (x)-hrvdS=h f(z)dS.

o0(t) o0(t)

A bizonyitandé (1.14) azonossigot Gauss integral-dtalakité mas néven divergencia tétele
szerint, h—val dtosztva, a h — 0" hatdrdtmenettel kapjuk. O

Tovébbra is az (1.9) differencidlegyenlet—rendszert vizsgélva, az eddigi harom diszk-
retizaciés modszer utan — gyors emlékeztetoiil az explicit Euler, implicit Euler, 6 = %
(més néven trapéz) modszerek lényege:

X—z __ X—z __ X—=zx y+Y
oY =Y h 2
_ ) _ ) _

Y Y— o Y y_ _ X Y-y _z+X

h h h 2

— most lassuk a semiimplicit Euler médszer alkalmazasat:
X—x
St = X=z+hy
" & (1.15)
Y =y—hx—h3y.

1.8. Megjegyzés Szorozzuk be az (1.15) bal oldaldn dllo elsé egyenletet (X + z)—el, a
masodik egyenletet (Y +y)—al, majd adjuk dssze ket :

X —x=hy X% 2% = hyX +hyx
=
Y—y=—-hX Y2 —y?=—-hXY —hXy

= X’4+Y?4+hXY =2 +9y°+hay.

A kapott eredménynek mind a fizika, mind a numerika szempontjabol fontos jelentése
van. Konkrét példankban a semiimplicit Euler modszer az energidat nem 6rzi meg, de a

9a most kovetkez6 formula abban a specidlis esetben valik igazan érthetévé és j6l szemléltethetévé,

amikor az & = f(x) differencidlegyenletben szereplé f vektormezé az Q(t) tartomdny O0€Q(t) hatdrit
minden pontban transzverzélisan, kifelé metszi — ez biztositja, hogy Q(t+h) DQt) VO<h <k 1
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kicsivel mdodositott majdnem—energiat igen. Az %(y2 +2?) tényleges energia mint fizikai
invaridns helyébe egqy/az attdl (legaldbbis a 0 < h < 1 esetben) alig kiilonbozd %(y2+x2—|—
+haxy) numerikus invaridns lép. (A fazisportrén a pontos megolddsok y*+x*= const kérei
helyett a diszkretizdlt megolddsok az azokat jol kézelité y* + x4+ hay = const ellipszis—
csaldd tagjain helyezkednek el. Az ellipszisek centruma az origd, a nagytengelyek a —45,
a kistengelyek a +45 fok irdnydban dllnak.)

Az (1.15) jobb oldaldn definidlt R? —R?, (“;j) — (3) leképezés Jacobi métrixa és ennek

determindnsa az R? sik tetszdleges (z) pontjaban

g IX)Y) ( 1 h

- a(x,y) “\—=h 1-h?
a he (0, ho| 1épéskoz mint paraméter barmely értékénél. Tovabbra is az (1.9) differencidle-
gyenlet-rendszernél maradva, a semiimplicit Euler modszer tehat megorzi a teriiletet
(amelyet egyébként — amint azt az 1.6. Példaban lattuk, az energidval egyiitt a trapéz
mddszer is megdriz'’), az explicit Euler mdédszer det(J) = 1+h? > 1 miatt megnéovel, az
implicit Euler médszer mddszer pedig 0 < det(J) = (}f}i; < 1 okan csokkent.

A fenti példdk mind arra utalnak, hogy a pontossdg mint ELS® SZEMPONT mellett —
amint azt az (1.11) hibabecslés olyan szépen kifejezésre juttatja: véges idéintervallumon
a 1épéskoz nulldhoz tartdsaval egyiitt a diszkretizaciébol adédo hiba is elvben nullahoz
kell tartson — egy MASODIK SZEMPONT is dllandéan jelen van, amikor kozelité megol-
dasokrdl beszéliink. A lehetGség szerint arra is iigyelniink kell, hogy a numerikus eljaras
érizze meg a feladat kvalitativ tulajdonsigait''. Van egy HARMADIK SZEMPONT is, amit
mindig mérlegelniink kell: Hidba tart a diszkretizdciébol adédoé hiba elvben a nulldhoz,
ha azt a soha meg nem sziintethetd kerekitési és szamabrazolasi hibak alaposan feliilir-
jak. Raadasul ez a numerikus zaj — amint azt a Trefethen méatrix—csalad sajatértékei
mutatjak — strukturalt formaban is jelentkezhet.

) = det(J)=1,

SPECIALIS SZERKEZETU EGYENLETHEZ SPECIALIS ALGORITMUST

¢z csak szerencsés véletlen lehet: a Ge-Marsden Tétel azt mondja ki, hogy az a numerikus eljards,

amelyik a (PN) differencidlegyenletek osztdlydn mind az energidt, mind a teriiletet pontosan megdrzi,
nem lehet més, mint a pontos megoldasok menti id6-atparaméterezés

1Az (1.9) rendszerre négy diszkretizaciés médszert is rderesztettiink, és megvizsgaltuk, hogyan s mint
maradnak érvényben — vagy éppen mennyire torzulnak el — az energia— valamint a teriiletmegmaradas
t(’erQényei. Es hogy egy egészen mads jellegli kvalitativ tulajdonsagrol is sz6 essék: Ha az %(t,w) =
= %(t,x) +u(1l —u) parcidlis differencidlegyenletben w helyesen modellezi egy kedvezd gén relativ
gyakorisdganak térbeli/egyenes—menti terjedését, vagy éppen egy oldat koncentracidjanak véltozasit az
id6 és a kémces6 menti hosszusag fliiggvényében, akkor a pontos megoldédssal egyiitt a kozelité megoldas
sem szabad, hogy negativva vagy egynél nagyobba valjon.
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Az (1.9) kezdetiérték—feladat a Newton mésodik torvényét potencidlis erétérben leird

i+V'(zx)=0 < (PN) {;:{V,m

differencidlegyenletek csalddjahoz tartozik. A (PN) differencidlegyenletek két kiilonleges
tulajdonsdggal rendelkeznek:

e pontos megolddsok mentén az E(x,y) = % +V(z) energia megdrzédik
e az id6 milasa a fazisportrén/fézissikon megdrzi a teriiletet

A H(z,y)= % +V (z) Hamilton—fiiggvény, esetiinkben az energia megmaradésa a pontos
megoldasok dinamikajanak jol ismert tulajdonsaga, amelyet matematikailag az 0sszetett
fiiggvény derivalasi szabalya igazol:

d

%H(f(t)y?/(t))}(pl\}) = (H;'erH;'?J)‘(pN) =V'(z)-y+y-(=V'(x)) =0.

A pontos megolddsok dinamikéjdban a teriilet is véaltozatlan marad'?: ez az 1.7. Tétel

specidlis esete (és a div(f‘}{(x)) divergencia azonosan nulla voltéval egyenértékii).

A semiimplicit Euler médszert a (PN) feladatok osztalyan ugy szokés definidlni, mint

a
‘ x B x+hy
¢s:[0,ho] xR* = R? , ¢ (h7 (y)) - (y—hV’(:E—l—hy))

leképezést, amely mogott természetesen most is a derivaltak kiilonbségi hanyadosokkal
torténd kozelitése all:

% =y X=x+hy
-
== _V(X) Y =y—hV'(x+hy)
AV(z)= % specidlis esetben az (1.15) képletet kapjuk vissza.

1.9. Lemma A (PN) differencidlegyenletek osztdlyan a régzitett h € [0, ho| épéskozzel
vett semuimplicit Fuler modszer megorzi a teriiletet.

12V4zolunk egy kizvetlen bizonyitast is: a ®(t, z,y)=V(t,z,y), U(t, z,y)=—V'(®(t, z,y)) formulékat
kell csak az x valamint az y valtozok szerint egyszer—egyszer parcidlisan derivélni, majd J(0) = I per
definitionem és 4 .J(t) = 0: minden kiesik, direkt szdmolds a megfeleld visszahelyettesitésekkel. (Ha
valakinek elsére kijon, biiszke lehet magara, hiszen ugyancsak hosszadalmas, a rontasok és elszamolasok
megannyi lehet&ségével. A szerzé szerényen vallja be, hogy neki csak a harmadik prébdlkozésra sikertilt.)

Ezen a ponton mar vilagos kell legyen, hogy a H Hamilton—fiiggvény és a 2d-dimenziés térfogat
invariancidja az altaldnos, Hamilton tipusi & = %(a@ Y), y=— %—I;(x, y) (ahol z,y € RY) dinamikdkban
is teljesiil.
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Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy det(J) = 1. Val6ban,

CaxY) | h B
J_-mﬁy)_<—mﬂhﬁhw 1—mwa+mnw> = det(J) =1,

s mar készen is vagyunk. O

A Verlet (més néven Stormer—Verlet) médszert a (PN) feladatok osztalyan ugy szokés
definidlni, mint a

o (1)) ()= (s T )

leképezést. Verlet modszere mogott is a derivaltak kiilonbségi hanyadosokkal torténd
kozelitése all, de az y koordinataban most egy fél 1épéskozt is kozbeiktatunk, majd az

yr =Y (%) segédvéltozét (nagy szerencse, hogy ezt meg lehet tenni) kikiiszoboljiik:

=y X =z +hy;
4 =-V'(2) & yr=y-2V'(2)
Y —

e =—V'(X) Y =y, —3V'(X)

N { X = x+hy—%2V’(x)
Y =y—5V'(z)-5V'(X))
Ez az egyszertisitési lehetéség vezetett el a ¢y : [0, ho] x R? — R? Verlet mddszer dltalunk
is haszndlt, teljesen explicit definici6jahoz.
Az egymds uténi ty =kh, k=0,1,2, ... idépillanatokhoz tartozd zy~x(kh), yr~y(kh)
s atyp1/o = (k—i— %) h idépillanathoz tartozd yyi1/2 = y(tki1/2) kozelité értékekre az elsd
latasra implicitnek tino

@ = Yk+1/2 Tyt = T+ hYkt1/2

Y ¥

% =—V'(xy) & Yrt1/2 = Yk — %V/(l’k)
—yk“;/yz’ﬂ“/? =—V'(xks1) Yk+1 = Ykt1/2 — %V'(ﬂfkﬂ)

rekurzié tartozik, amely azonban az

Tpi1 = 2+ hyp — 2V (2
S :k) B k=012,
Y1 = Yk — 5 V' (xx) = 5V (2 + hyp — 5V (21))

explicit rekurziéva, ha tugy tetszik, kozvetleniil programozhaté utasitas—sorozatta szeli-
diil.
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1.10. Lemma A (PN) differencidlegyenletek osztdlyan a régzitett h € [0, ho| [épéskizzel
vett Verlet modszer megorzi a teriletet.

Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy det(.J) = 1. Valdban,

g OXY) (0 1=5V() = 5 h
Oe,y) — \=4V"(@) = V'(X)- 55 1= 5V(X)-h
0X h?
= det(J) = 8—I+7V"($) =1
amit bizonyitani akartunk. -

Mind a semiimplicit, mint a Verlet médszer megérzi tehdt a (PN) differencidlegyen-
letre vonatkozé két megmaradasi torvény egyikét: a fazisportrén/fézissikon a teriilet a
numerikus megoldés sordn sem valtozik. Az energidt a két médszer egyike sem 6rzi meg'?,
de még ha viszonylag nagy lépéskozzel szamolunk is, roppant hosszi ideig elképesztoen
jol kozeliti.

Itt a legfobb ideje, hogy konkrét szamadatokat is mondjunk. Ime a numerikus ered-
mények:

# || médszer | h T a diszkretizalt energia t =0 és t =T kozott
1 || ¢p 0.001 | 100 monoton no 1 és 1.068 ... kozott

2 | og 0.001 | 1000 | monoton nd 1 és 1,70... kozott

3 | o1 0.001 | 100 monoton fogy 1 és 0.934... kozott

4 | ¢r 0.001 | 1000 || monoton fogy 1 és 0.46... kozott

5 || os 0.1 10000 | oszcillal 0.957 és 1.045 kozott

6 || ov 0.1 10000 || oszcillal 0.998 és az 1.000. .. kozott

A szédmitégépet a csillapitas és kiils6 gerjesztés nélkiili inga/hajéhinta (1.6) egyenleté-
bél skélazott/normalt i+sin(z) =0 alaki egyenletre eresztettiik ra, az (0) =7, #(0)=0
kezdeti feltétel mellett. Maga az egyenlet természetesen (PN) tipusi és V (z)=1—cos(z).
(Elvben lehetne akar V' (z) = — cos(x) is, de a szabad konstansot érdemes ugy vélasztani,
hogy a H(x,y) = % + V() Osszenergia lehetséges minimuma — az inga alsé egyenstlyi
helyzetében — zérus legyen.) A kezdeti feltételt/allapotot tigy valasztottuk meg, hogy
az onnan indulé pontos megoldas energidja egységnyi legyen. Hat MATLAB kisérletet

13Ezt nem is nagyon teheti: a Ge-Marsden Tétel azt mondja ki, hogy az a numerikus eljards, amelyik
a (PN) differencidlegyenletek osztdlydn mind az energidt, mind a teriiletet pontosan megérzi, nem lehet
maés, mint egy, a pontos megolddsok menti id6—dtparaméterezés: az (1.9) egyenletre — szerencsés vélet-
len! — ezt a 6= % trapéz modszer is megteszi. A szdmolds részleteit az 1.6. Példdban mar bemutattuk.
Itt emlitjiik meg azt is, hogy az 1.8. Megjegyzésben a semiimplicit Euler médszer kapcsan bevezetett
numerikusan invarians majdnem—energia fogalma mar a Verlet médszerre sem vihetd at.
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végeztiink, az energiat mindig a megfelel6 numerikus megoldds mentén vizsgélva a [0, 7]
id6—intervallumon. A 1épéskoz h (és a lépések N szamdaval T'= Nh). Az utolséel6tti
kisérletben az oszcillaciok Gsszessége sinus—hullam, az utolsé kisérletben ciklois—hullam
jellegiiek voltak. (Az oszcillacidk szdma mindkét esetben j6 kozelitéssel ezer volt.) Em-
lékeztetiink arra, hogy ¢g, ¢r, ¢s és ¢y rendre az explicit Euler médszert, az implicit
Euler médszert, a semiimplicit Euler médszert és a Verlet médszert jelentik.

Lehet csodalkozni. Jéllehet a Téblazat sokkold jellegét részben a fazistér kétdimenzios
volta okozza, a beldle levonhato kovetkeztetések altaldban is érvényesek.

EGY NUMERIKUS MODSZER CSAK AKKOR LEHET IGAZAN HATEKONY, HA
e figyelembe veszi a megoldandé feladat belsd, kvalitativ tulajdonségait
e maximalisan tigyel a fizikara, amelybol a konkrét feladat szarmazik

Célfeladathoz tehat célprogram tartozik. De ahhoz, hogy a szamitégépet a valoban éles
esetekben is jol tudjuk hasznalni, tudnunk kell, mi van a célprogramok "fekete doboza ™
ban: a konkrét feladat—osztaly fizikajatdl fiiggd hibrid, gondosan konstrudalt, am ugyan-
akkor heurisztikus elemeket is jocskan tartalmazé algoritmusok.

A ¢p trapéz, valamint a (PN) tipusu differencidlegyenletekre definidlt Verlet méd-
szer kivételével (amelyek masodrendii mdédszerek) minden eddig emlitett diszkretizacios
eljaras, koztik a ¢y is (a paraméter 0 < 0 <1, 6 # % értékeire) elsérendli. Egylépéses
modszerek rendje pontosan akkor p € N, p > 1, ha az (1.11) egyenl6tlenség jobb oldalédn
a const(7T") tényezd szorzdja a h 1épéskoz p—edik hatvanya.

1.11. Megjegyzés Az implicit Fuler mddszer a szamitogép részére természetesen nem
adhato meg ()}f) = (i) +h(_ siz(X)) alakban. Szikség van az X =x+hY, Y =y—h-sin(X)
eqyenletrendszer, illetve az ebbdl kapott X = x + hy — h?sin(X) egyenlet megolddsdra.
Ez utobbi sem adhato meg zdrt alakban: X pontos értéke helyett meqg kell elégedniink
annak eqy X kozelitésével. Ha azonban X mdr ismert, akkor Y helyett vehetjik annak
Y =y —h-sin(X) kozelitését.

Feladatunk tehdt az X = x+ hy — h?sin(X) egyenlet numerikus megolddsa, amelyet

elegendden kicsiny h lépéskoz mellett iterdcidval végezhetiink. Az
Fray R2R . X = Fpy(X) =2+ hy—h?sin(X)

képlettel definidalt egyvdltozds valos fiigguvény diX}"h’x,y(X) = —h?cos(X) deridltja abszo-
lit értékben legfeljebb g = h? lehet. Amennyiben g < 1, ha tehdt 0 < h < hy < 1, akkor az
X=z+hy—h?sin(X) & X=F,,.,(X) fizpont-egyenletre az iterdcids mddszer minden
tovdbbi nélkil alkalmazhatd. Az Xpi1 = Fpoy(Xn), n=0,1,2,... sorozat — tetszéleges
Xo € R kuindulo érték esetén — a fixpontegyenlet egyetlen, X = X* € R megolddsdahoz
tart. Az iterdcidt a szdmitdgépes program az | X, — Xn,—1| < TOL megdlldsi feltétel telje-
siilésekor fejezi be, és az X* fizpontot a X = X,,. értékkel azonositja. A kordbbi analizis
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tanulmanyainkbdl ismert és a szdmegyenes tetszéleges kontrakcidjara érvényes (az emlé-
kezetet a 2.30. Megjegyzés is frissiti)

n—1

X, — X*| < | X — Xo|- L n=123,...

1—q’
hibabecslés roppant gyors konvergencidt jelent, ami geometriailag a pokhalo—diagramm
pdr lépés utani “bekonvergdldsdval” szemléltethetd. Az iterdciot a szokdasos Xo=x értékkel
inditva | X, — Xo| = |hy — h?sin(Xo)| < h(|y|+h). Igy az ly| <10 feltétel mellett a 1012
pontossighoz a h=0.1 illetve h=0.001 lépéskiz—valasztdssal nyolc illetve hdarom iterdcios
lépés mar elegendo.

A diszkretizdacids/numerikus mddszerek targyaldsa a 2.27. Definicioval folytatddik és
a 2.5 Alfejezet végéig tart.
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1.12. Megjegyzés Numerikus mddszerek nélkiil egy tapodtat se! Az
t=f(t,z), (t,z)eRxR?

differencidlegyenlet megolddsait l[ényegében csak akkor tudjuk konkrét képlettel kiszdmolni,
ha az egyenlet dllandd egyiitthatds (homogén vagy inhomogén) linedris illetve szétvalaszt-
hato :

o f(t,x)=Ax+b(t)
o d=1¢6s f(t,x)=g(t) h(zx)
e wvalamint a fenti két tipus ,rokonsdga”

Numerikus, kézelito eljardsok természetesen mindig rendelkezésre dlinak.

A szamitégépek elterjedésével a matematika részint experimentalis tudoméannya valt.

Ha tugy vessziik, maga a 7 szam is egy—, s6t tobbfajta numerikus modszer.
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1.4. Rezgokor és rugd csillapitassal

Allandé egyiitthatds linedris differencidlegyenletekkel nem most taldlkozunk el8szor. Is-
mereteinket konkrét példak bemutatasaval foglaljuk ¢ssze. Alappéldank az RLC—kor vagy
ha valakinek gy a szemléletesebb, a fékezett, gerjesztés nélkiili rugd differencidlegyenle-

te:
. B T=y z\ (0 1 T
T+bi+r=0 < J = —z—by } & (y) = (_1 —b) (y)’ (1.16)

ahol b > 0. A megoldasok kézzel torténd kiszamitasa szempontjabol a masodrendd 7+
+bi+x =0 alak a kezelhetobb. A szamitégép két elsorendii egyenletbdl &ll6 rendszert
igényel matrixos alakban és az 2(0) = zq, y(0) = yo kezdeti feltételek megadéséat.

Az (1.16) egyenletre a prébafiiggvény médszert alkalmazzuk, amely a p(A)=A2+bA+1
karakterisztikus polinomhoz vezet.

1.13. Megjegyzés A hatdrozatlan egyiitthaték moédszere (lednykori nevén a préba-

/////

e Feltessziik, hogy a megoldds ilyen és ilyen (paraméteres) alaki, majd
e a szabad paramétereket visszahelyettesitéssel, utolag vdlasztjuk meg.

Hasonlo érveléssel mdr kordabban is taldalkoztunk :

r+4 1 1
R d — dz = 21n(z —2) —In(z —
/x2—5x+6 ’ /x—2 v /x—?) ‘ n(z=2)~In{z—3)+C,

hiszen a nevezdt szorzattd alakitva, a parcidlis integrdlas szabalyai szerint

r+4 A B
= Axr—3A+Bz—2B = 4V R
(x—2)(z—3) x—2+:p—3 = v thr T re

x eqyitthatdi : A+B =1

y egyitthatoi : —3A—2B =4 } = A=2és B=—1;

majd (az ﬁ és az %_3 fiigguények utan most) az €® cos(2x) és az e*sin(2z) fliggvények

linedris fliggetlenségét haszndlva
1 2
e” cos(2z)dx = R e cos(2x) + R e’ cos(2x)+C,
hiszen a feltételezett
/ e’ cos(2z) dx = Ae” cos(2z) + Be® cos(2x)+C
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eredményt visszaderivalva
e cos(2x) = Ae” cos(2x) —2Ae” sin(2x) 4+ Be” sin(2x) +2Be” cos(2x) V x € R

e* cos(2x) egyitthatdi . A+2B =1 L4 1 s B 2
e”sin(2z) egyiitthatdi : —2A+ B =0 5 5

A harommal ezutani 1.16. Példa a hatarozatlan egyiitthaték maédszerének tjabb vélto-
zatat mutatja majd be. (Nem csodalatos, hogy lényegében ugyanaz a szdmoldsi trikk
mennyire kiilénboz6 feladatokra alkalmazhat6?)

1.14. Példa Az (1.16) feladat i+ bi+x = 0 vdltozatdban a prébafiigguény x(t) = e.
Az egyenletbe torténd visszahelyettesitéssel nyerjiik a p(\) = N2 +bA+1 karakterisztikus
polinomot:

MMM +eM=0VteR = N4+bA+1=0.

A p(A) = N2 +bA+1 karakterisztikus polinom gyokei Ay o = —2EV=4 V2b2

AD=b—4 dzszkrzmmans eldjele szerinti hdarom eset bemutatdsa :

Ha D <0, példdaul b= 5
b=2% = Np=-2+if = z(t)=ce s Cos( t) +cpe 5t sin (3t)
Miutdn az i+ 2i+x=0 egyenlet dltaldnos megolddsdt kiszdmoltuk, az y(t) = i(t) vissza-

helyettesitéssel dattériink a vektoros alakra:

(i) =e (—g cos (20 (t) <§t>> e (g églg)sm <§t>)

Ha D=0, azazb=2:
b=2 = MN=Xh=-1 = z(t)=cite " +ce? (belsd rezonancia) Miutdn az i+
+2i42=0 egyenlet dltaldnos megolddsat kiszamoltuk, az y(t)=1(t) visszahelyettesitéssel
attérink a vektoros alakra:

() == (e () () o ()
Ha D >0, példdul b= 2

b=3 = M=-1h=-2 = a()=ce e
Ez esetben ugyanolyan konnyi a vektoros alakkal szdmolni, mint a mdsodrendidvel:

- (et ()
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1.15. Példa (Folytatds: az (1.16) feladat targyaldsa a mdtrizos vdltozat alapjan). A pro-
bafiigguény most vektoros alaki: x(t) = e*v. Az egyenletbe torténd visszahelyettesitéssel :
d
%(eMV) =AlMv) & AMv)=eMAVVIER & Av=Av.
Tehdt \ sajdatérték, v =s pedig a A\~hoz tartozo sajdtvektor. A karakterisztikus polinom
elnevezés a mdtrixos alakra utal:

-2

1 —btVb?—4

2

A kordbbiakban mdr tdargyalt hdarom eset, mindvégig vektorosan—qgeometrikusan :

o 0 <b<2: A= a£if konjugdlt komplex pdar, 5 #0, a <0
= az origo stabil fokusz, valos sajdtvektorok nincsenek
és a trajektoriak forgasiranya az oramutato jardsdval ellentétes

e hb=2: A\ =X =—1<0 kétszeres sajdtérték
= az origo elfajult stabil csomad, az eqyszeres sajdtvektor s = (_11)
és a (nem—trividlis) trajektoridak érintik az s sajatirdnyt

e 2<b: A <A <0 negativ valos szamok
= az origo stabil csomd, a sajdtvektorok s = (/\11), So = (;2)
és a (nem-sy iranyu) trajektoridk érintik az sy sajdtirdnyt

A fazisportré forgdsirannyal és az (origdban torténé) aszimptotikus érintésekkel kap-
csolatos finomabb tulajdonsagait a vektormezo felvazolasaval, néhany pontban torténo
abrazolasaval nyerjiik.

A 0 < b < 2 esetben a pozitiv siknegyed minden pontjaban a vektormezo jobbra
(hiszen ott & =y > 0) és lefelé (hiszen ott § = x — 2y < 0) mutat, ami béségesen elegendd
a forgasirany meghatarozasahoz.

A b =2 esetben még latszik a forgasirany ,maradéka”. Az s = (_11) sajatvektor altal
meghatdrozott sajataltér invaridns (a s pontokon dtmend +e*s trajektéria ugyancsak
az s sajatiranyba esik), ami apropénzre valtva azt is jelenti, hogy a trajektéridk nem
metszik az y = —x egyenletii egyenest. Ugyanakkor az y = — %x, x > 0 félegyenes pontjai
a rajtuk athaladé trajektéridk minimumhelyei (specidlisan & =y <0 és §y = —x —2y =
=0), azok odaig csokkennek, utdna névekednek. Ugyanezek a trajektoridk az y=0, = >0
félegyenesig jobbra, utana pedig balra haladnak. A gondolatmenet kis megfejelése elvezet
az origbban torténd aszimptotikus érintés igazolasaig.

A b > 2 eset joval egyszerlibb, hiszen csak az (zg;) = cie
megoldas s; és sy irdnyu Osszeteviinek/koordindtdinak ¢t — oo melletti aszimptotikajat
kell egymassal 6sszehasonlitanunk. Forgasiranyrol itt nem beszélhetiink.

Mindez vilagosan mutatja, hogy a fiiggvényvizsgalat modszerei, kezdve az

Mtg) + coeM?ts, Altaldnos
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e R—R, z— 2332242 (harmadfoki polinom)
e R—R? t— (t—sin(t),1 —cos(t)) (ciklois)

{(xay)€R2|($2+y2)2:y2—x2} ) )
& {r>0,pel0.2a]]r* = cos(2¢p)} (lemniszkata)

feladatokkal, hogyan terjeszthetok ki az

t=y & x(0)=0 o
j=—2-2y & y(0)=1 (kezdetiérték—feladat)

implicit alakban megadott gorbék tulajdonsagainak elemzésére.
A teljesség kedvéért az (1.16) egyenletet polarkoordinatakra is atirjuk:

&=y } o q(r)cos(e() =r(t)sin(e(t)) }
j=—xz—by ((r(t) sin(p(t))) = — cos((t)) —br(t) sin(p(t))
{ 7 cos(p) —rsin(p) - = rsin(p) }
7sin(p) +1cos(p) - = —rcos(p) — brsin(p)
Az elsé egyenletet cos(¢)-vel, a mésodikat sin(p)—vel szorozzuk, majd a kett6t Osszead-

juk:
T=y 7= —brsin®(y)
y=—x—by } < $=—1—"brsin(p)cos(p) [’ (1.17)
A végeredményt érdemes Gsszehasonlitani az
1 1 :
E(t)= §y2(t) -+ §x2(t) = E=yjtai=1=y(—r—by)+ay=—by*<0

energia-becsléssel, amiben nem nehéz felismerni az LRC-kérre vonatkozé E(t) < —RQ?*=
=—RI?<0 (1.3) egyenlStlenséget sem. Az energia tehét legaldbbis nem névekszik az id6
elérehaladtéval. Ez a nem novekedés itt és most szigort csokkenés is, hiszen E(t)=0 <
y(t)=0 csak azokban a kivételes idépontokban teljesiil, amikor a rugé valamelyik irdnyban
Ezek az id6pontok izolaltak. Az aramkori interpretacidban azokrdl a pillanatokrdl van
sz0, amikor a kondenzator feltoltottsége éppen maximalis, s amikor nem folyik aram,
jobban mondva amikor az aram éppen visszaindul. Az energia szigori csokkenése ugy
valésul meg, hogy a sirlédas illetve az ohmikus ellenallds okozta veszteség a lecsengés
folyamataban csak diszkrét, egymastol viszonylag tavoli idépillanatonként lehet nulla.
Mindez j6l 1atszik az egyenlet (1.17) polarkoordinatéds atfogalmazasabdl is.

Az E(t) energia t — oo melletti nulldhoz tartdsét az (1.16) egyenlet altaldnos meg-
olddsa alapjan mér sokkal korabban tudtuk: a b > 0 feltétel szerint ReA; o < 0, ami
Osszességében exponencidlis lecsengést biztosit (jéllehet a Gronwall Lemma % <const <
< 0 differencidlos valtozata — amelyet a (3.25) rendszerrel kapcsolatban emlitiink meg
— a v(t) = E(t) > 0 energiafiiggvényre itt és most nem teljesiil).
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1.16. Példa A.) Tovébbra is az (1.16) egyenletnél maradva, keressen olyan a, 3,y valés
paramétereket, amelyekre a

et (5 7))

modositott energiafiiggvény olyan, hogy

%V(m(t}, y(t))|t:0 =—22—9*<0 Va,yeR, (z,y)+#(0,0). (1.18)

B.) Szemléltesse az eredményt geometriailag!
A.) A puding prébdja az evés:

d

=V (@), y(t)],_, = 20w3 + Biy+ By + 2793

=2azy+ Py -y+Br(—x—by) +2yy(—r—by) = —2*—y* Var,ycR
x? egyiitthatéi : —f3 = —1

= xy egyiitthatoi : 2a—Pb—27 =0 = pf=1,vy=
y? egyiitthatéi : [ —2vb= —1

S =

S =

B.) Kulcsfontossdgi, hogy ez a V (z,y) = (% + g) :L’2+:L‘y+%y2 kvadratikus alak pozitiv
definit, azaz eldjele definitive/hatdrozottan (mindenitt, mdrmint az origé kivételével)
pozitiv. Valoban,

Via,y) = <gx+%y>2+(%+g) 22>0  ha (“;) ” (g)

A (3+3) 2> +ay+1y* = ¢ > 0 szintvonalak az origd, mint a V(z,y) = ¢ = 0 szint-

alakzat korili ellipszisek. A geometriai jelentés az, hogy az (1.16) differencidlegyenlet

trajektoridai ennek a Matrjosa—baba szeriien eqymasba skatulyazott ellipszis—csaldd min-

den ezqy{es tagjat transzverzdlisan, kivilrol befelé haladva metszik. Mdsképpen fogalmazva,
(0

az (y(O)) =f (z) = (_xy_by) vektormezd a sik minden egyes pontjdban tompaszoget zdr

be az ottani szintvonal gradV (z,y)= (%—Z(m, Y), %—Z(x, y)) normdlvektordval. Valdban, az

osszetett figguény derivaldsi szabdlya szerint kettejik skaldris szorzata, ahogyan az (1.18)

képletben 1s, p
V@), y(0)],_o = (gredV(z,y), f(z,y))

2 2

ami (az origd kivételével) mindeniitt negativ.
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1.5. Fiiggelék 1.)
Egy kevés linearis algebra és linearis analizis

Lehet, hogy az Olvasé még nem talalkozott a linedris analizis kifejezéssel. Csodalkoznia
mégsem szabad, hiszen mar jél tudja, hogy az algebrai struktira mellett minden matrix
hordoz geometriai és igy analitikus strukturat is. Es sok példat tud arra is, milyen kom-
binatorikus illetve sztochasztikus tulajdonsagok jelenithetok meg matrixok segitségével.

El6szor idézziik fel, hogy az 1.16. Példa a linedris algebra mely részeihez kapcsolodik.

A teljes négyzetek Osszegévé alakitas helyett alkalmazhatjuk a kvadratikus alakok
pozitiv definitasara tanult elégséges és sziikséges feltételt is. Egy kvadratikus alak ponto-
san akkor pozitiv definit, ha az 6t leiré szimmetrikus matrix minden egyes féminorjanak
determinansa pozitiv, azaz ha

1 b\ o L, 142 1N\ (z
(5+§)x Y+ oy = (z y)( 12 1),
szerint L ) s L
1 142 1
det [ =+=)=-+=>0 és det|{?,;2 2)=—=+4+->0
e(b—|—2> b+2> €s e( % %> b2+4> ,

amely minden b > 0 esetén automatikusan teljesiil.

Egy jol kiszamolhaté specialis eset kvadratikus fiiggvényiink szintvonalainak &bra-
zolaséra b = % Ekkor a kvadratikus alak matrixa valamint sajatértékei és (célszeriien
egységnyi hosszinak valasztott) sajatvektorai

1 b 1 17 1
148 1 1 (17 6 Iy 1
— [ T2 2 — 12 2 —
4 ( ) 12(6 8) - d‘*(% %—A) 0

N AT S VL I
1—3>Sl—\/51 €S 2—12,82—\/5 9 |

Az s; és az s, merSlegessége nem véletlen és az sem, hogy egyiittesen az R? sik olyan
bazisat alkotjdk, amelyben az A métrix (pontosabban az A métrix dltal reprezentélt
linearis leképezés) a D = diag(A;, \2) alakot 6lti.

Altaldban is, ha A d x d szimmetrikus matrix, akkor a Ai, Ag,..., Ay sajatértékek
valosak, a hozzdjuk tartozd si,ss, ..., sy sajatvektorok pedig ugy is megvélaszthatok,
hogy ortonormalt béazist alkossanak. fgy minden szimmetrikus matrix diagonalizalhato a
valds szamok teste felett, egy alkalmasan véalasztott ortonormalt matrix segitségével'*:

AM =MD < MTAM = D =diag(\i, Mg, ..., \g) ahol M =col(sy,sy,...,Sq).

1Egy sajatvektorokbdl allé bézisban minden linedris leképezés matrixa diagondlis: a f34tléban a
sajatértékek allnak. Az ilyenkor érvényes transzformacios képlet

T~ YAT = D = diag(A\i, A2, .. ., Aa)s
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Konkrét példankban

1 /2 -1 T _
M_ﬁ<l 2) = D—MAM—(

A szamolast célszerti két részre bontva elvégezni:

O)
i .
12

17 6 2 -1
6 8 1 2

L1 1 , 2 1\ /40 20\ (100 0©
vii'vste o % (o1 2)\—5 10/\ 0 25

A két részeredmény szorzata valéban a D = diag(2, ) matrix.

Az A= AT szimmetrikus matrix-szal egyiitt az altala meghatdrozott kvadratikus alak
is transzformaldodik. A diagonalis alaknak megfeleléen az 1j valtozékban csak a tiszta
négyzetes tagok maradnak meg. Bevezetve az

9-3() = (€ o-te

n Y

O wlut

konkrétan a

)= (Ga)() = e (s

1j valtozokat, azonnal addédik az

az’+ Bry+vy° = (z y)A(:;):(x y)MMT-A-MMT<:;>

— (z y)M-D-MT@) = (¢ n)DG) = A&+ Ao,

ahol a T matrix els6, masodik, ..., d-edik oszlopvektordban rendre a A1, A, ..., A\g sajatértékekhez tartozé
S1, S2, ..., Sq sajatvektorok(nak az eredeti

e; = col(1,0,0,...,0), ex =co0l(0,1,0,...,0), ..., eq=col(0,0,0,...,1)
béazisvektorok szerint vett) koordindtdi allnak. A T = col(si, s, ...,sq) matrix invertdlhato, inverzét

T—! jeloli. Az sltaldnos esetben mind a sajatértékek, mind a sajatvektorok komplexek. Amennyiben a
sajatvektorok paronként egymaéasra merdleges valés egységvektorok — azaz ha

S1,82,...,84 € RY ortonormalt bazis <« T = col(sy,ss,...,84) ortonormalt matrix
& T 1=TT (inverz egyenld transzpondlt)

—, akkor a T'= M azonositas utdn a T~'AT = D formula az M7 AM = D formulira egyszeriisodik.
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konkrétan a

17 29 9.9, 9 9
TR AN U SR TY
Osszefiiggés.'” Tehdt az }—;xQ + 2y + %yQ = const szintvonalak egyenlete az s; = \/Lg(f)

és sy = \/ig(_;) sajatvektorok &ltal meghatarozott koordinatarendszerben 352 + 15—2772 =
= const, ahol ¢ az s;, n pedig az sy koordinatatengely mentén mért koordindtét (elé-
jeles tévolsdgot) jelenti. Ebben az 1j'°, elforgatott koordindtarendszerben méar azonnal
latszik, hogy a kvadratikus Ljapunov fiiggvény V' (z,y) = const > 0 szintvonalai olyan,
egymasba—skatulyazott ellipszisek, amelyek nagytengelye az s,, kistengelye az s; irdnyba
mutat, és 352 + %772 = g (f—z + 727—;> = const miatt a nagytengelyek hossza a kistengelyek

hosszanak mindig a dupldja. A V(z,y) = 0 szintvonal kivételes, éspedig maga az origd,
az RLC-kor vagy ha tgy tetszik, a fékezett, gerjesztés nélkiili rugd viselkedését leird

15 Altaldban is, a kvadratikus alakok fotengelytétele kifejezhetd az

2T Ax =T D¢ = Z Me&2 képlettel, ahol ¢ = M7z,
1<k<d

Mivel az M métrix ortonormélt, z = M¢{ = |z| = [¢| és igy

maX|m|:1xTAx = Amaz argmax|I|:1xTAx = argmax¢|—, Z )\kﬁi = Sinaz
1<k<d
a maximalis Ay < Apar (K= 1,2,...,d) sajétértékhez tartozd egység hosszusdgi sajatvektor(ok bar-

melyike). Mindez azt is jelenti, hogy szimmetrikus métrixok maximélis sajatértékének meghatdrozdsa
(feltételes) szélsdértékfeladattd fogalmazhaté at: Rayleigh elv.

16 Altalaban is, a két koordinatarendszer egyikét réginek, masikat ijnak nevezziik. Az indexek wu és r
betlii erre a két koordinatarendszerre utalnak. A ,visszafelé” nyilak az indexben meglehet szokatlan, de
végiil is jol érthetd szerepet jatszanak. A régi és az 1j koordindtarendszerben kiilon—kiilon

(Az), = Arcrx, illetve (Az), = Ayculy,
a régi és az 1j koordinatarendszert 0sszekapcsolva pedig
Ty =TyerTr & Tp=TryTy= Tu*(i,.xu és ennek mintajara (Ax), = Tyer(Ax), .
Az eddigiek sszeflizésével a matrixok altalanos transzformacids szabdlya

Ay uZy = (A:l})u = Tuer(AI)r =TucrArerTr = jvu(—rAN—rTil Y YV,

U—TTU
— -1 _ -1
= Au«—u - Tu(—rArerTuer , azaz Ar(—r - Tu<_rAu<—uTu<—r .

A T, ., matrix oszlopvektorai kiolvashaték az x, = Ty ,x, képletbdl:

A T,., matrix k—adik oszlopvektora
= a k—adik 1j bazisvektor koordinatai a régi koordinatarendszerben.

— {inic ard 3 g —_ 71 _ T _ -1 _ Naartda iQ
Ha az A = A, ., matrix szimmetrikus, akkor az M =T, =T, ,, M* =M~ =T, , vélasztds is

lehetséges és ekkor a méar ismert M7 AM = D = A, ., formulat kapjuk vissza.
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(1.16) differencidlegyenlet-rendszer egyetlen, aszimptotikusan stabil nyugalmi &llapota,
egyenstlyi helyzete.

Az altaldnos megoldas képletét az 1.14. Példa, geometriajat — homogén linearis dif-
ferencidlegyenletek esetén a lokalis és a globalis fazisportré kozott nincs kiillonbség —
az 1.15. Példa targyalta.

Magasabbrendti homogén linedris differencidlegyenletek matrixos alakja sokkal ked-
vezObb az abrézolds és az elmélet szdmara, de az altalanos megoldas képletét (marmint
az allandé egyiitthatds esetben) csak akkor konnyi felirni, ha létezik a matrix méretével
(és igy a fazistér d dimenzidjaval) azonos szamu linedrisan fiiggetlen sajatvektor és a
sajatértékek valosak. Az dltalanos megoldas ebben az esetben

Mg 4 coeMlsy 4. .. +cdehtsd, ahol ¢q,c9,...,c4 €R,

z(t) = cre
S1, So, ..., Sq pedig rendre a Ay, Ao, ..., A\g sajatértékekhez tartozd sajatvektorok. Ha
az 2(0) = 9 € R? kezdeti 4llapot is adott, akkor az alapmegolddsok eddig még szabad
C1,Ca, ..., cq € R egyiitthatéit az

To=C1S1+C2So+... +C4Sq

linedris algebrai egyenletrendszer hatarozza meg.

Az édltalanos megoldas felirdsakor nem lehet meguiszni az esetszétvalasztast. Jollehet
nem vagyunk hozzaszokva ehhez, mindvégig lehet matrixokkal és vektorokkal dolgozni.
A most kovetkezo két bekezdésben ismertetett specidlis esetek a teljes altalanossagot is
tobbé—kevésbé jol jellemzik.

Az 1.14. Példa masodik, b =2 paraméteréhez a A=\ = Ay = —1 kétszeres sajatérték,
de csak egyetlen, az s= (_11) sajatvektor tartozik. Az e*s=e~? (_11) alapmegoldast gyorsan
megkapjuk, de a masik alapmegoldas

z(t) =eMv  helyett az  x(t) = teMs+eMv  alakban keresendé

= %(tekts‘f—@’\tv) = A(teMs+eMv) = As=As, s+Av=Av.

Az ilyen, az (A— A )v =s feltételnek eleget tevd vektorok a A sajatértékhez és az s szo-
késos/elsérendii sajatvektorhoz tartozé igynevezett masodrendii sajatvektorok. Konkrét
példankban nem nehéz meghataroznunk oket :

L ) B

példaul v = ((1)) (6sszességében a kordbbi eredményt kaptuk vissza). Az igazi cél persze

nem ez volt, hanem egyfajta kapunyitds a tobbszoros sajatértékekkel rendelkez6 matrixok
magasabbrendii sajatvektorai, a Jordan blokk és a Jordan féle normélalak felé.
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Kiilon targyaljuk a komplex sajatérték—parok esetét. Az 1.14. Példa els6, b= g para-
méteréhez tartozd komplex altaldnos megoldas

z(t) = c1eMts; +cpe?lsy, ahol ¢, € C (1.19)
és Ao = —% j:zé, Si2 = (_%L%) A val0s és a képzetes rész kiszamitdsa a
eMlg, = e~ 5t cos Z—lt +¢ sin Z—lt . L
5 5 —3+i

képletben most is a kordbbi valés alapmegoldésokra vezet vissza.'”

Idézziik fel azt is, hogy az &t =ax, x(0)=1z¢ & x(t)=e™x( skaldris feladat mintdjara
és — kiilonosen ha nem tanultuk volna korabban — ellendrizziik a sorfejtésbe torténo
visszahelyettesitésekkel, hogy

T =Ax At
x(O):xg} & z(t)=e o,

ahol
A? A3
eAt:I+At+?t2+§t3+... VteR (1.20)
minden négyzetes matrixra igaz. A t — e’ matrix exponencidlis fiiggvény zéart alakban
torténd kiszamitasa akkor a legkonnyebb, amikor az A matrix a valés szamok teste felett
diagonalizalhato. Ekkor ugyanis a kettével ezelotti ldabjegyzetben targyalt A = A, . =

=T Ao Tuer =T DT szabaly az (1.20) sorfejtést alaposan leegyszertisiti:

u—r
M =T71eP'T & P! =diag(eM!, e .. M), (1.21)

Az (1.19) és az (1.21) képletek a Jordan féle matrix normélalak segitségével minden d x
x d matrixra atfogalmazhaték — de az esetszétvalasztasok békajat mindenképpen le kell
nyelniink. Itt jegyezziik meg, hogy az = Ax differencidlegyenlet—rendszer visszavezetése

17A komplex sajatértékek és a komplex sajatvektorok mindig parosdval fordulnak eld: ha A = a+if3
sajatérték az s = u+iv sajatvektorral, akkor As = As < AS = AS miatt A = a—if is sajatérték az
§ = u—1v sajatvektorral. Mivel

eMs+eMs=2ReeMs & eMs—eMs=2ilmes

miatt barmely komplex alapmegoldas valds illetve képzetes része valés alapmegoldés, a komplex altalanos
(1.19) megolddsban szerepl$ valamennyi alapmegoldds—pér egy—egy, a valds alapmegolddsban szerepld
valés alapmegoldds—part hatdroz meg. Konkrétan az {e’'s; e*s} komplex alapmegoldds—parnak megfe-
lel valés alapmegoldas—par az {e®(cos(8t)u—sin(Bt)v), e**(cos(Bt)v +sin(Ft)u)}, hiszen

eMs = e (cos(Bt) +i sin(Bt))(u+1iv) = e*(cos(Bt)u—sin(Bt)v) +ie®t (cos(Bt)v +sin(ft)u).
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egy vagy tobb magasabbrendi differencialegyenletre teljes dltalanossagban a Jordan féle
normalalak meghatarozasaval rokon, de annal kicsit nehezebb probléma.
A d =2 eset ebben a tekintetben is kivételesen egyszerti:

O-CH OO - G

Az elso egyenletet derivalva, majd menet kozben az ugyancsak az elsd egyenletbdl szdr-
mazo y = & +4x formuldt visszahelyettesitve

1.17. Példa

T=—di+y=—-4i+(—x—2y)=—-4dit—x—2y=—4i—x—2(z+4x)

=—-4dr—xr—2r—-8x=—6x—9 4 Z+62+92 =0

és ily médon A\ = Ao =—3 = x(t)=cite 3 +ce™3, c1,c0 €R.
Hasonloan kell eljarnunk az

()= L) 0)Gam)y = Lrimisn

imhomogén feladat esetében is. Az inhomogenitdasokat a fenti szamitdsokon dt végighur-
colva :
. . 1 7. _3t _3t
E+62+9r =2cos(t)+2sin(t) = z(t) = % cos(t) + % sin(t) +crte ™" +coe™".
Szerencsére az el6z6 harom labjegyzet elméleti fejtegetései a szamitdégépes megoldasi
modszereket csak alig—alig érintik. Numerikus mddszereket — elsddlegesen numerikus
linedris algebrat, nagyméretli feladatokra — minden igényes szamitogép—felhasznalénak
érdemes tanulnia.
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1.6. Fiiggelék 2.)
Stabilitasi kritériumok linearis egyenletekre

1.18. Definicié Az t=Ax linedris differencidlegyenlet xo=0 egyensulyi helyzete aszimp-
totikusan stabil, ha

maz{Re Ny | A, = \e(A) sagatérték, k=12,...,d} <0,
illetve stabil, ha
mazr{Re \y | A, = \e(A) sagatérték, k=12,...,d} <0,

és a {\p, = \(A) | Re A\, = 0} kritikus sajdtértékekhez tartozo linedrisan figgetlen sajdt-
vektorok szama pontosan #{1 <k < d|Re\; =0}.

1.19. Tétel Azi=Ax linedris differencidlegyenlet (xo=0 egyensilyi helyzetének) aszimp-
totikusan stabilitdsa exponenciélis stabilitds : alkalmasan vdlasztott w>0 és K=K (w)>0
allandok mellett

leMag| < Ke x|  minden t >0, 20 € R esetén. (1.22)

Bizonyitds. Tudjuk — és ennyiben mégiscsak utalunk arra a bizonyos harom el6z6 1ab-
jegyzetre —, hogy az alapmegolddsok e, teM, e cos(t) etc. alakiak, és minden més
megoldas alapmegoldasok linearis kombindacidjaként all elo.

[gy a feltétel szerint wy = max{Re\; |k =1,2,...,d} <0. Legyen most wy < —w <
< 0 tetszoleges. Mivel az (1.22) becslés igaz az alapmegolddsok mindegyikére, minden
tovdbbi megoldasra — specidlisan az x(0) = z kezdeti feltételt kielégitd zo ., (t) = e ag
megoldésra is — igaz. A figyelmes Olvasé azt is meg tudja mondani, hogy az (1.22) mely
specialis esetekben igaz a —w = wy értékre. O]

A tétel azt fogalmazza meg, hogy az allandé egyiitthatds, aszimptotikusan stabil & =
= Az linedris differencidlegyenlet Gsszes megolddsa (vagy ami a linearitds miatt most
ugyanaz: barmely két megolddsdnak kiilonbsége) ¢ — oo mellett legfeljebb e™“* nagysdg-
rendi. Akik tanultak matrixnormadkat, észre kell vegyék, hogy (1.22) pontosan ugyanazt
jelenti, mint a

e || < Ke™* minden t >0 esetén

norma-becslés. Itt || tetsz6leges vektornorma az R? téren, || -|| pedig a beléle szdrmaz-
tatott matrixnorma az R? teret énmagéba vivé folytonos linedris operatorok L(R? R?)
terén.

Allandé egyiitthatos homogén linearis differencidlegyenlet és karakterisztikus polino-
ma (csakigy mint ennek multiplicitdsokkal szamolt gyokei), valamint az altalanos meg-
oldas egymast kolcsonosen meghatarozzak. Az alapmegoldasok rendszere alatt a megol-
dédsok vektorterének egy bézisat értjiik (elvben barmely bazist vehetjiik, a gyakorlatban
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igyeksziink minél egyszeriibb megoldésfiiggvényeket valasztani), amelyek linedris kombi-
nacidjaként az Gsszes megoldas kifejezheto.

1.20. Példa Ha a p gyoker +i, i, 0, 2, 2, 2, akkor a nyolc alapmegoldds
tcos(t), tsin(t), cos(t),sin(t), 1, t2e* te* e* és igy az dltaldnos megoldds
z(t) = eyt cos(t) + cat sin(t) +c3 cos(t) 4 cq sin(t) + 5 + cot?e* + crte® + cge

s az egyenlet ® — 627 + 1420 —2020) + 252 —2220) + 127 — 8% =0
hiszen p(A) = (A24+1)°A(A—=2) (kifejtve a megfelelé nyolcadfoki polinom)

A d-edrendil, agz'? +aq_ 12D+ - Fayd+ai i+ agr=0 alakid homogén lineéris diffe-
rencidlegyenlet, vagy ami lényegében ugyanaz, az 2=Ax alaki linedris differencialegyenlet—
rendszer azonosan nulla egyensilyi helyzetének aszimptotikus stabilitdsa a karakterisz-
tikus polinom ismeretében konnyen eldonthet6. A Routh-Hurwitz kritérium stabilitdasi—
kvalitativ 6sszefiiggés, amely kapcsolatot teremt valds egyiitthatéju polinomok gyokei és
egyiitthatoi kozott. A legtobb alkalmazasban py az A matrix karakterisztikus polinomja.

1.21. Tétel Legyen
Pa(A) = ag\ +ag AT+ apN +a A+ ag

valos egyiitthatoji polinom és tegyiik fel, hogy az aq vezéregyiitthato pozitiv. Ez esetben
ekvivalensek :

(i) a pg polinom stabil, azaz valamennyi gyokének valds része negativ

(i) ag—1 > 0,...,a3 > 0,a; > 0,a0 > 0 valamint az aldbbi négyzetes, (d—1) rendi
ugynevezett Hurwitz mdtrix minden fominordnak determindnsa is pozitiv:
ap Qo 0 c. 0
as (45} ay aop 0 ce 0
H= as Qy as asg ay ag 0
a24-3 Q2d—4 QA24—5 --. ... ad—1
Mindez természetesen gy értendd, hogy asq—3 = agq—g =+ =aqr1 =0.

A H matrixot ugy kell megjegyezni, hogy elszor a féatléjat irjuk le. A szakirodalom
nem hasznal egységes jeloléseket ezen a teriileten: a Routh—Hurwitz kritériumnak ennek
megfeleloen szamos, a fentivel ekvivalens alakja van. Szokésos feltevés, hogy a, = 1.

1.22. Példa A c € R paraméter mely értékeire lesz az origd stabil egyensilyi helyzete
az alabbi differencidlegyenletnek?

-2 0 c+1 T



A 3% 3 madtrizok p3(\) = A3+ ag 2+ a1 A +aqg karakterisztikus polinomjdra
a Routh—Hurwitz kritérium d =3 esete: ay >0, a1 >0, ag>0 és ajas > ag
érvényes. Mivel p3(\) = N3 +6X2+ (11 —c— )N +6—c—c?, az aszimptotikus stabilitds
sziikséges és elégséges feltétele —3 < ¢ < 2. Kis okoskodds utdn a stabilitas kritériuma

—3<c<2.
Erdemes felfigyelni rd, hogy a feladat igazdbol csak kétdimenzids, hiszen

—2 0 erd v . , x -2 c+1)\ [z
0 Y & y=-—y €s )=l 3 L)
c 0 =3

z

[ SRS EN
I
o
|
(-

igy a d =2 Routh—Hurwitz kritérium T = —5 <0 és D =6—c—c* > 0 egyenlétlenségeit
18 hasznalhattuk volna.
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1.7. Fiiggelék 3.)
Egyensiilyi helyzetek osztalyozasa a sikon

A d = 2 specialis esetben nemcsak az aszimptotikus stabilitas kritériumat, hanem az
it = Ax egyenletek teljes osztalyozasat is megadjuk. A stabil-instabil, csomo—fokusz—
nyereg esetszétvalasztasokat a roppant szemléletes nyom—determindns diagram, a T—D
paraméter-sik T'D = 0 tengelykeresztje és D = TTQ egyenletli parabolaja hatarozzak meg.
Legyen tehat

(:c) = (a b) (x)} = p(A\)=N—TA+D, ahol T=a+d, D=ad—bc
y ¢ d) \y

Az elfajult (pld. ©=0, y=—y: az x tengely pontjainak minden pontja stabil egyenstlyi
helyzet) és atmeneti (pld. & =y, y = —z —2y: elfajult stabil csomd) esetek kivételével:

o instabil fokusz & T>0 & D>T

e instabil csomé & T >0 & O<D<TT2
e nyereg & D <0

o stabil csomé & T <0 & 0<D<TT2

o stabil f6kusz & T<0 & D>1
Az atmeneti esetek koziil a legfontosabb
e centrum < T=0 & D >0 — stabilitas vonzas nélkiil
Az aszimptotikus stabilitds ( < stabilitds & vonzés) jellemzése:
e stabil csomd vagy stabil fokusz < T <0 & D >0
o atfogalmazds: p(\) = A2 +a;A+ag, ahol a; >0 & ag >0

(Az utols eredmény természetesen ugyanaz, mint a Routh-Hurwitz kritérium d = 2
esete.)

Ugyesen valasztott linedris koordindtatranszformacié révén minden kétszer kettes mé-
retll valés matrix az alabbi normalalakok egyikére hozhato:

G 3) -6y G

A k6zéps6 métrix egy Jordan—blokk (amikor is a A sajatérték kétszeres, de a hozza tartozé

sajataltér egydimenzios: az 1j koordinatarendszerben az e, = ((1)) vektor sajatvektor, az
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Trace = -4.6, Determinant = -2.0 Stabil Trace = -6.1, Determinant = 5.5 Stabil

aof o
T4 T4
ool s - .
3 2 . .
T Tr x(t)
(a) Nyeregpont (b) Stabil/vonzé csoméd
1276 814\
Ll . ¢ at .
5 s E e

p
x(t) Tr
(c) Stabil/vonzé fékusz (d) Centrum
\\
ThIa-) TFI4-
I i
N e : : d
B B -
(e) Instabil/taszité f6kusz (f) Instabil/taszit6é csomd

1.7. abra. Egyensulyi helyzetek osztdlyozasa a nyom-determindns diagram segitségével
a sikon

e = ((1)) vektor pedig mésodrendi dltalanositott sajatvektor, azaz (A— AI)e, =0, illetve
(A—=XI)’e; =0 de (A—\)ey #0). A harmadik métrixot is ismerjiik: ez egy forgatdsnak
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N v ©

(a) Stabil/vonzé csomé b) Stabil/vonzé fékusz ) Centrum

1.8. dbra. A harom eset abrazolasa rogzitett D > 0 és novekvé —oo <1 <0
paraméterek mellett

és egy origd kozéppontu, /a?+ f2—szoros nagyitasnak /kicsinyitésnek az egymésuténja,
sajatértékei pedig a+1f.

Nyeregpontra a legegyszeriibb példa az & = x, y = —y rendszer origdja. A nyeregpont
elnevezésnek két magyarazata is van. Egyrészt arra utal, hogy

. — t
T=ux } N x(t) = cre

y=-y y(t) = cre™’ } = x(t)y(t) = crcp = const

miatt a trajektoriak a z=xy nyeregfeliilet szintvonalain maradnak, masrészt arra, hogy az
T=x,y=—y & 1=, To=—xy differencidlegyenletrendszer maga is egy nyeregfeliilet,
az F(x1, 1) = 3 — 1% egyenletii nyeregfeliilet révén szdrmaztathato:

=12 } & d=—(gradF(2))" & i=-F(a):

To = —T9

esik az esé a Virdgos—nyeregre, a Cstcshegy és a Harmashatarhegy kozott (de ha ez
valakinek til romantikus, gondolhat egy miianyag piaci tojastartora).

A sikbeli linedris nyeregpont jellemzoi a Ay > 0, Ay < 0 sajatérték—par, valamint a
két kijov6 (t — — oo mellett onnan induld) és a két bemend (t — oo mellett oda érkezd)
trajektéria, amelyek a sajatvektorok iranydban haladnak. Az instabil alteret az s;, a
stabil alteret az sy sajatvektor hatarozza meg.

1.23. Példa Az elmondottak egyszeri illusztrdcioja:

G) =G 2)G) = sy

MN42A-3=0 & \=1& =-3 = 812(1)&322(?)
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Egy stabil fékusz vagy csomé megtaldlasa nem nehéz feladat a szamitogépnek. Ahova
a (vonzasi tartomanybdl induld) trajektériak tartanak. Az id6 megforditésa (az egyenlet
jobb oldala el6jelének

d

Calt)=f@®) = ey(r)=— (), haT=—t, y(r)=(1)

ellentétesre valtoztatasa) révén ugyanigy kaphatjuk meg az instabil /taszité fékuszokat és
csomoOkat. A nyeregpontokkal nem ez a helyzet. Egy nyeregpont a hianyaval, pontosab-
ban a kijove és a bemend trajektéridk hidnyaval vevidik észre. Egy csoppet ligyesnek kell
lenniink ahhoz, hogy ezeket a kivételes trajektéridkat, az ,erre vagy arra” eseteket szét-
valasztd szeparatrizokat meghatdarozhassuk. Ez bizony a Bolzano tétel! A gyakorlatban
intervallum—felezés, vagy egy, a stabil alteret a nyeregpont kozelében transzverzélisan
metsz6 rovid szakasz, elegendSen siirti racs—felosztdssal. Igy mér indithatjuk, gy kell
inditanunk a trajektoriakat! Oda kell tenni a nagyitét — oda kell ,,zoom”olni — ahol
valami érdekesebb viselkedést reméliink!

y(t)

R R R T R
y(t)
S

4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 2 3 4

0 1
x(t) x(t)

(a) Linedris/linearizdlt egyenlet (b) Nemlineéris egyenlet

1.9. abra. Az origd mint nyeregpont instabil alterének és instabil sokasaganak
szamitogépes eléallitdsa

Az abrédhoz érdemi magyarazat sziikséges. Ez a geometriai lényeg szempontjabol
ugyanaz a graf—transzformacié (fiiggvénygrafikon—transzforméacid, csak a koordindtarend-
szer all ferdén), mint amelyet j6l ismertink Picard féle szukcessziv approximacioként. A
konvergenciat mindkét esetben a kontrakcids fixponttétel biztositja. A mddszer véaltozta-
tas nélkiil miikodik kis C* (a C normaban kicsiny) perturbdcick mellett. Az 1.9. Abra

az
= ) 1.2
(?J) ( 2 —1) <y> " <—1-8xy> } < { y=2z—y—18ry (1.23)

egyenlethez tartozik. Két dimenziéban konnyti. (De >>ugyanezt< hogyan csinaljuk ha-
rom dimenziéban?)
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Mindez el6vételezi a stabil altér = stabil sokasag és az instabil altér = instabil
sokasag altalanos fogalmat és azt is, hogy — errdl fog szélni a Grobman-Hartman Lemma
— nyeregpont kicsiny kérnyezetében a nemlinearis és a linearizalt egyenlet megoldasai
egy az egyben megfeleltethetok egymasnak.

A 2 x 2 méreti B matrixok &ltal meghatdrozott B : R? — R?, x — Bz leképezések
osztalyozasa hasonld mintdkat kovet, mint a sikbeli & = Az differencialegyenletek osz-
talyozasa. Az esetszétvalasztasokat a sajdtértékek jobbra vagy balra a képzetes tengelytdl
feltételek helyett most a sajdatértékek kiviil vagy belil a komplex sik eqységkirén feltételek
hatarozzak meg. A részletek taglalasa nélkiil utalunk ra, hogy Fibonacci diszkrét ideji
(1.25) dinamik4jdnak, més széval az F' =F : R? — R? z — Fx linedris leképezésnek az
origd nyeregpontja. Amint azt (1.26) elétt konkrétan kiszamoljuk, a A\; = %g sajatérték
abszolut értéke egynél nagyobb, a Ay = 1’2‘/5 sajatérték abszolut értéke egynél kisebb.
Fibonacci B = F' leképezése det(F) < 0 miatt megvaltoztatja az R? sik koriiljardsi iré-
nyat. A differencidlegyenletekhez tartozé nyeregpontokhoz képest a Fibonacci dinamika
tehéat egy origéra vonatkozé titkrozést is tartalmaz, igy azt nem lehet semmilyen sikbeli
autoném differencidlegyenlet megold6—operatorabdl szarmaztatni (a folytonos id6 t =n €
€ 7 megszoritasa elvben még szobajohetett volna: A sikbeli autonom differencidlegyenlet
megold6—operdtordba torténé bedgyazéas lehetetlensége algebrailag Liouville (1.14) for-
muldjanak f(z) = Az = det(e?) = e > (0 V t > 0 specidlis esetébdl kovetkezik.
Mindez a determinans alapveto geometriai jelentésével fiigg Ossze:

determindns = eldjeles térfogat, (1.24)

a matrix oszlopvektorai dltal kifeszitett parallelepipedon el8jeles térfogata.'®)

18Az (1.24) tulajdonsignak oda—vissza sok koze van az (1.13) 4ltaldnos integral-transzforméaciés kép-
lethez. Igaz volta d = 1,2,3 dimenziéban kénnyen ellenérizheto.

Ha azonban a az (1.24) tulajdonsidg mogotti intuicidt keressiik, mds titon kell elindulnunk. Azt kell
észrevenniink, hogy a determinans legfontosabb tulajdonsdgai parba allithatok a d dimenzids térfogat
képzésének szabalyaival. Végsd soron két axioma—rendszer dsszehasonlitisdrol és egyenértékiségérdl van
sz0. Talan elegendé, ha itt és most csak néhany tulajdonsdgot allitunk parba egymadssal: a.) det(A)=0
< ,az A oszlopvektorai altal generdlt altér dimenzidja kisebb mint d, tehat a kérdéses parallelepipe-
don térfogata zérus” b.) ,két oszlopvektor felcserélése ellentétesre véltoztatja a permutdcidk paritdsét
(>>sakktdbla—szabdly<<): pontosan ez hatdrozza meg a térfogat el6jelének ellentétesre valtdsat” c.)
»,ha az egyik oszlopvektorhoz egy masik oszlopvektor szamszorosat adjuk hozzd, akkor a determinans
értéke nem valtozik” < az eredeti és az 1j parallelepipedon térfogata is ugyanaz, hiszen a mindket-
tejikk térfogatat meghatdrozé >>alapszor magassdg<< formula pontosan ugyanaz maradt” d.) ,ha
A diagonal-matrix, akkor a f6atléban 1év6 elemek szorzata, azaz a determinans értéke megegyezik a
kérdéses parallelepipedon (azaz a kérdéses d—dimenzids téglatest) el&jeles térfogatdval”.
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1.8. Inhomogén linearitasok

Alapvet6 fontossdgu s ugyanakkor szinte magatol értet6dé a tény, hogy linearis egyenletek
megoldashalmazanak szerkezetében a linearitas megjelenik. A linearis differencidlegyen-
letek korében gyakorta emlegetett homogén egyenlet daltaldnos megolddsa eqyenld a ho-
mogén egyenlet alapmegolddsainak linedris kombindcioja valamint az inhomogén egyenlet
altaldnos megoldasa egyenld a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa plusz az inhomogén
egyenlet eqy partikuldris megolddsa szabalyok pontosan ezt fejezik ki (d&m ugyanakkor —
taldn — egy kicsit el is kodositik).

1.24. Megjegyzés Legyen L linedris operdtor (melynek egyeldre sem értelmezési tarto-
manydt, sem értékkészletét nem specifikaljuk). A linearitds miatt

,C(Xl) =0 & ,C(Xg) =0 = E(clxl +62X2) =0 \V/Ch Co € R
valamint
L(x)=b & L(Xinnpy)=b = L(x—Xinn)=0.

Elészor az Lx =0 homogén egyenlet alapmegolddsait szokds kiszdmolni, majd ezek seqit-
ségével az Lx=b inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsdt. Természetesen sem az
X1,Xs, ... alapmegolddsok csalddja, sem az Xinny, partikuldris megoldds nem egyértelmiien
meghatdrozott.

A kérdéses két szabély mindegyikét fel tudjuk irni pusztdan képletek segitségével is™ :

Xhomalt = E CrXEk illetve Xinhomalt = Xinhp + Xhomait -
k

Az alabbi, Lx =b alaki példik azonnal vildagossd tesznek mindent.

o Algebrai Egyenletrendszerek

r+y+z=1 } * =0 s
___ = yl=16 |+c|—4
r+2y—32="7 z 0 1

e Kozonséges Differencidlegyenletek

193 mésodikban az osszeadandék koznyelvben megszokott sorrendjét — izlés dolga, de alighanem t&bb

az elonye, mint a hétranya — felcseréltiik
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(i) N (_21 Z> @ " (—3 sinQ(:)m—(il)cos(t)) =
- @Eg) N (2;1;1((752;)) Fae’ (;) +epe (_12) , Ve, €R.

e Parcialis Differencidlegyenletek & Peremérték—feltételek

£=2 0 G w0 —ult.m)=0 Vi 0
o 02 R
u(t,0) =u(t,7) =0 YVt >0

= u(t,x)= x(w—x)—i—che_th sin(kx), Ve €R, k=12,....
k=1

Az egyeldre még szabad c €R, ¢1,c0 €R illetve a ¢, €R (k=1,2,... ) konstansokat rendre
eqy (Uj, az eddigi kettdtdl linedrisan figgetlen) linedris dsszefiiggés hozzdirdsa, az x(0) =
=0, y(0) = yo illetve az u(0,-) = g € Ly[0, 7] (azaz g : [0, 7] = R adott, a {sin(kz)};-,
rendszer szerinti

g~ ng sin(kz) ,  gpr= —/ g(x) sin(kz) dx
T Jo
k=1

Fourier sorfejtést sziikségessé tevd és négyzetesen Lebesque—integrdalhatd fiigguény) kezdetiérték—
feltételek megaddsa teszi eqyértelmive.

e Rekurziok — Differenciaegyenletek

(1)

lnt1 =0n , Opt1=1p+0, , n=012 ... =

i 1+v5\ /1 1-v5\ /1
= ( ) =C \/_ (14—\/5) +co| ——— <1_\/5) , \V/ChCQ ceR.
on 2 Livs 2 15

Ez a Fibonacci féle homogén rekurzio, amelyet az aldbbiakban részletesen is tdrgyalunk.
Tessziik ezt eqyrészt a torténeti érdekesség kedvéért, masrészt amiatt, hogy a linedris
differencidl- és a linedris differenciaegyenletek kézti parhuzamossdgokat (igazdbdl a diszk-
rét és a folytonos idd kozti parhuzamossdgokrdl van szd) konkrét példdn is bemutassuk.

Inhomogén rekurziora a 2.28. Tétel bizonyitdsaban mutatjuk be a Hy 1 = aHp+ 5,
k=0,1,..., N példdt.
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Kovetkezzék hat a Fibonacci feladat.

Az 0-ik generacioban ig =1 ifjui, és o, =0 Oreg nytulpér él egy gazdasidgban, majd az
ifju nyulparok egy év alatt ,Oreggé”/ivaréretté lesznek, minden egyes oreg nyilpar pedig
egy ifju nyulparral gyarapitja az allomanyt. Es ez igy megy tovabb, évrdl évre. Az elso
néhany év adatai

n = 0123456
wmw = 1011 2 3 5
opb = 0112 35 8

a rekurzids szabaly pedig
Inil1 =On , Opi1=tpn+0, , =012 ....

A feladat linearitdasat a vektoros és matrixos feliras nagy erével juttatja kifejezésre:

o) _ (1 e I L N R T T
0o 0 On+41 11 On,
In , (0 1
Xn—(on), n=012,... ésaz F_(l 1)

1
Xo = (O) és x,.1=Fx, , n=0,1.2,.... (1.25)

Bevezetve az

jeloléseket,

Prébafiigguény (N értelmezési tartoménnyal). Keressiik a megoldast x,, = A\"s alakban:
Xp1 =Fx, = N Tls=F\'s = \s=Fs.

Sajatérték—sajatvektor feladatot kapunk, amelynek megoldasa

14++/5 1 ) 1—v5 1
)\1: , S1 = es )\2: , S9 =

2 )\1 2 /\2

és igy (1.25) éltaldnos megolddsa az alapmegoldasok linedris kombinécidjaként
anclArllSl —f-CQ)\gSQ s n:O,l,Z,... s (126)

ahol a ¢y, co € R éallandodkat az xg = ((1)) kezdeti feltétel hatarozza meg. fgy

Iy 1 1 l=c1+4c
(0> - (/\1) +C2 <>\2) = 0= Cl>\1 +C2)\2




Az (1.26) megolddsvektor masodik koordindtdjaként az oreg nyulak szdma az n—edik
évben

DYDY
—A1 A 1
\/5 ( 1 2) \/5( 1 2)

hiszen A\j Ao = det(F) = —1 (valamint A\; + \y = trace(F) = 1) és végezetiil

1 (1 o 1=\
on:—( +\/5> __< ﬁ) , n=0,12,....

A1
A1 — Ay

on PVEREE At

s\ 2 ) Tl

Tehat az oreg nyulparok szaméanak o, értéke n esztendd elmultéval is explicit médon ki-
fejezhetd. Az ifju nyulparok szamat ugyanekkor az i,, =0, formula adja meg, ugyancsak
explicit mdodon.

A szokésos jelolés Fibonacci tiszteletére f, = 0,. A Fibonacci szamokra az

f0:O7 flzl és fn+2:fn+1+fn ) n:071727"' (127)

masodrendii rekurzi6 érvényes. Vegyiik észre, hogy az (1.27) és az (1.25) rekurzidk lénye-
gében ugyanugy transzformalédnak egymésba, mint az

T=1+x ésaz T=y & Do (0 L) (7
a y=y+x y S\l 1 Y

differerencialegyenletek.

Fibonacci eredetileg csak az fg értékének kiszamitasat tiizte ki célul — modellje igy a
bioldgiai realitasok hatarain beliil maradt: egy populacié létszamanak névekedése valo-
ban lehet exponencidlis az els6é néhany generaciéban, amikor is sem az egyedek élettarta-
manak, sem a kornyezet eltartoképességének korlatozott voltat sem kell még figyelembe
venni.

Most visszatériink a homogenitds és az inhomogenitas® targyaldsahoz.

Az allando egyiitthatds inhomogén linedris differencidlegyenletek koziil azokat konnyt
megoldani, amikor az inhomogenitds csak az 1, az t, a sin(at), a cos(at), és az € tipust
tagok kombindlt Osszegeit és szorzatait — az ugynevezett kvazipolinomokat — tartal-
mazza. Ezek azok az esetek, amikor a helyesen alkalmazott hatarozatlan egyiitthatok
moédszere (ez a matematikailag pontos megnevezés, jéllehet a prébafiiggvény—mddszer
elnevezés is kifejez6) olyan linedris algebrai egyenletrendszerhez vezet, amelynek van

20Természetesen a Fibonacci feladatnak is van inhomogén linedris valtozata, amelyre a 2.28. Tétel
bizonyitdsaban szerepld Hyy, = aHyp+ 3, k=0,1,..., N inhomogén rekurzié kétdimenziés, Hy € N2,
k=01,....,N,a=F, B €N? (s6t akdr 8= B € N?, k =0,1,...,N) véltozata szolgaltat kézenfekvd
példat.
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megoldasa és pontosan egy megolddsa van. Amiknek az egyiitthatéirdl szé van, azok
az inhomogenitasban szereplo fliggvények Gsszes derivaltja altal generalt fiiggvénytérbeli
linearis kombindaciok, tetszélegesen valasztott bazis esetén (és hogy a rezonancidkat is fi-
gyelembe vegyiik, a baziselemek némelyikét a ¢ alkalmas hatvanyaival meg kell szorozni).
Hat ezt nem éppen egyszeri elsé olvasasra felfogni, de mér egyetlen példa is vilagossa
tesz mindent.

1.25. Példa Legyen h(t) =te?. Az egymds utdni derivdltak rendre
h(t) = 2te? + e, h(t) = 4te* +-4e*, hO(t) = 8te* +12¢*

AV (1) =16te? +32e%, ... = hW(t) =2kt 25 ke | k=012,....

A formalis levezetés teljes indukcidt igényel. A k =0 eset rendben (minden figgvény
nulladik derivdltja 6nmaga), az indukcios lépés pedig

d
% (2kt62t+2kflke2t) — 2k€2t+2k+1te2t+2kke2t — 2k+1t€2t—|—2k(k+ 1)€2t )
A h fligguény végtelen sok derivdltja tehdt dsszességében is csak a folytonos fiigguények
terének egy két-dimenzids alterét fesziti ki, amelynek természetes bdzisa {te*,e*'}. Igy

ha a szokdsos rugo—egyenletet (a matematikai példa kedvéért) a 15h(t) inhomogenitdssal
latjuk el, akkor

i+x=15te* = Tpoman = c1cos(t)+casin(t), Ver,co €R. (1.28)

Az eredeti inhomogén egyenlet partikuldris megolddsdt xin,(t) = Ate* + Be* alakban
keressiik. Az © = Xinny visszahelyettesités utdn az (1.28) egyenlet bal oldaldt (igazdbdl
mindkét oldaldt) rendezziik, majd dsszehasonlitjuk a jobb és bal oldalon dllé te* és e
fligguények eqyiitthatdit. Mivel a te* és az et fiigguények linedrisan fiiggetlenck, a meg-
feleld egyiitthatok pdronként eqyenlok eqgymdssal:

Linhp + Tinhp = 15te? < (A(4t€2t +4e*) + B(4e2t)) + Ate*' 4 Be?t = 15te*

& BAte* +(4A+5B)e* = 15te* VteR <« 5A=15 & 4A+5B=0.

A kapott két—egyenlet—két—ismeretlen linedris egyenletrendszernek pontosan egy megoldd-
savan: A=3, B= —%. A végeredmény tehdt

12
Tinhomalt = Tinhp + Lhomalt = 3te?t — Eezt +cycos(t)+egsin(t), Vep, e €R.
Ha & —4x = 15te?, akkor Thomar = c1€* +coe 2, c1,co € R. Most az Ate? + Be?* mint
prébafiigguény nem miikddik, hiszen €' a homogén egyenlet megolddsa. Ilyenkor t—vel kell

szoroznunk. Az T, =t (Ate* + Be?) probafiigguény-vdlasztds vezet sikerre.
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A probafiigguény valasztasara tovabbi példakat mutatunk:

o Ha i+ 5i+x = cos(3t), akkor @i, = A cos(3t) + B sin(3t)
T=y

* Ha J = —x— 15y +cos(3t) } ’

o Ha i+ s5i+x = cos’(t), akkor inn, = A+ Bt cos(2t) + Ct sin(2t)

akkop Linhe = A cos(3t) + B sin(3t) }

Yinhp = C cos(3t) + D sin(3t)

e Ha @+ = cos(t), akkor z,,, = At cos(t)+ Btsin(t) (kiilsé rezonancia)
o Ha i+x =cos(wt) és 0 <w # 1, akkor x;,p, = A cos(wt)+ B sin(wt)

A fenti felsorolas utolsé két példajat részletezziik:
1
T+x=cos(t) = Tin(t) = Et sin(t)

hiszen — &inpy(t) = —At cos(t) —2Asin(t) — Btsin(t) +2B cos(t)  és igy
—2A=0 & 2B =1, mert —2Asin(t)+2Bcos(t) =cos(t) VteR:

tehat korlatos sajatrezgések plusz korlatos gerjesztés adhat nem—korlatos véalaszt. De az
1 # w ~ 1 majdnem-rezonancia is lehet veszedelmes:

T4z =cos(wt) = Zipp(t) = cos(t)

1—w?
hiszen — #np(t) = —Aw? cos(t) — Bw?sin(t) ésigy A(l—-w?) =1 & B=0
mert  A(—w?+1)cos(t)+B(—w?+1)sin(t) = cos(t) Vt€R.

Kovetkeztetés: mérsékelt sajatrezgések plusz mérsékelt gerjesztés hatalmas amplitudéju
valaszhoz is vezethet.

1.26. Példa Ldssunk egy szokatlan, de érdemben alig nehezebb példat is:

. 4 1 . ((k+D)r
x+x:;§2k+1sm( 7 x) ahol 0 <L #20+1, ¢ €N.

—1  hate(—L,0)
1 ha t € (0,L)

az L—re adott feltétel pedig a rezonancidt zdrja ki. fgy

Az inhomogenitds a b(t) = { fligguény 2L—periodikus kiterjesztése,

oo

. 2k+1 2k +1
Linhp = Z (A2k+l Sin (%l’) _|_sz+1 cos (( 7 )ﬂ-l‘)>

k=0

szintén Fourier—soros alakban keresendd.
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Ugy illik, hogy belsd rezonancidra is mutassunk példat:
o i+2i+x=0 = z(t)=cie"+cate”!
o tW42i+r=0 = x(t)=c;cos(t)+cysin(t)+cst cos(t) + cat sin(t)

A mérnokok a kiils6 rezonanciat gerjesztési rezonancidnak nevezik, és értheté6 médon
ugyancsak ovatosak vele kapcsolatban. Természetesen sz6 sincs arrdl, hogy a rezonan-
cia jelenségek (mechanikai, akusztikus, elektromos, mégneses, optikai, atomi, részecske,
molekuldris, neurobioldgiai etc. — mindeniitt, ahol rezgések és/vagy hullimok vannak,
lehetséges és van is rezonancia) mindegyike karos vagy veszedelmes volna. Mar Leonar-
do da Vinci is tudta, hogy a rezonancia mennyire jotékony szerepet jatszik a hangok
és a hangszerek vilagaban. Ernst Chladni ezzel kapcsolatos klasszikus kisérletei a rezgd
membranok sajatfiiggvényei gyokeinek rajzolatat lenyligozé szépséggel mutatjak.

Rezonancia témaban tartalmilag is és nyelvgyakorlasként is leghalasabb egy angol
dalocskat?! felidézni. Es most tébbek kozott arrél, hogy a London Bridge is falling down,
falling down torténet még a huszonegyedik szédzadban is kis hijan valosagga valt:

1.27. Megjegyzés The London Millennium Footbridge, a steel suspension bridge for
pedestrians crossing the River Thames in London, was opened on 10 June 2000. Unezx-
pected lateral vibration (resonant structural response) caused the bridge to be closed on 12
June for modifications. It was reopened on 22 February 2002. The bridge has not been
subject to significant vibration since. In spite of the successful fix of the problem by the
retrofitting of 37 fluid-viscous dampers (energy dissipating) to control horizontal move-
ment and 52 tuned mass dampers (inertial) to control vertical movement, the affectionate
“wobbly bridge” epithet remains in common usage.

The bridge’s movements were caused by a positive feedback phenomenon, known as
synchronous lateral excitation. The natural sway motion of people walking caused small
sideways oscillations in the bridge, which in turn caused people on the bridge to sway in
step, increasing the amplitude of the bridge oscillations and continually reinforcing the

effect.

21 “Loondon Bridge is falling down, Falling down, falling down. London Bridge is falling down, My fair
lady” is a traditional nursery rhyme and singing game, which is found in different versions all over the
world (“Dong, Dong, Dongdaemun” is a similar Korean, and “Lengyel Laszl6 j6 kirdlyunk” is a similar
Hungarian singing game). It deals with the depredations of London Bridge and attempts, realistic or
fanciful, to repair it. (Since the late nineteenth century the rhyme has been seen as one of the most
popular and well known in the English speaking world. It has also been referenced in both literature
and popular culture. It was used by T. S. Eliot at the climax of his poem The Wasteland (1922). The
final line of the verse was probably the inspiration for the title of Lerner and Loewe’s 1956 musical My
Fair Lady. The tune is often used by English football supporters as the basis for chants.) The identity
of the fair lady of the refrain is disputed. Candidates include Matilda of Scotland (c. 1080-1118) Henry
I’s consort, and Eleanor of Provence (c. 1223-91), consort of Henry III. — Wikipédia, lényegében szd
szerinti dtvétel.
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Resonant vibrational modes due to vertical loads (such as trains, traffic, pedestrians)
and wind loads are well understood in bridge design. The tendency of a suspension bridge
to sway when troops march over it in step was well known, which is why troops are required
to break step when crossing such a bridge. In the case of the Millennium Bridge, because
the lateral motion caused the pedestrians loading the bridge to directly participate with
the bridge, the vibrational modes had not been anticipated by the designers.

The dramatically visible, rhythmic twisting that resulted in the 1940 collapse of “Gal-
loping Gertie”, the original Tacoma Narrows Bridge, has sometimes been characterized
i physics textbooks as a classical example of resonance. However, this description is
musleading. The catastrophic vibrations that destroyed the bridge were not due to simple
mechanical resonance, but to a more complicated interaction between the bridge and the
winds passing through it — a phenomenon known as aeroelastic flutter. — Wikipédia, sz6
szerinti atvétel, kihagyasokkal.

A proébafiiggvény—maddszer helyett természetesen hasznalhatjuk az allandok variala-
sanak modszerét is, vagy — ha nagyon biztonsagosan tudunk szamolni, de tényleg csak
akkor — az annak lényegét kozvetleniil is kifejez6 konstans varidciés formulat.

1.28. Példa Tekintsik példaként az
T+2tx = ts < Tinhomalt = Linhp + Zhomait < Linhomalt = Linhp +cX

feladatot, ahol elséként az &+ 2tx =0 homogén egyenlet dltalanos megolddsdat szamoljuk
ki :
t2

1
P4+2tr=0 = —dv=-2tdt = In(z)=-t"+C = z=ce ",
x

majd az igy kapott Tpomar(t) = cX(t) = ce ., ¢ € R képletben a ¢ dllands helyére a
c(t) figgvényt irjuk és az eredeti, inhomogén egyenlet partikuldris megolddsdt xinn,(t) =
=c(t)X(t) = c(t)e™ alakban keressiik. Visszahelyettesités utdn a segédfiigguény ¢(t) de-

rivdltjara kapunk egy képletet, amibdl c(t) integrdaldssal adodik :

<ée_t2 +c(—2t)e‘t2> +2¢ (ce_t2> =8 = =t

s 2 t? . P t? 2 1 p
ct)y= | e dt= | —-2te" dt = —e" — [ te" dt = —e'" —=e" .
2 2 2 2

Igy Tinnp(t) = c()X (1) = c(t)e " = %—% s végeredményként

2 1
Linhomalt = xinhp_’_CX <~ J](t) - 5 - 5 +C€_t2 , cER.

A fenti levezetés sokkal érthetébb (és megismételhetdbb is), mint az

5U+a(t)x = h(t) & x(t) — (/ h(t) 6fta(s)dsdt 4 C) e_fta(s)ds . c€ R

92



dltaldnosan érvényes képletbe torténd behelyettesités. (Vegyiik észre, hogy mekkora sze-
rencsénk volt a jobb oldalon dllé h(t) =t* figguénnyel! Ha t3 (és dltaldban t**1, k € N)
helyett t* (és dltaldban t**, k € N) szerepelt volna, akkor a kézbiilsé c(t) integrdl értékét
nem tudtuk volna zdrt alakban meghatdrozni.)

Ha az egyenlet homogén része autonom, akkor minden sokkal egyszertibbé valik. A
szokasos frasméddal (a(t) helyére —a keriil, s rendezés utén a bal oldalon csak & marad),
rogton egy kezdetiérték—feladat megoldasaként:

T =ax+h(t) o ! a(t—s)
2(0) = 1o } & x(t) =e"wo+ i e h(s)ds.

Ez utébbi képlet mar tényleg jol hasznéalhatd, s6t annak

i = Az +h(t) }

z(t) = ey teA(t_S) s)ds. .
2(0) = 7 (t) —I—/ h(s)d (1.29)

0

vektoros alakja is alkalmas konkrét szamitasok elvégzésére. A konstans varidcios formula
megnevezés legtobbszor az allando egyiitthatds inhomogén linearis differencidlegyenlet—
rendszerekre érvényes (1.29) képletre utal.
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1.9. Példa kaoszra: a csillapitott, gerjesztett inga

Az (1.16) rugé—egyenlet az

. L T=1y
— > .
E+bi+sin(zr) =0 < J = — sin(z)— by } , ahol b>0 (1.30)
inga/hajéhinta egyenlet alsé, z =0, 1 =0 < x =0, y =0 egyensilyi helyzete koriili
sin(x) &~ x, x &~ 0 linearizaltja. Van fels6 egyensulyi helyzet is, z=m, £ =0 < z=m,
y =0, amely koriil a sin(z) ~ 7 —x, x ~ 7 linearizalt

d? 9 , d - . - -

@(Q}—Tr) —i—ba(aﬁ—w)—(x—w) =0 & Z4bi—2=0, z=7—2x.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy a linearizalas, a diszkretizalashoz hasonléan,
jogos eljaras. A kontextus, amiben ez a kijelentés elhangzik, az @ = f(z) (z € R?) auto-
ném differencidlegyenlet barmely nemkritikus zo € R? egyensilyi helyzetének egy lokalis,
kicsiny kornyezete. Az x, egyensulyi helyzet nemkritikus, ha

ReX(A)#£0, V1<k<d.
A linearizdlds azt jelenti, hogy a jobboldal
f(x) = f(xo)+[f'(x0)](x—20)+---=A(x —20)+... sorfejtésében

megallunk az elsé tagndl és az eredeti & = f(x) nemlineéris egyenletet az & = A(x — x0)
& 2= Az egyenlettel pétoljuk, ahol A = f'(xg) és z = x —x(. A linearizalt egyenletrol
lényegében mindent tudunk, azt kézzel is meg tudjuk oldani. Igy persze csak kozeli-
t6 megoldéds(ok)hoz jutunk, csakigy mint akkor, amikor az eredeti egyenletre az Euler
moédszert (vagy mds, standard szadmitégépes—diszkretizdcidés mddszert) alkalmazzuk.

1.29. Tétel Grobman—Hartman Lemma, nem—formadlis/lényegi valtozat A fdzisportré
dbrdazoldasa szempontjdbdl a linearizdlds és az (elegendben kicsiny lépéskizi) diszkreti-
zalds — lokdlisan, bdrmely nemkritikus egyensulyi helyzet kicsiny kornyezetében — az
identitdshoz nagyon kézeli koordindta—transzformdcionak szamit.

Ugyanez kicsit részletesebben : amig csak benne maradunk a kérdéses egyensilyi hely-
zet kicsiny kornyezetében, a ‘H koordindta—transzformdcio trajektoridt trajektoriaba visz
(az & = f(z) egyenlet ®(t, ) trajektoridjdt a linearizdlt egyenlet e H () trajektoridjd-
ba) és megdrzi az idét is. A Hy, koordindta—transzformdcio a ®(t, ) trajektoridjin elhe-
lyezkedd ®(kh,x) pontokat a szdmitégép dltal meghatdrozott xy, = ¢%(h, Hp(x)) pontok,
k=0,1,...(ameddig csak lehet) sorozatiba viszi.

Hangsulyozzuk, hogy mind a H, mind a Hy, (0<h<hy<1) koordindta—transzformdciok
J0 kozelitéssel az identitasnak tekinthetok. Tehdt az eredeti nemlinedris, a linearizadlt, és
numerikus fdzisportrék (a mondott korldatozdsok mellett) azonosnak, kvalitative azonos-
nak, és kvantitative majdnem—azonosnak tekinthetok.
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The initial conditions of the solid and dashed trajectory differ by only 1078
30 T T T T T
\\n,\l”\l"P"‘\l AW}

\
1 Yy v
'v‘,\\,.\:,‘l‘, JuJu

20 1 B

1.10. abra. Kezdeti értékektol valo érzékeny fiiggés a csillapitott, periodikusan
gerjesztett inga/hajohinta (1.31) egyenletében

Az inga fels6 egyensiilyi helyzete a paraméter minden (fizikailag relevans b > 0) érté-
kére nyeregpont, az alsé egyensulyi helyzet stabil fokusz, ha 0 < b < 2 és stabil csomo, ha
2 <b. A b=0 esetben az also egyensiilyi helyzet centrum. Ez utobbi nem a Linearizdlds
eqyensulyi helyzetek koril alfejezetben targyalt altalanos szabalyok kévetkezménye —
mas oka van, az

E(t)=E(z(t),y(t)) = %(y(t))z—i—(l —cos(z(t))) = E{)=0hab=0
tulajdonsdg. A strléddsmentes/kozegellendllasmentes esetben a teljes energia az (1.30)
és az (1.6) egyenlet megolddsai mentén konstans. Az éltaldnos, b > 0 esetben E(t) = —
—by?(t) = —b(i(t))? <0, azaz E(t) = —b(i(t))? < 0.

Az Ao =(0,0) & x =0, y=0 egyenstlyi helyzettel egyiitt az ingdnak az A, =
= (2km,0), k € Z pontok is alsé, az Fy=(7,0) < z=m, y=0 egyensilyi helyzettel egyiitt
az F, = ((2k+1)m,0), k € Z pontok is felsé egyenstilyi helyzetei. Fizikailag pontosan két
egyenstlyi helyzet van, az alsé és a felsé — sokak szdmadra ezért a teljes R? helyett az

S={(z,y) €R? |0<x <27,y €R} halmaz az inga fazistere, amely a

Ceyt = {(cos(0),sin(h),y) e R* | 0 <0 <27,y € R} hengerrel azonosithaté. Nézépont
dolga.

Az egyenstlyi helyzetek 2k, 2k+1 sorszamai az inga atfordulasainak osszesitett k € Z
szamét mérik. Az x(0) =0, y(0) =3 kezdeti értékbdl induld v 3 trajektoria t — oo esetén
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az Fyg felsé egyensulyi helyzethez is tarthat — ez azért lehetséges, mert E(z(0),y(0)) =
= E(0,3) = 32+ (1 —cos(0)) = § > 2 és persze ha a 0 < b < 1 strlédési/kdzegellendlldsi
tényez6t megfelelen kicsinek valasztjuk. Az E(x(0),y(0)) > 2 feltétel azért fontos, mert
az E(x,y) = 2 szintvonal éppen a felsé egyensilyi helyzeteket felfiz6 ,mandulaszemek”
kontir-sorozata (amely a b = 0 esethez tartozé Fj, — Fji1, Fri1 — F) atlendiiléseket
is tartalmazza). A trajektéridk mentén az energia legaldbbis nem csokkenhet, E(t) <
< 0, specidlisan az z(0) = 0, —2 < y(0) < 2 kezdeti értékbdl indul6 trajektéria nem
léphet ki a nulladik ,mandulaszembdl”. Az E(z,y)= % szintvonal y > 0 része jobbra tarté
hulldmvonal. Ha b=0, akkor a 7y 3 trajektéria végig ezen a hulldimvonalon halad, az inga
végtelen sokszor fordul at a fels6é egyensulyi helyzet koriil. Bolzano ha jobbra és balra,
akkor kozépre is (ha pozitiv is és negativ is, akkor nulla is — ha belil is és kivil is, akkor
a hatdron is tételének kovetkezménye az alabbi észrevétel: A 0 < b < 1 paraméter b= by,
beallitdsdval elérhetd, hogy a 703 trajektéria t — oo mellett az Fj, k= 0,1,2,... fels6
egyensulyi helyzethez tartson.

v

1.11. dbra. Fazisportré: az i +sin(x) = 0 egyenletii inga/hajohinta, csillapitds és
gerjesztés nélkiil

1.30. Megjegyzés Bolzano élete tipikus értelmiségi sors* Kelet-Kiozép—Eurépdban, ezért

22Ha valakiben felébred a kivdncsisig, mire gondolhatok, és ideje is van 14, olvassa el Banach (1892,
Krakké -— Lemberg, 1945), Hausdorff (1868, Breslau — 1942, Bonn), és Ljapunov (1857, Jaroszlavl —
1918, Ogyessza) élet— és haldltorténetét, s ha egy méd van ré, legaldbb két kiilonbozd lefrdsban: “Who
controls the past controls the future: Who controls the present controls the past.” (Orwell)
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talan nem baj, ha részletesen is irok rola: Bernhard Bolzano 1781-ben sziiletett Pragdban,
olasz szonyegkereskedd apatol és pragai német zsido anydtol. Katolikus papként — apja
ellenezte palyavdlasztdsat — fiatalon lett a Pragai Egyetem Filozofiai Karanak dékdnja.
Egyetemistdknak tartott prédikdcioi miatt [az aldbbi szovegrész kiilondsen veszedelmesnek
taldltatott: “Fuvery century furnishes us ... with new proofs of how harmful war is; of
the abuses which certain social institutions inevitably lead to; under which constitutions
the people are better off. And should it be impossible for our God to make us all wiser
through this, to finally open our eyes so that we will recognize with wonder, how easily
we might have had things better all along? O! he will certainly do that, our God, he will
certainly make it happen! There will come a time—I say this with complete confidence—
there will come a time when war—that absurd attempt to prove one’s right by force—will
be looked upon with the same disqust as that duelling is now! There will come a time
when all the thousandfold divisions and distinctions of rank between people which bring
about so much evil, will be put back within their proper bounds, so that each will deal with
his neighbors as a brother with his brother! There will come a time when constitutions
will be introduced which are not open to the horrible abuses which our present one is (
az eredeti német szovegben itt is tobbes szam &ll, ‘als unsere gegenwirtigen’ ), a time

. when no one will think himself deserving of honour and respect because he, a single
person, has taken for himself as much as would be sufficient to satisfy the needs of a
thousand!” — idézi Paul Rusnock, Bolzano’s phylosophy and the emergence of modern
mathematics (Rodopi, Amsterdam, 2000), Eduard Winter, Der Bolzanoprozess (Brinn,
Rohrer, 1944) alapjan/ levdltottdak, és attol kezdve falusi nyugdijasként, renddri feligyelet
alatt élt. Hires példdaja mindeniitt folytonos de sehol sem differencidlhato fiiggvényre —
ez volt a vildgon az elso fraktdl — kéziratban maradt, pontosabban Bolzano elkobzott kéz-
wratainak eqyikeként a bécsi titkosrendorséq levéltdrabol kerilt elé a Habsburg Birodalom
felbomldsa utdan. Bolzano négykdtetes f6 mive, a Wissenschaftslehre (szd szerint ,Tudo-
manytan”) a protestdans Lipcsében jelent meg: témdja az emberi gondolkodds. Bolzano a
matematikar analizisben és a matematikai logikdban egyardnt hatalmasat alkotott, jollehet
6 maga a matematikai analizisben elért eredményeit minddossze a szigoru szabdlyok sze-
rinti gondolkodds példdiként értékelte. O vezette be a matematikdba a halmaz fogalmdt.
A pszichologia tudomadnya o jeles eldfutdrok egyikeként tartja szamon. Foglalkoztattak
az emberi wiselkedés nem—teljesen raciondlis oldalai, igy az intuicio és a heurisztika mi-
benléte. A kulturdlis és politikai szabadelviiséqg jegyében tamogatta a cseh nyelv oktatdsdt
az akkor még markansan német tobbségii Pragdban. Bardti korben rendszeresen mon-
dott gyogyito imddsdgokat. Idds kordban, betegen kéltozhetett csak vissza sziilovdrosdba.
1848-ban halt meg.*

23 A >political correctness< szerint érzékeny adatok cseh matematikusok személyes kozlései. Egyikiik
sem tudott felvildgositast adni arrdl, hogy Bolzano beszélt—e csehiil, pontosabban hogy milyen mélysé-
gig ismerte a cseh nyelvet. Nagy zavarban voltak mindnyajan, amikor errdl kérdeztem 6ket. — Ha mar
Praga és matematikusok, hadd irjak le egy masik, jellegzetesen kelet—kozép—eurdpai torténetet. Jaroslaw
Kurzweil cseh matematikus a kovetkez6 szavakkal nyitotta meg az 1989-es priagai EQUADIFF konfe-
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Az (1.7) egyenlet specidlis eseteként tekintsiik most az egyszerre fékezett és periodi-
kusan gerjesztett inga/hajohinta

N T=y
:B+1—093—|—sm(:v) =cos(t) < j —sin(m)—l—l()y+cos(t) } , (1.31)
alakt egyenletét, a Hubbard féle paraméter—valasztasokkal. Nyugalmi allapotokrdl, egyen-
sulyi helyzetekrol itt nem beszélhetiink: a kiilso gerjesztés mindig tovabbléditja az ingat.
A megoldasok viselkedését mégis Gssze lehet hasonlitani az el6bb targyalt, gerjesztés nél-
kiili esettel. Az (1.30) egyenlet Ag=(0,0) alsé illetve Fyo=(7,0) fels6 egyenstlyi helyzetének
az (1.31) egyenlet egy—egy 2m—periodikus megoldésa felel meg. Az als6 AJ™ periodikus
megoldds aszimptotikusan stabil, és az Ay pontot bolyongja kirbe. Az Fj*" fels6 periodi-
kus megoldas nyeregszeriien instabil, és az Fj pontot bolyongja kérbe. Ha a S fliggoleges
savon, vagy a C., hengeren dolgozunk, akkor csak ez a két 2r—periodikus megoldés van.
Ha a teljes R? sikot nézziik, akkor az AL és az F}" periodikus megoldésok (2k,0),
k € Z vektorokkal tortént AP és FY“" eltoltjai is periodikus megolddsok, amelyek rendre
az egykori Ay illetve Fj egyensulyi helyzetek hiilt helyét bolyongjdk koriil.

Ha a megoldasokat az 2(0) =0, y(0) = S~ 2 kezdeti értékekbdl inditjuk ki, akkor azok
— néhanyszor 2r—periédusnyi 6ssze—vissza bizonytalankodas utan — négy—ot kiilonbozo
alsé periodikus megoldashoz tartva stabilizdlédnak. A néhanyszor 2r—periédusnyi 6ssze—
vissza bizonytalankodas tranziens kdoszra utal, sét az altalaban vett kdosz legfontosabb
jellegzetességét, a kezdeti feltételektdl valo érzékeny figgést (hiszen ekdzben a f ~ 2
paramétert csak alig-alig, néhdny ezrednyit valtoztattuk) is tetten értiik.

Az egyszertiség kedvéért azt mondjuk, hogy a {Q},., sorozat mindkét irdnyban
végtelen L-N—R sorozat, ha Qi € {L, N, R} minden k € Z esetén.

1.31. Tétel Legyen tehdt a {Qy},, tetszoleges, mindkét iranyban végtelen L-N-R so-
rozat. Ekkor van olyan (2(0),y(0)) = (zo, yo) € R?* kezdeti dllapot, hogy az (1.51) egyenlet
onnan induld ®(-,0, (o, Yo)) = (To,(z0,y0)> Y0,(z0,m0)) Megolddsa a (2kw2(k+1)7), k € Z
idointervallumban a felso egyensilyi helyzeten

pontosan eqyszer fordul dt, éspedig balra QreL
eqyszer sem fordul dt & QreN (1.32)
pontosan egyszer fordul dt, éspedig jobbra QrLER

renciat: ,Ma augusztus huszonegyedike van. Emlékezetes ddtum ez a mi szamunkra, nagyon emlékezetes
... Cauchy sziiletésének napja.” A néhany mésodpercnyi sziinetben izzott a fesziiltség. Akkor kezd6dott
a béarsonyos forradalom, az utcakon tiintetések voltak, a teremben néhany kigytirt, nem—matematikus
ismeretlen. 1968 augusztus 21 Csehszlovakia szovjet megszallasinak — a Varséi Szerzddés Egyesitett
Fegyveres Eréi testvéri segitségnyuijtdsdnak — napja. (A Cauchy—ra valé hivatkozds telitaldlat. Ca-
uchy éveket toltott Pragaban a szamiizott Bourbon francia kirdly unokéajanak neveléjeként. De ez mar
Ossz—eurdpai torténelem. Ha mésok ellenében bizonyos forrasoknak jobban hinni lehet, akkor a vidéken
meghtiz6dé Bolzano és a Hradzsinban é16 arisztokrata Cauchy 1834—ben, egyetlen alkalommal taldlkoz-
tak egymédssal.)
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€S T0,(w0,y0)(2kT) #0 ha k € Z. Mds szoval az ingdanak léteznek olyan mozgdsai, amelyek
dtforduldsai és nem—dtforduldsai tetszdleges, eldre megadott kombinatorikat kovetnek (és
mindig, amikor a periodusidét szamoljuk, az inga helyzete nem fiiggdleges).

Az el6z6 tétel nem—megszamlalhatéan végtelen egymastdl 1ényegesen kiilonb6z6 moz-
gas létezését jelenti. Bizonyitasa szdmitogéppel segitett bizonyitds.

Erdemes megemliteniink az (1.31) egyenlet két egyszer(i, de ugyancsak jellegzetes
tulajdonsagat is:

e Az inga sebessége végig korldtos marad: ¢ > 20 esetén az {(z,y) € R?||y| < ¢}
vizszintes sdv csapdahalmaz.?*

e Az inga mozgasai aszimptotikus viselkedésben egy nulla—mértékii globalis attrak-
torhoz tartanak.”

A kezdeti feltételektdl valod érzékeny fiiggés mellett minden kaotikus dinamikéra az
elképesztd kombinatorikus gazdagsdg is jellemzdé. A determinisztikus kdosz harmadik
alaptulajdonsagat — szintén csak egy konkrét példa erejéig — a 3.2. Tétel fogalmazza
meg.

24 A bizonyitds minddssze méasfél sorbdl all:

Ol =e>20 = S0 =200

d . 1 1 1
= @yz(t) =2y(t) ( sin(z(t)) — Ey(t) +Cos(t)> < fgyz(t) +4ly@)| = 7302 +4c<0.
25Ez a bizonyitas sem nehéz, de erre mér nem tud réjonni az ember magétél. Ami segit, az Liouwville
tételének nem—autoném differencidlegyenletekre torténd kiterjesztése—dtfogalmazdsa: a ®(t,0,-) : R? — R?
megoldé—operator exponencidlisan csokkenti a teriiletet.
Az (1.31) egyenlet altalanositdsaként tekintsiik az & = f(t,z), (t,z) € R x R¢ differencidlegyenletet.

Legyen Qo CR? korlatos regularis tartomany, 0y peremmel és v kifelé mutaté normalis egységvektorral.
Legyen tovdbba Q(t) = ®(¢,0,0), t > 0. Az (1.14) azonossdg levezetésének kicsiny médositasa a

d
—mesh(Q(¢)) = / div, f(t, z) dx (1.33)
dt Q(t) -

formuldhoz vezet. Esetiinkben az (1.31) egyenlet alapjén div, f(t,z) = g—z 1 9= Sin(I);j‘)yﬂos(t)) =— 1—10,

tehét

imesh(ﬂ(t)) =— imesh(Q(t)) = mesh(Q(t)) =e~ 9mesh(€) = lim mesh(Q(t)) =0.

dt 10 t—o0
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1.10. Osszefoglalds — példak konkrét szamadatokkal

Az eddigiekben az aldbbi feladatokat tekintettiik at:

e LC—kor — rugd csillapitas és gerjesztés nélkiil
F+x=0 (autoném, homogén linedris)

e RLC-koér — rugo csillapitassal
i+si+x=0 (autoném, homogén linedris)

e RLC-kor kiilso gerjesztéssel — rugd csillapitassal és gerjesztéssel
i+4d+x=cos(t) (nem-autoném, inhomogén linedris)

e inga csillapitas és gerjesztés nélkiil
Z+sin(x) =0 (autoném, nemlinedris)

e inga csillapitdssal
i+ si+sin(z) =0 (autoném, nemlinedris)

e inga csillapitassal és gerjesztéssel
i+ 4@ +sin(z) =cos(t)  (nem-autoném, nemlinedris)

Az els6 harom egyenlet elektromos/mechanikai rezgdkort ir le, a méasodik harom
egyenlet hajohintat modellez.

Mind a hat egyenlet masodrendii — az y=u1 valtozd bevezetésével érdemes Oket atirni
két darab elsorendi egyenletbdl allo rendszerré. Az autondém esetekben a fazisportrét, a
nem—autonom esetekben pedig két—két megoldést abrakkal szemléltetiink.

Az els6 harom egyenlet dltaldnos megoldasa konnyen felirhato zart alakban. A har-
madik, az &+ 55@ + = cos(t) egyenleté (az inhomogenitésokrdl sz6l6, kettével ezeldtti
alfejezet példainak mintajéra),

1 1 /399
ST 1y =a®iff=—gadi—g

= z(t) = 10sin(t) +c e cos(Bt) + coe™ sin(Bt),
y(t) =10 cos(t) +cre™ (arcos(Bt) — Bsin(Bt)) + c2e™ (B cos(Bt) +arsin(Bt)) .

Valamennyi véltozatukban, a rugéegyenletek az ingaegyenletek origd (mint alsé egyen-
sulyi helyzet) koriili linearizéltjai. Az ingaegyenletek nem oldhaték meg zért alakban. A
legutolsé egyenlet kaotikus.

A csillapitas és gerjesztés nélkiili esetekben érvényes az energiamegmaradas torvénye,
az egyes mozgasok nem hagyjak el

1

1 1
az §y2 + §x2 =const >0 illetve az §y2 + (1 —cos(z)) = const > 0

60



egyenletii energia—szintvonalakat. Ha kiilso gerjesztés nincs, de belso csillapitas igen, ak-
kor a trajektoriak az egyes energia—szintvonalakat befelé metszik, és valamennyi mozgés
aszimptotikusan meghal. A kiils6 gerjesztés potolja az energiaveszteségeket. Az RLC—
kor/rugd esetében az origd helyett egy periodikus megoldds vonz magahoz mindent, az
inga esetében pedig szinte valamennyi megoldas egy—egy, a valaha volt alsé egyensulyi
helyzet koriil oszcillalé periodikus megoldashoz tart. Ezeket az aszimptotikusan stabil pe-
riodikus pélydkat csak az kiilonbozteti meg egymdstdl, hogy az inga/hajéhinta — amig
ezek koziil egynek a kicsiny kornyezetébe nem keriil — hany teljes korbefordulast tesz az
egykori fels6 egyensilyi helyzet koriil. A korbefordulasok gazdag kombinatorikaja a meg-
oldasok kvalitativ sokféleségét mutatja. A kezdeti értékektdl valéd érzékeny fiiggés mellett
ez a sokféleség, pontosabban rengeteg—féleség a kdosz legszembetiinébb tulajdonsaga.

Az (1.9) egyenlet kapcsdn roviden utaltunk numerikus vonatkozasokra is: a fézis-
sik origdja centrum — stabilitds vonzas nélkiill —, de ugyanakkor (igazabdl éppen ezért:
kritikus, ,billené” egyensilyi helyzettel van dolgunk) az explicit és az implicit Euler mdd-
szer gyengén taszito illetve gyengén vonzo fokuszt sejtet. Az ilyen esetekben kiilondsen
igaz, hogy a szamitégépes tapasztalat feliilvizsgalatra, értelmezésre, kiegészitésre szorul.
Nyeregpontok kimend és bemené trajektéridainak szamitogépes dbrazolasaval is kiilon
foglalkoztunk.

Minden eddigi megfontolasunk arra utal, hogy dinamikus rendszerek vizsgalatakor

e a miiszaki-tudomanyos hattér
e a szamitogépes numerika
e a kiséré matematikai analizis

egyszerre, egymast kiegészitve és kolecsonosen erdsitve jelenik meg.
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2. fejezet

Ko6zonséges differencialegyenlet és
megoldé—operator

2.1. A Picard—Lindelof Tétel

Alapveté matematikai tény Picard és Lindelof alabbi egzisztencia— és unicitastétele.

2.1. Tétel Globalis valtozat Legyen f: R xR? — R? folytonos fiigguény és legyenek
to ER és xy € R, Tegyiik fel, hogy

|f(t,x)— f(t, )| < L-lv—i| VtER Va,iecR? (2.1)
ahol L > 0 alkalmas dllandé'. Ekkor az

.T(to) =29
kezdetiérték—feladatnak létezik, éspedig pontosan eqy megolddsa. FEz a megoldds a teljes
szamegyenesen értelmezett és annak minden pontjaban folytonosan derivdlhatd xy, 4, (+)
‘R — R? fiigguény, amelyre tehdt @4y ., (1) = f(t, Tty (t)) minden t € R esetén, a t =ty
vdlasztdssal pedig xy, 4, (to) = To.

Picard és Lindelof tételének van lokélis valtozata is (amely a fenti, globdlis valtozat
formélis kovetkezményeként is matematikailag levezethetd).

2.2. Tétel Lokalis valtozat Legyen 2 C R x R? nyilt halmaz, és legyen f : Q — RY
folytonos fiigguény. Legyen tovdbba (ty,xo) € Q2. Tegyiik fel, hogy

|f(t,z)—f(t,2)| < L-|lz—2| V(¢ ), (tT)eQ, (2.2)

laz f fiiggvény mésodik véltozéja szerinti Lipschitz konstans. Maga a (2.1) egyenlStlenség a globélis
Lipschitz feltétel teljesiilését jelenti. Més széval az f fiiggvény a Picard—Lindelof Tétel feltételei szerint
masodik valtozdjdban eleget tesz a globalis Lipschitz egyenlétlenségnek.
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ahol L > 0 alkalmas dllandd”. Ekkor az

i = f(t,x) }

I(to) =29

kezdetiérték—feladatnak létezik, éspedig pontosan egqy, tovabb mdr nem folytathato, ma-
zimdlis I, ., C R idéintervallumon értelmezett i, zo(+) @ Iiy.ny — RY megolddsa. Ez a
mazimdlis Iy, , iddintervallum sziikségképpen egy, a ty € R pontot tartalmazo nyilt, nem
feltétleniil korldtos intervallum. Az x4 .,(-) megolddsfigguény folytonosan derivdlhato,
Tio.m0(t) = f(t, T4y (t)) minden t € Iy, 4, esetén, at =ty vdlasztdssal pedig xy, 4, (to) = xo.

Egy tétel megértése nem azt jelenti, hogy azt be tudjuk bizonyitani, hanem azt, hogy

e példakat tudunk rda mondani,
ismerjiik legegyszeriibb specialis eseteit

e le tudjuk rajzolni, szemléltetni tudjuk
e felfogjuk a benne szereplé feltételek értelmét/szerepét

e ¢silymédon pozitiv, ramutato érveket
tudunk felsorakoztatni a tétel igaz volta mellett

és végiil, de nem utolsésorban,

e tudjuk, hogy mikor és mire hasznalhato, alkalmazhaté, altalanosithaté
és ismerjiik a hozza kapcsol6dé numerikus/szamitégépes eljarasokat

Nézziik egyenként. Példakat, szemléltetést mar lattunk boséggel és azzal is nagyjaban—
egészében tisztaban vagyunk, mi a kozonséges differencidlegyenletek illetve a veliik kap-
csolatos kezdetiérték—feladatok szerepe a természet— és miiszaki tudomanyokban. Vegyiik
észre azt is, hogy amit korabban egyrétii fedésnek hivtunk, az nem mas, mint az egzisz-
tencia és az unicitas geometriai megfogalmazasa.

Ami még hétra van, az a (2.1) és a (2.2) Lipschitz egyenlétlenségek szerepének értel-
mezése valamint a megoldas tényleges kiszamitdsanak kérdése. Egy mérnok vagy infor-
matikus joggal mondhatja azt, hogy a konkrét feladat az 6 teriiletérdl jon, amelyhez van
elegendé intuicidja, tovabba

e a numerikus/szdmitégépes algoritmusok fekete dobozként is futtathatok
és neki csak a tényleges megoldas egy jo kozelitésére van sziiksége
— minek torodjon tehat az elmélettel;

2az f fiiggvény mésodik valtozéja szerinti Lipschitz konstans az £ halmazon. Az Q halmazra gon-
dolhatunk gy, mint a (tg,z¢) € R x R? pont egy kicsiny kornyezetére, példaul egy to € R kozéppontii
nyilt intervallum és egy zo € R? kozépponti nyilt gomb szorzatéra. fgy maga a (2.2) egyenlétlenség
a lokalis Lipschitz feltétel teljesiilését jelenti, az f fliggvény pedig méasodik valtozdjdban eleget tesz a
lokalis Lipschitz egyenl6tlenségnek.
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e a Lipschitz feltétel pedig végképp érdektelen,
hiszen a szamara fontos 6sszes esetben ugyis teljesiil.

Teljesen igaza van, el6szor, masodszor, és harmadszor is®. Amikor azonban nagyméretii
szamitogépes feladatot old meg, akkor még azok a programok is, amelyek a demonstracios
feladatokra jol miikodnek, idérdl idore lefulladhatnak. Ezeket a helyzeteket nem lehet
masképpen kezelni, mint a numerikus algoritmus mélyebb megértésével: a numerikus
algoritmusnak sok koze kell legyen’ a matematikai elmélethez — és ez akkor is igaz, ha
mind a matematikai elmélet, mind a numerikus eljaras nagyban tamaszkodik a mérnoki—
alkalmazoi intuiciéra.

Egy jol miikodé numerikus eljaras konstrukcidja nemritkdn a mogottes absztrakt té-
tel bizonyitasat is jelenti. A Picard—Lindelof Tétel legegyszeriibb, szokédsos bizonyitasa
olyan fiiggvénysorozat egymds utani képletekkel felirt konstrukciéja, amelynek — leg-
alabbis egy ty koriili intervallumon — a pontos y, 5, megoldas a hatarértéke. Rdadasul a
konvergencia egy mértani sorozat sebességével torténik! Erre az ugynevezett szukcessziv
approximaciéra azonban nem épithet6 ra semmilyen hatékony numerikus modszer. A
diszkretizacios modszerek a hatékonyak. Koziiliik mar a legegyszertibb, az Euler féle t6-
rottvonal moédszer is elvezet az xy, ,,, pontos megoldds létezéséhez. A (lokélis) egzisztencia
méar abbdl kovetkezik, hogy az & = f(t,x), x(tg) = zo kezdetiérték—feladatban szerepld
f:RxR?— R? fiiggvény folytonos: ez Peano hires egzisztenciatétele, amelynek szokasos
bizonyitasa ma is Euler féle torottvonalak segitségével torténik.

A lokalis Lipschitz—feltétel hidnya esetén el6fordulhat, hogy az unicitas sem teljesiil.

2.3. Példa
=323 és x(0)=0

Ekkor x00(t) =0 és zo0(t) =1t° egyardnt (az egész R-en értelmezett) megoldds.

A globalis Lipschitz—feltétel hianya esetén el6fordulhat, hogy a megoldas csak lokali-
san értelmezett.

2.4. Példa
=2 é x(0)=1
A (tovdbb nem folytathatd) x4, ., = o1 megoldds értelmezési tartomdnya Iy, ., = lo1 =

= (—00,1). A megoldds képlete xy1(t) = ﬁ

3még akkor is, ha vannak olyan alkalmazasok, amikor az i = f(t,z) egyenlet jobb oldaldn nemhogy
nem Lipschitzes, hanem egyenesen szakaddsos fiiggvény all: ilyenek példaul az akadozé csuszas vagy a
hiszterézis ,,atkapcsoldsos” jelenségei. — Egy gydgyszer koncentraciéjanak valtozasat az emberi szerve-
zetben az & = —rx differencidlegyenlettel szokas modellezni, ahol r > 0 a felszivodasi rata. De milyen
adagoldssal lehet biztositani a kozel-alland6 koncentraciét, ha a gydgyité beavatkozds (nem infizidval,
vagy gyogyszer—tapasszal, hanem) injekcidkkal vagy tablettdkkal torténik ? Ez ut6bbi feladatrdl is kiilon
matematika tankonyvek szélnak ...
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Természetesen meg tudjuk hatdrozni az dltaldnos,

=2 é a(ty)=xz0 , trER, 20€R

alaki kezdetiérték—feladat megolddsdt is. A szokdsos szamolds

1 1 1
T=27 = —dr=dt = ——=it+c = r=——",
T T t+c

ahol a ¢ € R egyeldre még szabad konstans értéke a kezdeti feltételbol adodik :

1 1 ) ) 1
- = c=—ly—— s avégeredmény x(t)=— ——7.
to—f-C Zo t—to— z0

To =

Valéban ez a szokdsos végeredmény®, de eqy olyan ,sziikséghelyzetben”, mint a jegyzetirds,
el kell végeznem a mdgdttes diszkussziot is:

_ _t—to_l—% ha To > 0 és akkor t € Ito,wo = <_Ooat0+%>
Trowe(t) =4 0 ha xy=0 és akkor t € Iy, ,, =R
T ha x0<0 és akkor t € I, 5, = (to +I_10700)

0

A megoldando egyenlet autonom voltdnak megfelelden
Ttyzo(t) = Tozo(t—10) Yito,x0 €R  és minden megengedett t € R esetén,

ami azt is mutatja, hogy a megolddsgorbékkel valo fedés tgyis lehet egyréti, hogy a meg-
oldasok eqy részének értelmezési tartomanya nem a teljes szamegyenes.

Most a Lipschitz feltétel matematikai elemzése kovetkezik.

2.5. Megjegyzés A LIPSCHITZ-FELTETELROL

A szemléltetés a legkonnyebb ha a differencidlegyenlet autonom és a dimenzio d = 1.
A (2.1) és a (2.2) Lipschitz eqyenlbtlenségek mindeqyikét az f(t,z) = f(x) esetben dt-
f@)=f@)]

| &~
Ha f derwalhato fiigguény, akkor az ¥ — x hatdrdtmenettel | f'(z)| < L minden szébajovd
rER esetén. AzR—R, x— |x| abszolit—érték figguény Lipschitz tulajdonsdgi (a globdlis
Lipschitz konstans L = 1), de az xy =0 pontban nem derivalhato. Ugyanakkor minden

rendezve adodik: azaz a szelok meredeksége a kozos L korlat alatt van.

“mint ahogyan az i %d:r =In(x) + ¢ Gsszefiiggés is a primitiv fiiggvény meghatarozdsdnak eredménye
— de csak az esetszétvalasztdsok mdégétles diszkusszidjaval egyiitt! (a diszkusszié teljességét sem az x#0
kikétés, sem az ,Gvatosabb” [ Ldz =In(|z|)+ ¢ formula sem pétolja)
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Lipschitz fiigguény (egyenletesen) folytonos is: az W < L egyenlotlenség mutatja,

hogy a folytonossdg jol ismert (ismert?) definicidjaban’ szereplé 0 valaszthatd < -nek.
Tovdbbra is az autoném esetnél maradva, ha f : R — R? folytonosan derivilhaté
fiigguény, akkor a Newton—Leibniz formula dtparaméterezésével

1
1@ 10 =| [ £ aots-ayar] @-a).
ahol a szogletes zdrdjelben eqy mdtrix, az x €s az T pontokat O’gszeké’té’ szakasz pontjaiban
vett derivdlt— mas szoval Jacobi—matrixok integrdlatiaga dll. Igy
folytonosan derivdlhaté = lokdlisan Lipschitz = folytonos
valamint, a folytonosan derivdlhato fligguények korében,
globdalisan Lipschitz < sup,cgal f'(2)]] < 00

és ekkor a globdlis Lipschitz konstans minimdlis értéke L = sup,cgallf'(2)]]-

Végezetil megemlitjik, hogy a Picard—Lindeldof Tétel mind globdlis, mind lokdlis vdltoza-
taban igaz marad akkor is, ha az f figgvényre vonatkozd Lipschitz—feltételt (kilonbizd,
de technikailag meglehetésen kormdnfont mddokon) gyengitjik. A Lipschitz—feltételnél
kevesebbet kovetel meg az

(f(t,x)—f(t,2),2—7) <{l-|lx—F] VteR Vz,iecR? (2.3)

ugynevezett egyoldali Lipschitz—feltétel, ahol (€R alkalmas dllando, amelyet érdemes lesz
kiilon is targyalnunk. Vildgos, hogy az £ = L vdlasztdassal (2.3) a (2.1) kovetkezménye.

Az egzisztencia és az unicitas mellett van egy harmadik szempont is, amely legaldbb
annyira fontos, mint az el6z6 ketto. Ez pedig a megoldas fiiggése a feladat paraméte-
reit6l. A & = f(t,x), x(ty) = xo kezdetiérték—feladatnal maradva viladgos, hogy sem a

Sez egy kétszemélyes jatszma: Elsé Menet: az ,Ellenfél” megad egy pozitiv e-t. Ha erre tudok olyan

pozitiv §—t mondani, hogy
lr—zo| < = |f(z)—flzo) <€,

akkor johet a Mdsodik Menet: az ,Ellenfél” megad egy tjabb, az eléz6nél kisebb pozitiv e—t. Ha erre is
tudok vélaszolni .... akkor johet a Harmadik Menet ... és igy tovabb. Ha valamelyik menetben nem tudok
egy (természetesen az éppen aktudlis e értékétdl, az f fiiggvénytél és dltaldban a konkrét xg helytdl is
fiiggs) alkalmas d—val vélaszolni, akkor vége a jatéknak és az ,Ellenfél” nyert. Ha azonban a menetek
szama végtelen és az egymads utani menetek mindegyikében van jé valaszom, tehat ha

VYe>0 30>0, hogy |f(z)—f(xzo)|<e Va esetén, amelyre |x—xo| < J teljesiil,

akkor az f fliggvény az xo pontban folytonos, és én nyertem. A jatszmdat érdemes bemutatni egy kis
rajzon is: matematika szoveget kisérd minden dbran érdemes tudni— de itt a lényeghez tartozik: el6szor
a vizszintes savokat! —, hogy az dbra egyes részei mely sorrendben késziiltek el.
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kezdeti feltételeket, sem magat az f fliggvényt nem ismerjiik, nem ismerhetjiik ponto-
san (leggyakrabban azért, mert mérésbél szarmaznak). Hogyan hat ez a tény magdra a
megoldésra?

e Mi a hatdsa a kiindulasi adatok hibajanak az elméletileg pontos megoldasra?
e Mit mondhatunk a a szamitogépes—numerikus kozelitések okozta hibakrdl?

A két kérdést hibabecslések, egyenlétlenségek formdajaban is meg fogjuk vélaszolni. Pon-
tosan ebbdl a célbdl vezettiik be Lipschitz—feltétel utan a (2.3) egyenldtlenséget is.

A kezdetiérték—feladatok megoldasanak egzisztenciajat és unicitasat kimondé Picard—
Lindelof Tétel megfelel a determinizmus azonos ok, azonos okozat elvének. De nemcsak
ezt foglalja magaban, hanem a legalabb annyira fontos hasonlo ok, hasonlo okozat elvnek
is megfelel: a pontos megoldés folytonos, sét (sokszorosan) derivalhaté médon fligg a
kezdeti feltételektol.

2.6. Tétel Picard-Lindelof Tétel, Befejezés A 2.1. Tétel folytatisaként: A megoldds
folytonosan fiigg a kezdeti idoponttdl és a kezdeti dllapottol. Pontosabb megfogalmazdsban,
a

P :RXRXRd_)Rd ’ (t,to,d?o) —>(I)<t,t0,l‘0) :xto,x()(t)

képlettel definidlt fiigguény folytonos.

A kezdeti értékektdl valo fliggést illetéen nem a folytonossag az utolsé szé, amit ki-
mondhatunk. Ha példdul az i=f(t,z) egyenlet jobb oldaldn dllé f fiigguény a C* osztdlyba
tartozik (azaz mindkét vdltozdjdban egyszerre k—szor folytonosan derivdlhatd), akkor az
Tto.20 (+) megolddsfiigguény a (to, xo) paraméterekben és a t vdltozéban egyszerre C*, sét a
t valtozoban C*+1. Itt k nemcsak tetszbleges pozitiv egész szam lehet, hanem k = oo, st
k = w is megengedett: C™ a végtelen sokszor derivilhato, C¥ pedig az analitikus fiigg-
vények osztalyat jelenti. (Analitikussag alatt azt értjik, hogy a figgvény (lokdlisan, az
értelmezési tartomdny minden pontjinak egy kicsiny kornyezetében) egyenld sajat Taylor
sordval.)

A fentiek kivétel nélkiil igazak a 2.2. Tétel folytatdsaként is, lokdlis valtozatban:
Egyediil az értelmezési tartomanyokra kell iigyelni. Tovabba igazak a megoldasnak az
esetleges tovabbi paraméterektdl valé fiiggésére is. Maga az f fiiggvény is (megfeleléen
vélasztott végtelen dimenzids terekben) tekinthet6é paraméternek.

Fontos megjegyezniink, hogy — tetszoleges k = 1,2,3,...;00,w esetén — az inverz—
és implicit-fiiggvény tételek mindegyike is ugyanigy igaz a C* simasédgi osztélyban.

2.7. Tétel Picard—Lindelof Tétel, Raadas A 2.1. Tétel folytatdsaként: A 2.1. Tétel
érvényességéhez (2.1) helyett elegendd feltenniink, hogy teljesil a (2.3) egyenldtlenség.
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Ez esetben® :

D (t, to, o) — (L, to, To)| < |20 — Fole 1) Vi >ty Vg, 7o € RY.
Bizonyitds. A bizonyitas szellemes, de jél értheté céliranyos szamolds. Jeloljon x(t) a
(to, zo) ponton, Z(t) pedig a ty, Tg) ponton dthaladé megolddst a [t, 00) félegyenesen”

I b 5 a0 Ga0 = 10) - f(e.300).

o~

f(t,2(t))

Mindkét oldalt skalaris szorzatét véve (z(t) — z(t))—vel, majd a feltételi egyenlStlenség
felhasznalasaval

(Salt) = S 0), (1)~ 2(0)) = (1, 2(0)) — (1, 7(6)), (1)~ (1)
£ ()~ < tla(t) ~ (1)
Bevezetve a p(s) = |z(s) — &(s)|” jelolést, mar kénnyii a szdmolas®:
58S [ @ t@ s t s
p(s) >0 és p(s)<2lp(s) = o05) <2 = ) p(s)d S/to 20d

6A legtobb alkalmazds megengedi, hogy az xo és az & kezdeti dllapotokhoz tartozé to és to ~ to
kezdeti id6pontokat egymaéssal azonosnak vegyiik. A 2.7. Tétel egyébként konnyen kiterjesztheté ebbe
az irdnyba:
(Lo, to, v0) —x0 = f(8,20,20(5))ds = |®(to, to, x0) —xo| < M(to—to) ha |f| <M és to>to.
to

7Az 6vatos megfogalmazas arra utal, hogy a megolddsok egyértelmiiségét még nem tudhatjuk: léte-
zésiiket a 2.3. Példa el6tt ismertetett Peano Tétel biztositja. Igazabol azt is bizonyitanunk kellene, hogy
a lokdlis megolddsok kiterjeszthetSk a teljes [tg, 00) félegyenesre: ez utébbi a

(@), (1)) = (f(t. (), 2(t)) < Lla()]” +(F(0), (t))

eFF < 18] o)+ Crla(o)] < (114 ) o)+ 5

=
2

z(t
1d
2 dt
(hiszen |a| < %(az—i—l) YV a € R) egyenl6tlenség alapjan vezethetd le, az egyre névekv hosszisagu
[to, to + T intervallumokon. Itt Cr > 0 a T4l fiiggd dllandd, a levezetés pedig — csakigy mint maga
a tényleges bizonyitas: mennyi vdltozatban mikédik ugyanaz a modszer!! — atosztast és logaritmikus
integralast igényel.

8A 0-val torténd osztdst a p(7)=0 = p(t)=0 V¢ >7 tulajdonsag elézetes bizonyitasaval keriilhetjiik
el, ami igazabdl nem mas mint a teljes bizonyitds egy specidlis esetének elovételezése:

p(s) =0 és pls) < 2p(s)+e = plt)+e<(p(r)+e)e?=") vi>rve>0

ahol p(7) =0 esetén a € — 0" hatardtmenettel 0 < p(t) <0 ha t > 7.
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t
= In(p(s))| <2(t—ty) = p(t) < plte)e* 1) V>,

to
és pontosan ezt kellett igazolnunk. Az xq = T specidlis eset maga a t >ty unicitds. [J

Ha a kezdeti allapot nem egyszer s mindenkorra rogzitett, akkor a ® megoldo—operdtor
utolso argumentumat xy helyett x—el jelolyik.

Az f(t,z) = f(x) autoném esetben, mint az (1.10) idé—eltoldsi tulajdonsag tjrafogal-
mazasa, érvényes az

d(t,tg, x) = ®(t—1t,0,2) Vit ,to € RVaecR?

azonossag. Ezért az & = f(x) autondém egyenletet a tovdbbiakban mindig az z(0) = xq
kezdeti feltétellel latjuk el, azaz a dinamikat a tyg = 0 kezdeti idépontbdl inditjuk. Igy az
autoném esetben a megoldé—operator valtozdinak szamat eggyel csokkentve, azt a

O:RxRY =R | (t,20) = Dt 20) = To,4, ()

leképezésként definialjuk. A megolddsokat ennek megfeleléen nemcsak a (t,z) € R x R?
szorzattér {(¢,x(t))|t € R} alaki gorbéiként abrdzolhatjuk, hanem tgy is, mint az R? tér
{z(t)|t € R} alaku, a t id6vel paraméterezett gorbéit. Ez utébbiak alkotjak az & = f(x)
autoném egyenlet fazisportréjat.

2.8. Definicié Legyen (X, d) metrikus tér. A ® :Rx X — X leképezés folytonos ideji
dinamikus rendszer X—en, ha igazak rd

(i) ® folytonos
(i) ®(0,2) =2 VeeX
(iii) ®(t,P(s,x)) =P(t+s,z) Vi,seR Vee X

Az (ii) és (iii) axiomdk egyszeriien az id6 muldsat fejezik ki az aktualis dllapot meg-
valtozasanak tiikrében. Zérus ido6 alatt nem valtozik semmi, ¢+ s id6 pedig gy telik el,
hogy elészor ¢, utdna pedig s id6. Az s = —t, t > 0 vélasztassal vt =®(0,z) =d(t—t,z) =
= ®(t,(—t,x)) Vo € X, tehat a O(¢t,-) : X — X t-id6leképezés (angolul t—-time map)
az X metrikus térnek onmagara torténd, kolecsonosen egyértelmii, oda—vissza folytonos
leképezése, roviden az X—et dnmagara vive homeomorfizmus. (Folytonos idejii dinami-
kus rendszerekben a jové és a mult szerepe tehat matematikailag felcserélhetd. A jelen
allapot ebben az absztrakciéban a jovét is és a multat is egyértelmiien meghatérozza.”)

YKésleltetett egyenletek, példdul i(t) = f(z(t),z(t —r)) vagy z(t) = f:ﬁr g(z(s))ds esetén a jovot
nemcsak a t =tg jelen, hanem az s € [tg —r, to] kézelmiilt hatdrozza meg. Itt az r > 0 dllandé a késleltetés
mértéke, az annal régebbi allapotok mar nincsenek hatassal a jové alakulasara. Egyszerti matematikai
példa az &= (b—d)x Malthus egyenlet &(t)=bx(t—r)—dz(t) viltozata: mig a haldl minden korosztalyban
egyforman arathat (d mint death rate), szaporodni csak az r—nél iddsebb egyedek képesek (b mint birth
rate).

69



2.9. Példa Az i= f(x) autondm differencidlegyenlet (amennyiben a 2.7. Tétel feltételei
teljesiilnek) ® megoldé—operdtora az X = R® téren folytonos idejii dinamikus rendszert
hatdroz meg. Ez a legelsd és legfontosabb példa dinamikus rendszerre. A megoldé—operdtor
hely szerinti folytonossdgdt az

’(I)(t,l'o)—q)(t,.’io)‘ S ‘.To—i'()’ezt thO on,.ﬁi'o ERd (24)
eqyenlitlenséq fejezi ki.

Azokban az esetekben, amikor létezik a A4, Ljapunov exponens, akkor a (2.4) egyen-
16tlenség jobb oldalan e helyébe lényegében etier! frhaté. Ez Az jq, < ¢ < L miatt a jobb
oldal 1jabb érdemi csokkentését jelenti.

Az értelmezési tartomanyok sziikséges korlatozasa mellett mindezek igazak a 2.2.
Tételnek megfelel lokalis megoldo—operatorra is. A gyakorlatban legtébbszor lokalisan
értelmezett, lokalis dinamikus rendszerekkel van dolgunk.

A teljesség kedvéért néhany sorban vazoljuk a Ljapunov exponens(ek) fogalmat. A
ALjap(T0; ) és @ AL jap(z0) pontonkénti Ljapunov exponens kozeli trajektéridk viselkedését
hasonlitja Gssze, a

O(t, xo+v)—P(t, ) ~ [PL(t, z0)]v formula ¢ — oo skaldzdsa alapjan.

Itt xg,v € R? r6gzitett vektorok , |v| =1, ® az @ = f(z) autoném egyenlet megoldd—
operatora, és

gy (10: 0) = limsup — In |[@ (£, 20)]o| 65 Apjap(t0) = lim sup % In ||, 20)]|.
t—00 t—o00

A meglep6 tény az, hogy sok esetben a limes superior val6jaban limes, és Apjqp(z0)

értéke 1-valdszintiséggel fiiggetlen xg—tol. Eppen ezért lehetséges az immaron csak a

dinamikéra jellemz6 Ap ., mennyiség bevezetése. A Apjqp(z0;v) fiiggése v-tél is jol kéz-

bentartott. A @’ (¢, ), t >0 matrixok szinguldris—érték felbontdsa' alapjan d kiilonb6z6

valés szamot, d (éltaldban egymastdl) kiilonbozé Ljapunov exponenst lehet definidlni. A

YEgy d x d méretii négyzetes A métrix szinguldris—érték felbontdsa
A=WDVT | ahol
D =diag(aq, ag,...,aq) , V=col(vi,va,...,vq) , W=col(wy,wa,...,Wgq),
{ak}izl valds szdmok | {V}C}Zzl és {Wk}zzl ortonorméltak vektorrendszerek,
AT Avy, = apvi , Avip=apwy, , AATw, =awyi , ATwy =vy,.

Vildgos, hogy ez a f6tengelytétel nem—szimmetrikus, négyzetes matrixokra torténd altaldnositdsa. (Van
tovdbb is: di X do méretli matrixok szingularis—érték felbontasa példaul a fékomponens—analizisben hasz-
nélatos.)
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legelsé, a maximalis Ljapunov exponens a @’ (¢, z¢), t > 0 matrixok || P, (¢, )| normaja
alapjan is definidlhaté. A tovabbiakban ezt az utat kovetjiik és Ljapunov exponens alatt
mindig a Azjq, maximalis Ljapunov exponenst értjiik.

Legyen most () £ M C R? a 2.43. Definici6 szerinti kompakt attraktor, A(M) vonzasi
tartomannyal. Tegyiik fel tovdbb4, hogy az M halmaz tisztességesen kaotikus''. Ekkor
majdnem minden zo € A(M) esetén Apjqp(zo) nemcsak limes superiorként, hanem li-
mesként is 1étezik, tovabba fiiggetlen az zy € A(M) konkrét megvalasztésatdl: az ilyen
értelemben kozos Apjap(20) = Apjap > 0 szamot az M kaotikus attraktorhoz tartozo (ma-
zimalis) Ljapunov exponensnek nevezziik.

Hezt az elnevezést csak hazi hasznalatra vezetjiik be — olyan tulajdonsagrél van szé, amelyet ponto-
san lehet definidlni, de teljesiilését szinte egyetlen (d > 1 dimenzids, nem—mesterségesen krealt) példan
sem lehet ellendrizni. Fizikusok és mérnokok anélkiil szamolnak Ljapunov exponenst, hogy annak 1éte-
zését bizonyitanak. Ha a vonatkozé szimulaciok hosszi idé utdn is egy nulldnal nagyobb szam folotti
értékeket adnak, akkor a kaotikussdgot tigymond sikeriilt kimutatniuk, és a kérdéses nulldnal nagyobb
szam nagysiga a kdosz erejét jelzi. Ebben az értelemben a maximalis Ljapunov exponens, Arjqp a
kaosz erejét méri, a kdosz kvantitativ indikdtora. Mas kédosz—indikatorok is vannak, a fraktalok finom—
szerkezetének mérésére szolgalé boxdimenzié mellett a maximalis Ljapunov exponens a legelterjedtebb
koziiliik. Minden fraktal ,megfagyott kdosz’—nak tekinthet&: a boxdimenziéval kapcsolatban pedig az
a lényeges, hogy ne egész szamnak bizonyuljék. A kdosz—indikatorokkal kapcsolatos és folyoiratcikkek-
ben dokumentalt szamitogépes mérések szama néhany ezerre tehetd, nagy tobbségiik idésorokat hasznal
kiindulasi adatként.
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2.2. A dinamikus rendszerek tipusai. Példak

Magatdl értet6ds, hogy a 2.8. Definicié (i)—(ii)—(ili) axiémdinak mindegyike értelmes
marad akkor, ha a benniik szereplé R helyére T keriil, ahol T az RT =[0,00), Z, N, hZ
és a hN (h > 0 rogzitett) barmelyike lehet. Ezekben az esetekben azt mondjuk, hogy
®: T x X — X rendre folytonos ideji semidinamikus rendszer, diszkrét (ideji) dinamikus
rendszer, diszkrét (idejii) semidinamikus rendszer, és h >0 iddlépési diszkrét dinamikus
illetve semidinamikus rendszer. A kiillonbozo lehetoségeket a kovetkezé definicio foglalja
egységbe.

2.10. Definicié Legyen (X, d) metrikus tér és legyen T az R legaldbb kételemd, zart,
additiv rész—félcsoportja. A ® : T x X — X leképezés T idejii dinamikus rendszer X—en,
ha igazak rd

(i) @ folytonos
(i) ®(0,2) =2 VreX

(iii) O(t, (s, x)) =P(t+s,z) Vt,seT VreX.

Most egy jellegzetes példasorozat kovetkezik. Az els6 két példaban ® a megoldo—
operator, melynek paramétertol valo fiiggését kiilon nem jeloljiik.

2.11. Példa Késleltetett egyenlet, 0 < p paraméterrel :

&= —p(e®t 1) =¢pcC=C(-1,0,R), t>0.

x‘[q,o]

O(t,¢) :RTxC—=C, (P(t,9))(s) =mos(t—s) ha se[—1,0].

(A megoldasokat persze nem a C' tér absztrakt elemeiként kell szemléltetni, hanem mint
[—1,00) = R, t = 0 4(t) fligguényeket.)

Ez az egyenlet el6szor a primszamok eloszldsanak elméletében meriilt fel, de mivel az
z(t) = log(u(t)) < u(t—1) = e*=Y helyettesités utdn az @ = pu(t)(1 —u(t—1)) alakra
egyszeriisodik, ugy is interpretalhatd, mint egy erdforraskorlatos Malthus egyenlet a C'
tér {u € C'lu(s) >0V s€[—1,0]} részhalmazén. Els6ként megadott formdjaban Wright—,
masodikként megadott forméajaban Hutchinson—egyenlet néven ismeretes. A kritikus pa-
rameter = 7, amikor is Hopf-bifurkécié torténik: a Wright egyenlet zo = 0 illetve a
Hutchinson egyenlet uy =1 egyenstlyi helyzetének 0 < p < § paraméterekre érvényes
aszimptotikus stabilitasa egy onnan leftiz6d6 I'(it), 5 < p < oo periodikus palya aszimp-
totikus stabilitasara tevédik at. (A p — oo hataratmenetben ezek a periodikus péalyak
— a numerikus megolddsok mint [—1, c0) — R fiiggvényeket rajzoljék ki éket — lassu és
gyors szakaszokbdl allé aszimptotikusan stabil relaxécids oszcillacidkként viselkednek.)
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Az egyenstlyi helyzet aszimptotikus stabilitasa a numerikus tapasztalatok szerint globa-
lis, ha 0 < pu < § =1.570796.... A globdlis aszimptotikus stabilitds 0 <y < 1.5 esetre
vonatkoz6 hagyoméanyos bizonyitasat a 1.5 < pu < 1.5706 paraméterekre érvényes sza-
mitégéppel segitett bizonyitds (computer—assisted proof) kovette. A legnehezebb, nem
egészen két tizezrednyi paraméter—tartomany még hatra van.

2.12. Példa Reakcio—diffuizio egyenlet homogén Dirichlet peremfeltétellel, u € R para-
méterrel :

up, =+ pu—ud . .
xx D) — _ >
u(t0) mu(t,my =0 [+ W0)=9€Ho=H([0.7].R), >0, ze[0,n].

D(t,g) :RTx Hy — Hy , (®(t,9))(x) =uoy(t,z) ha x€0,7].

Ez a hires Chafee-Infante egyenlet, amely reakcié—diffizié egyenletek kérében az egyik
yallatorvosi 167 szerepét jatssza. Errdl a konkrét egyenletrol kivételesen szinte mindent tu-
dunk, beleértve a globalis attraktor szerkezetének (u(t,z) =v(x) V t egyensilyi helyzetek
& V(2)+pv(z)—v3(x) =0 & v(0) =v(m) =0 és az ezeket Gsszekitd trajektoridk ete.) és
valamennyi bifurkacidjanak teljes ismeretét. Jollehet a megoldasok a t >0 idotartomanyra
mar C™ fiiggvényekké vélnak, az amigy roppant nehéz és a —u3 nemlinearitds konk-
rét megvalasztasatol nagyon erdsen fiiggd matematikai analizis donto része egy specialis
Hilbert—térben, a

H[0,7] = {g~ ) ersin(kx) € L[0,7]| Y k’c} < o0}
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térben torténik.'> (Onmagéban ez utébbin olyan nagyon nem kell csodalkoznunk, hiszen
mar az u(t,0) = u(t, 7) = 0 peremérték— és az u(0,-) = g kezdetiérték—feltétellel ellatott
egydimenzids uj =l (t >0, z € [0, 7]) diffuzidegyenlet targyalasa is Hilbert-teret teret
igényel: a g kezdeti allapotot érdemes az L]0, 7] térbél venni.)

2.13. Példa Véges graf csucspontjain értelmezett diszkrét ideji, [0,1]-értéki dinamika:

F: [071]N—> [0,1]N , (Fx);=F (dl Zx]> , 1i=12,...,N.
' JEN;
A jelolések magyarazata : adott eqy G grdf, csicsai V(G)={1,2,..., N}, izoldlt csicsok
és hurokélek mincsenek, az i—edik csucs fokszdama d; > 0, az i—edik csiuccsal szomszédos
cstcsok halmaza N;, i=1,2,..., N, az éleknek nincs kiilon irdnyitdsa. Adott tovdbbd egy
F :[0,1] — [0,1] folytonos figgvény. Az dllapottér a

01" = {x=(z1,29,...,2x) €RY | 2;€[0,1] , i=12,...,N}

halmaz. (Maga a G grdf kozvetlenil nem szerepel a fenti képletek egyikében sem.) A
kuinduldsi allapot eqy
X0 = (21,0, Z2,0,- - -, TN0) € [Oal]N

vektor (a [O,l]N dallapottér eqy eleme, amely a t =0 idéponthoz tartozik.
A dinamikdt, amely a F leképezés eqymds utdni végrehagtasa a t=1,2,... idépontok-
ban, meg lehet adni eqy rekurzios képlettel is:

1
xi,tH:F(Eij,t) . i=12,...,N, t=0,12,....

L JEN;

12 Az analizisben fontos szerepet jatszik a LaSalle elv és a
1 + LT 2 L [m 5 2
V:Hyl0,71] - R™ | V(u):i (uy) dx+Z (u®—p) dx
0 0

Ljapunov fiiggvény, amely a megolddsok mentén legaldbbis nem novekszik. Tanulsdgosak a részletszami-
tasok is — az egyes lépések jogossigat a Newton—Leibniz féle differencial—és integral-calculus Szoboljev
(&ltaldnositott Ly) terekre torténd kiterjesztése garantélja —:

d 1 s T us - T
7 (2/ (u;)de) :/ ulult, dxz/ ubufl, do = [ulug]|] —/ ull oy de
0 0 0 0

d 1 s s T .
— </ (u2u)2d:17> :/ (u2—u)uu;dx:f/ (pu—u)u} d

majd a két eredményt Gsszeadva, s az egyenletet is visszahelyettesitve,

d

@V(u(t)) = —/ (u2)2d:17 , hiszen wu(t,0) =u(t,7)=0 = u,(t,0)=ul(t,7)=0V¢>0.
0

A Chafee-Infante egyenlet végsé elemzésben olyan kozonséges differencidlegyenlet, amely a Hg[0, 7]
Hilbert téren értelmezett.
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Ez az addcsalas Simonovits Andras féle dgens—alapi modellje, ahol z;; az i—edik
addzo altal a t—edik évben az addhivatalnak bevallott jovedelmet jelenti (i =1,2,..., N,
t=0,1,2,...). A modell azzal az egyszeriisit6 feltevéssel él, hogy minden adéfizets jove-
delme minden évben pontosan 1. (Az 1-re torténd normalds nem jelenti a matematikai
altaldnossag megszoritasat.) Az addfizetok — feltéve, de meg nem engedve a modell sze-
rint — nem valljdk be teljes jovedelmiiket: a feltételezés szerint mindenki gy csal a
rakovetkezo évben, hogy a sajat ismerdsei altal bevallott jovedelmek atlagat veszi ala-
pul'®. Az F fiiggvény itt nem részletezett két paramétere az addkules (egykulcsos adérdl
van sz0) és az adémoral (ez egy kozgazdasigi heurisztikdval definidlt valés szdm). — A
modellbdl matematikailag levezethetd, hogy az addkulcs felemelése egy olyan orszagban,
ahol alacsony az adomoral, a befizetett ad6 csokkenésével jarhat. Ezzel egyiitt a modell
ezer sebbdl vérzik. Annyi minden mést is figyelembe lehetett volna venni. Raadasul az
adohivatal nem megfigyelni szeretné ezt a folyamatot. Célja a kozbeavatkozas. De hogy
ezt miként tegye, arra nézve még az egyszeri, ,magukra hagyott” modellek is adnak
bizonyos tampontokat.

A kovetkezo harom példa sejtautomatikat mutat be. Az dltaluk meghatarozott di-
namikat az egyenes egység—intervallum illetve a sik egységnégyzet racsa hordozza. Ez
a szokdsos szemléltetés. De ugy is felfoghatjuk a dolgot, hogy a sejtautomatak dinami-
kajat specidlis grafok hordozzdk. A racsmezék egy graf csicsai. Két csics kozott akkor
van él, ha a nekik megfelel6 racsmezék szomszédosak. (A szomszédsagi relaciét termé-
szetesen kiilon kell definidlni. Hinyan vannak/legyenek a szomszédok és milyen irdnyban
helyezkednek /helyezkedjenek el egyméstol — a modellezni kivént jelenség természetétol
fiiggben ugyan, de mégis van bizonyos szabadsagunk ebben a kérdésben. Vilagos, hogy a
térben és idében homogén modelleket kell els6ként vizsgalni. A homogenités eltoldsi szim-
metridkat jelent: a dinamika szabalyai minden egyes sejtre nézve, minden idépillanatban
ugyanazok.) Latni fogjuk, hogy a grafos szemléltetésben a sejtautomatdk alapszerkezete
mennyire hasonlit az addcsalas most ismertetett modelljéhez.

2.14. Példa Egydimenzids, véges racson értelmezett kétértéki automata:
F 0,1} = {0, 1}, (Fx); = F(xi_1, 2, @i41) , i=12,...N.

A jelolések magyardzata: a G grdf legyen most a V(G)={1,2,..., N} csicsokat ebben a
sorrendben dsszekoto ut, amelyhez minden egyes csicsban eqy—eqy hurokél is illeszkedik

13

1 Z x;+ ebben az interpretdciéban nem mds, mint

di JEN;
az i—edik addézo ,szomszédai”, bizalmas ismerdsei altal a t—edik évben az addéhivatalnak bevallott jove-
delmek szamtani kozepe. A kérdés az, hogy az idé muldsaval homogenizalddik és stabilizalédik—e ez a
dinamika. A védlasz igenld: ebben a modellben (a G grifra és az F leképezésre tett természetes feltevések
esetén) aszimptotikusan mindenki egyforman fog csalni: az F leképezés x* = (z*,z*,...,2%) € (0,1)N
fixpontja globélisan aszimptotikusan stabil, ahol 2* az F :[0,1] — [0,1] fiiggvény nemtrividlis, 0 < z* < 1
fixpontja.
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(a belsd csucsoknak két, a két szélsé csicsnak egy—eqy valddi szomszédja van), az éleknek
nines kilon irdnyitdsa. Adott tovdbbd egy F : {0,1}* — {0,1} leképezés. Az allapottér a

{0, 1Y = {x= (21, 29,...,x5) €eRY | 2;€{0,1} , i=1,2,...,N}

halmaz, amelyet azonosithatunk az N hosszisdgiu 0-1 sorozatok terével. A kiinduldsi
allapot egy
Xg = (71,0, 720, - -, Tnp) € {0, 1}N

N hosszisigi 0-1 sorozat (a {0,1}" dllapottér egy eleme, amely a t = 0 idéponthoz
tartozik.

A dinamikdt, amely a F leképezés eqymds utdni végrehajtasa a t=1,2,... iddpontok-
ban, meg lehet adni eqy rekurzios képlettel is:

Tity1 = F(-l"i—l,t, Tit, fl?i+1,t) , 1=12,... N, t=012,....

Ahhoz, hogy mindez értelmes leqyen, peremfeltételeket is meg kell adnunk. A szokasos
peremfeltételek :

® 1)=1] €STNy1 =T & Top =T} €S Tyy1t =Tk, t=0,1,2,...
® I9g=T1 ESIN{1 =TN & Tor =Tt €S Ty =Ty, 1 =0,1,2,...
® I)=IN ESTN}1=T1 & Tor=TNt €S TNy1t=T1y, 1 =0,1,2,...

A peremfeltételek elnevezése rendre Dirichlet (ahol x5, 2%, € {0,1} régzitett — az also
indexek a left és a right szavak kezdébetii), Neumann, illetve periodikus (ez utdbbi
annak felel meg, hogy a G grdf nem 4t, hanem kor, amikor is a vdltozokat ciklikusan
azonositjuk eqgymdssal).

Ez Wolfram véges automatdja. Az automatdnak 2V, N >3 allapota van. A dinamika
az F leképezés megvalasztésatol fiigg. Erre 22 = 256 lehetdség van'®, ennek megfeleléen
beszéliink 256 Wolfram féle szabalyrdl, és 0—tol 255—ig sorszamozzuk Oket. A sorszambol
maga a szabdly visszadallithaté. Az

F(0,00)=ao, F(0,0,1)=a,, F =
F(1,0,0) =ay , F(1,0,1) =a5, F(1,1,0) =ag ,

szabaly sorszama

7
SORSZAM(F) =) 2", ahol a,€{0,1}, k=0,1,....7.
k=0

144ltaldban is, ha X K > 1, Y pedig L > 1 elemszdmi véges halmaz, akkor a paronként kiilonb6zé
F: X xXx...X(M-tényezds szorzat) — Y leképezések szama (&™)
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A 110-es sorszamu szabély esetén (a 110 = 64+ 3248+ 4+ 2 kettes szamrendszerbeli
felbontasnak megfeleléen)

F(0,0,0)=0, F(0,0,1)=1, F(0,1,00=1, F(0,1,1) =1
F(1,00)=0, F(1,01)=1, F(1,1,0)=1, F(1,1,1)=0

2.15. Példa Egydimenzidos, mindkét iranyban végtelen racson értelmezett kétértéki au-
tomata:
Tit4+1 = F(.l’i,l’t, Tty xi+1,t) y 1€ Z, t= 0,1,2, e

Most csak a rekurzios képletet adjuk meg, és két kis megjeqyzést tesziink. Az dllapottér a
mindkét irdnyban végtelen 0-1 sorozatok

{x={x;}> |z e€{0,1}, i€Z}
tere, a kuinduldsi allapot pedig eqy adott, mindkét iranyban végtelen
{XO = {Ii’()}?iioo | Tio € {0, 1} s 1€ Z}

0-1 sorozat. Azt is mondhatjuk, xo a kezdeti feltétel. Peremfeltételekrdl itt és most nem
beszélhetink.

Ez Wolfram automatdja, az allapotok és viselkedések elképeszto gazdagsdgaval. A
leghiresebb szabdly a 110—es sorszamu, amikor is az automata — és ez matematikailag
bizonyitott — Turing—gépként mikodik.

A szamitogépes tapasztalat és minden matematikai heurisztika arra utal, hogy a 30—
as sorszamu szabaly pszeudorandom generdtort valosit meg. Ez gy értendo, hogy az
zio=1hai=0 és z;0=0 ha i7#0 kezdeti allapot altal generdlt xo,, t=0,1,2,... sorozat
pszeudo—véletlen.

A kovetkezd példa Conway Game of Life automataja, amelyet most a dinamikus
rendszerek matematikai formalizmus—nyelvén irunk le. Az informatikus vagy bionikus
Olvasé persze gondolhat az ,a (sikbeli végtelen) négyzetracs eqy mezdjén a kovetkezd
pillanatban pontosan akkor van €lé sejt, ha ott ebben a pillanatban €l6 sejt van, ketto
vagy hdrom €lé szomszéddal, vagy ha ott ebben a pillanatban halott sejt van, pontosan
harom €lo szomszéddal” szoveges szabdlyra is. De arra is kell gondolnia, hogy a szdveges
szabdly Jleforditisa” eqy programnyelvre mindenképpen igényel valamiféle formalizmust.
Programozastechnikailag a kettos indexek halmazanak ,végesitése” és egymas utani felso-
rolasa tobbféleképpen is megoldhat6. Mar az (i, j) mez6 nyolc szomszédjanak sorrendbe
allitasa is 6nkényes s erre akkor is sziikség van, ha maga a dinamika nem fiigg ettdl a
sorrendtol. Ami a relevans kettés indexek szambevételét illeti, legjobb egy dinamikus,
allandéan valtozo felsorolas — azokra a mezdékre, amelyeknek az adott pillanatban nincs
é16 szomszédja, nem kell figyeliink.
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2.16. Példa Sikbeli, végtelen rdacson értelmezett kétértéki automata:
FA0 7 = {0,137, (F(x))iy

= F(xi,j; Li—1,j+15 Tij+15 Tit1,j4+15 Tit1,55 Lit1,j—15 Lij—15 LTi—1,5—1; 5Ui71,j) ) (’ia j) €ELXTL.

A jelolések magyardzata: a G grdf legyen most a V(G)={(i,j) € ZXZ CR xR} csicso-
kat onmagukkal és a nyolcas szélrozsa iranyaiban természetes szomszédjaikkal 0sszekdto
élhalozat (a (k,0) csics az (i,]) csics természetes szomszédja ebben a modellben, ha |k—
—i|,[t—7] <1, de (k,£) # (i,7), ahol i,j,k, € € Z). Az éleknek nincs kilon irdnyitdsa.
Adott tovdbbd egy F:{0,1}x{0,1}° —{0,1} leképezés. Az dllapottér a mindkét irdnyban
végtelen kétindexit 0—1 sorozatok

{x={zij}; ;o o |2i;€{0,1}, i,j€Z}

tere, a kiinduldsi dllapot pedig eqy adott, mindkét iranyban végtelen kétindexii

{xo={zijo};j— o | 2ijo€{0,1}, i,j €Z}

0-1 sorozat. Azt is mondhatjuk, xo a kezdeti feltétel. Peremfeltételekrdl itt és most nem
beszéliink (de wvildgos, hogy minden végtelen modellnek vannak véges vdltozatai ...).

A dinamikat, amely az F = Fo leképezés egymas utani végrehajtasa a t = 1,2, ...
iddpontokban, meg lehet adni eqy rekurzios képlettel is, amely azonban mdr nem férne el
egy sorban. Szerencsére nincs is sziikség rd, sét Conway F = Fe leképezését — amely az
elvben lehetséges 2(2%) — 9512 leképezés egyike csupan — sem adjuk meg kozvetlendil.

Jelolje az (i,7) cella (a nyolcas szélrdzsa irdnyaiba vett) természetes szomszédjainak
halmazat

‘/V;T]:{Uf’g)EZXZl Vf—ZHg—J’ Sl ) de (kag)#(%])} ) (Zaj)EZXZ

Vegyiik észre, hogy a hurokélek miatt N;; = {(i, j) }UNY;. Vezessiik be a

pc {01} x{0,1,2,... 8} = {0,1} , %(p;,,,>:{(1) Z;yé(bzzév;l)te{(1;2),(1;3),(0;3)}

leképezést, majd legyen végezetiil

(F(x))ij = ec (i #{(k, €) e NI | wne=1}) , (4,§) € ZX L.

Ez Conway életjdték automatdja.’> A pc(1;7) =0 ha 0 <r <1 vagy 4 <r <8 tulaj-
donsédg szokasos interpretaciéja izoldcio vagy (lokdlis) tilnépesedés = pusztulds. Uj él6

BFigyeljiik meg, hogy Conway életjatékdban egy cella soronkévetkezd allapota — csakigy mint a
Wolfram—féle sejtautomatidkban — az adott cella aktualis dllapotatdl is fiigg. (A grafos reprezentaciéban
a nem—fiiggés vagy fliggés kérdése a hurokélek hidnyan vagy meglétén mulik. Az addcsalds modelljét
annak hurokél-mentes véltozatdban ismertettiik.)
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2.1. dbra. Délkeleti irdnyba mozgé siklé (glider) Conway életjaték automatajiban

sejt sziiletését a pc(0;7) =1 < r=3 tulajdonsag irja le. A Conway automata szinte at-
tekinthetetleniil bonyolult dinamikat eredményez: az ,életjelenségek” miriddja taldlhatd
meg benne, mar a legegyszeriibb kezdeti allapotok esetén is. Onhasonlésagok, periodikus
kilovellések, a legvadabb és varatlan, gyonyorii mintazatok. Egyeldére nyitott kérdés, hogy
van—e olyan kiindulési dllapot benne, amely id6vel — egy bizonyos idopontra — 6nmagat
tobb példanyban is le tudja masolni éspedig oly mdédon, hogy ez az 6nmésolasi folyamat
végteleniil folytathatd. Amennyire tudom, erre a kérdésre egyelore egyetlen automatéaban
sem talaltak olyan igenl6 valaszt, amely a biologusokat minden szempontbdl kielégitené.
Pedig ez felelne meg az élolények legszembetinébb tulajdonsaganak, a szaporodésnak.
Egyszerti alakzatok formalis masoldsara mar az

xi7j7t+1=2{xk7w\ k—i|+]0—j| <1} mod2 , i,j€Z, t=0,1,2,...

paritas—szabdly is alkalmas. Ha példaul az z; ;o =1 ha (4,j) = (0,0) és 0 ha (4,j) #
= (0,0) kezdeti értékbol indulunk, akkor minden negyedik 1épésben egyre tébb és tobb
észak, kelet, dél és nyugat felé vandorlé ponthoz jutunk. Mindezzel egyiitt a biologusok
nincsenek megelégedve ezzel a példaval még akkor sem, ha ugyanez a dinamika nagyon
sokféle kiindulasi konfiguraciot képes észak, kelet, dél és nyugat felé vandorlé utédaiban
periodikusan reprodukalni. A paritas—szabdly egydimenzids, mindkét iranyban végtelen
racson értelmezett kétértékl automatak korében Wolfram 150-es sorszamu szabalyanak
felel meg, amely az z;0 =1 ha ¢ =0 és 0 ha i # 0 kezdeti értékbdl indulva egyre névekvo
hosszusagu fekete—fehér, ketté—hatvany ritmusu racsmintahoz vezet.

Természetesen Conway életjaték automatajanak is vannak sztochasztikus véaltozatai,
amelyek dgymond a mutaciokat is beépitik az eredeti modellbe. Hasonlé a helyzet a
grafokon értelmezett Osszes hdlozati dinamikaval. Maguk a grafok is valtozhatnak az
idében etc. etc. ... A biomatematika jarvanyterjedési modelljei, a valasztasi szocioldgia
véleményterjedési modelljei, s0t az internet mint dinamikus rendszer kutatasa kiilénosen
is divatosak. A jelenlegi kozfelfogas szerint a tényleges kapcsolati strukturakat az Albert—
Barabasi skdlafiiggetlen és a Strogatz—Watts kisvildg tipusi véletlen grdafok jol kozelitik.

A szamitastudomanyi-informatikai alkalmazasok szempontjabdl fontos megemlite-
niink, hogy a logikai kapuk Conway életjatékaban viszonylag konnyen realizalhatok. Ez
az elso 1épés abba az iranyba, hogy Conway automatdja logikai gépként is funkcionéljon.

79



Befejezésiil a neurdlis hdlozatok egyik olyan altalanos alapmodelljét ismertetjiik, amely-
ben a csatolasi matrix kozvetleniil is megjelenik. Specialis szerkezeti kozonséges differen-
cidlegyenlet—rendszerrél van sz6, N x N méreti W matrix—szal (amely nem kell feltétlentil
szimmetrikus, lehet silyozott is, s6t negativ elemeket is tartalmazhat). Az f:R — R ak-
tivacids vagy transzfer fiiggvény szokdsos alakja f(z) = th(x) = 22;—2:2, amely szigorian
monoton novekvo és az r — oo hatardtmeneteknél szaturalodik.

2.17. Példa Véges graf csicspontjain értelmezett folytonos idejii dinamika :
N
j=1

A dinamikus rendszer most eqy kézonséges autonom differencidlegyenlet megoldé—operdtora.

Egy fontos matematikai tényt kiilon is megemliteniink. A

N v
V(m):—%yTWy+Z/ fs)ds, y=f(z) & yi=f(z), i=12,...,N
i=1

képlet Ljapunov fiiggvényt hatdroz meg.'® Ezutdn a LaSalle elv alkalmazdsa kovetkezhet.
AW csatoldsi matrizot — amint arra cellularis neuralis dinamika tanulmanyainkbdl vagy
akar a Hopfield hélok elméletébdl emlékezhetiink (emléksziink(!7)) — az egyes konkrét
célfeladatoknak megfeleléen lehet /kell vélasztani.

A magukra hagyott celldkon érvényes z; = —x; differencidlegyenlet helyén elvben bar-
mely mas, akar tobbdimenzids kozonséges differencidlegyenlet is szerepelhet. Itt x; az
i—edik cella belsé allapota, y; = f(z;) az i—edik cella outputja. Ha x; € R? és az i—edik
cella bels6 allapot—egyenlete i; = b(z;), akkor b, f : R? — R A nagyméretfi, egyforma
elemekbol felépiilé halozatok vizsgalata mind a villamosmérnoki-informatikai tudoma-
nyok, mind az idegtudomanyok részére alapvetoen fontos feladat. A csatolds sz6 ezekben
az Osszefiiggésekben elsédlegesen nem matematikai szakkifejezés: az idegsejtek, illetve az
elemi aramkorok (az egyes idegsejteket is elemi dramkorokkel modellezziik) kozotti redlis
biolégiai—fizikai Gsszekottetéseket jelent. A csatoldsok topoldgidja versus szinkronizdcids
mantdzatok kérdéskor mindkét teriileten az érdeklédés homlokterében &ll.

A példak sorat az az explicit Euler modszer diszkretizécids operatoraval zarjuk.

16Valoban, az osszetett fiiggvény derivaldsi szabélya szerint, kihaszndlva a métrix szimmetridjat, vé-
gezetiil a differencidlegyenletbe torténé visszahelyettesitéssel:

N N
d 1. . . . T , .
TV @Oy =— 5@ Wy+y W) Y gimi =g (~Wyta)=—gTi == f(x;)(#:)* <0.
j=1

j=1

(A Newton—Leibniz formulat is hasznaltuk kézben, éspedig a % (fa(m) ©o(s) ds) =p(a(z))a’ (x) alakban.)

Menet kézben a V. = —g; = — f'(x;)®; azonossagot is megkaptuk.
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2.18. Példa Diszkretizacio, mint 0 < h < hg 1dolépési diszkrét dinamika:
ép: [0,h] xR = R* | (h,z) = ¢p(h,z) =x+hf(z).

A jelolések magyardzata: @ = f(x) adott autondm kézinséges differencidlegyenlet, 0 < hg
a maximdlis megengedett [épéskoz.

Raégzitett h > 0-ra ¢p(h,-) : R — R? az explicit Euler médszer h 1épéskozii ope-
ratora: a matematikai absztrakcio szempontjdbol ez utobbit szokds magdval az (dllando
lépéskozii) Euler mddszerrel azonositani. A tordttvonal-képzés utolagos, az eljards lénye-
gétdl figgetlen interpolacio. A diszkretizalt dinamika a ¢(h,-) leképezés iterdlasdabol dll,
a trajektoriak a toréspontok

Ty = (bk(h" xO) g Tr41 = ¢(h’7 .’,Uk) = .’Ifk—f—hf(x'k) ’ k= 071727 B

sorozatai.
Ha az = f(x), x(0)=x¢ kezdetiérték—feladatot az idében visszafelé szeretnénk megol-
dani, akkor (és a kettd pontosan ugyanarra az eredményre vezet) az & =—f(x), x(0) =z¢

kezdetiérték—feladatot kell megoldanunk helyette, immar az idében elére haladva.

A pontos és a kozelité megoldasok ¢sszehasonlitasa szempontjabdl 1ényeges, hogy rog-
zitett h>0-ta ¢p(h,-) és ®(h, ) egyardnt R?—R? leképezések. Erdemes megemliteniink,
hogy 0< hy< 1 esetén nemcsak ®(h,-):R?— R, hanem ¢ (h, ) :R*— R? is kdlesondsen
egyértelmi leképezés.

Erdemes osszefoglalni az @ = f(t, x) nem—autoném differencidlegyenlet ® megold6—
operatorainak legfontosabb tulajdonsagait is:

(i)’ (a rend kedvéért megismételve) @ : R x R x R? — R? folytonos
(11)7 q)(to, t0,$) =z VipeR Vz e R4
(iii)" ®(t, s, (s, to, z)) = P(t,tp,x) Vi, s,tp R Ve X

Az &= f(t, z) nem—autoném differencidlegyenlet esetében az explicit Euler diszkretizacios
operatort az

qu:[O,h()] XRXRd_)Rd ) (h,t,l’) —>¢E(h,t,l’> :x—i—hf(t,x)

képlet, a ¢7:[0, ho] x Rx R —R? implicit Euler diszkretizaciés operdtort pedig az (elegen-
dden kicsiny h 1épéskoz esetén egyértelmilen megoldhaté) X = x+hf(t+h, X) egyenlet
értelmezi.

Osszhangban a 2.2. Tétel lokélis jellegével, a megoldé—operator és a dinamikus rend-
szer altalanos fogalmat is lehet lokalisan, a teljes térido—tartomany egy részhalmazan
értelmezni. Ugyanez igaz barmely kozelito eljarasra is. Nem szabad zavart okozzon, hogy
a ® és a ¢p (a pontos és kozelité megoldé—operatorok) a kontextustdl fiiggden két— vagy
haromvaltozos fiiggvények egyarant lehetnek.

De éppen ideje, hogy szelidebb vizekre evezziink.
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2.3. Folytonos fiiggés amitol csak lehet

>FEzt a mérnokok hangsulyozzak, mert nekik mindig meg kell oldani az egyenleteiket, a
matematikusoknak csak ritkdn<.

Visszatériink a 2.6. Tétel elott mar felvazolt kérdéskorhoz. Sokak szerint a most ko-
vetkezo fogalomalkotas a legfontosabb az egész alkalmazott analizisben:

2.19. Definicié A matematikai analizis egy feladata korrekt kitiizésti (well-posed), ha
e wvan megoldasa
e pontosan eqy megolddsa van
e ¢és ez a megoldds folytonosan fiigg a feladat ésszes paraméterétdlt”

— egzisztencia, unicitds, folytonos filiggés.

A legfontosabb korrekt kittizésti feladatokat, feladattipusokat az aldbbi tablazat tar-
talmazza:

A FELADAT NEVE ésa
KORREKT KITUZOTTSEG FELTETELE
Linearis Algebrai Egyenletrendszer
det(A) #0
~ () r=x(y) és (Lokalis) Inverz Fiiggvény Feladat
’ ro=a(yo) | JEC!, flwo)=yo. det(f'(x0)) #0
Fay) = y=y(x) és (Lokalis) Implicit Fiiggvény Feladat
’ w=y(mo) | FECT, Flaoy) =0, det(f)(x0, 1)) £0
i= fta) | 2lt) = 200 (t) ?((;Z(é?;m:arg'l;f‘iagiat( 2(E))})lobauhs véltozata)

FELADAT || MEGOLDAS

Ax =10 xr=A"1b

A linearis algebrai egyenletrendszert leszamitva a masik harom feladat korrekt kitii-
zOttsége mogott a kontrakeids elv, mas néven a Banach féle fizpont—tétel all. (A kovetkezd
harmincvalahany sor szd szerinti atvétel sajat, Parcidlis differencidlegyenletek osszeha-
sonlitd targyaldsban milegyetemi e-book jegyzetembdl.)

2.20. Definicié Legyen (X, d) metrikus tér. Az f: X — X leképezés kontrakcié a 0<g<1
kontrakcids allandoval, ha

d(f(x), f(2)) <q-d(z,z) minden z,T € X esetén.

I"Mi is egy feladat legfontosabb paramétere? Maga a feladat! — ,Mindent kidobtunk mar?” — ,Nem!
Van még tizezer frank aranyban.” Es a stlyos zsdk maris a tengerbe hullott. — ,Mi maradt még kidobni-
val6?” — ,Semmi.” — , De igen ... A gondola!” — Kapaszkodjunk a haléba! Tengerbe a gondolaval!” ... és
a léggdmb, tartds siillyedés utdn, most egyszerre kétezer 1ldb magasba szokkent. (Verne Gyula, Rejtelmes
sziget, 1874)
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Amint azt a § = 2 valasztas mutatja, minden kontrakcié automatikusan folytonos.

2.21. Tétel Egzisztencia, unicitas, iterdcios kozelité modszer konvergenciabecsléssel
Legyen f:X — X kontrakcio az (X, d) teljes metrikus téren (példdul eqy (B, || -] z) Banach
tér zdrt részhalmazdn, amelyet a normabdl szirmaztatott d(x,z) = ||z — || 5 metrikdval
ldtunk el).

Ekkor az x = f(x) egyenletnek pontosan egy, x*—al jelolt megolddsa van, tovdabbd tet-
szbleges xg € X pontbdl indulva, az vxi1 = f(xg), k € N idterdcids sorozat x*~hoz tart,

¢ k
q

d )<

d(xo, xl) R keN (25)
konvergencia—becsléssel.

2.22. Kovetkezmény (A kontrakcids fizponttétel folytatdsa: folytonos fiiggés) Legye-
nek (X, d) teljes metrikus tér, f, f: X — X kontrakciok a g <1 konstanssal, rendre z* és
T* fixpontokkal. Tegyiik fel, hogy

d(f(x), f(x)) <e minden x € X esetén.

FEkkor

[Q)

d *  ~k <_.
(@73 < £

—q
Bizonyitds. A haromszogegyenlotlenséget, majd a kontrakcié definicigjat alkalmazva

d(a*, &%) = d(f(z"), f(&") < d(f(z"), f(Z)+d(f(z), f(27))
= d(z",7") <q-d(z",T")+e¢,

amelybdl az egyszerii atrendezés és d(z*, T*) atosztas utani kifejezése pontosan azt adja,
amit bizonyitani akartunk. Q.E.D.*® O]

A parcialis differencidlegyenletek fajdalmasan hidnyoznak a fenti tablazatbol. A par-
cialis egyenletek korében csak bizonyos feladattipusoknak (linedris elliptikus, linearis

18 A matematikusok nagyon biiszkék erre a hirom betiire: quod erat demonstrandum, sz6 szerint ,ami
bizonyitandé volt”. Nagy kéar, hogy a régi Miegyetemen hasznalatos Q.E.F. és Q.E.I. — quod erat
faciendum és quod erat inveniendum (facere = tenni, csindlni — venire = jonni — invencid) — roéviditések
kimentek a divatbdl. Mintha a klasszikus okossag egyediill a ,valamit bebizonyitani” képessége lenne.
Figyelemreméltd, hogy a német markansan megkiilonbozteti az elméleti wissen tudast és a gyakorlati
konnen képességet: a magyar forditds mindkét esetben a ,tudni”. Arisztotelész szerint ami az elmélet
theoria és a gyakorlat praxis kozott van, az koltészet poesis (Vittorio Hossle, Praktische Philosophie in
der modernen Welt, C.H.Beck Verlag, Miinchen 1992). Gyényoriien mondja az angol, clever with his/her
fingers. A matematikus mestersége is — ugyanigy mint az asztalosé, az esztergdlyosé, a viragkotéé vagy
a gyogytornaszé — jelentds részben kéziigyesség dolga.
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parabolikus, linedris hiperbolikus) van &tfogé elmélete. A nemlinedris parcidlis egyen-
letek korében szinte mar az egyes példaosztalyoknak is kiilon elméletiik van, amelyekhez
— altaldnos elvek ide vagy oda — maés és mads, specialis numerikus megoldasi mod-
szerek tartoznak. A korrekt kitlizottség sokféleképpen teljesiilhet, leginkabb Lo jellegli
fiiggvényterekben. Szerencsére sokszor elegendd csak specidlis megolddsokat (utazé hul-
lamok, radidlisan szimmetrikus megoldasok etc.) keresniink. A nem-matematikai vagy
nem—teljesen matematikai intuicié alapvetd fontossagu. A természet meg szokta oldani a
sajat egyenleteit.

A 2.3. Példa elott emlitett Peano féle egyisztenciatétel szokdsos bizonyitdsa azt is
kiadja, hogy kozonséges differencidlegyenletek esetében a ,folytonos fliggés” mar az ,eg-
zisztencia plusz unicitas” tulajdonsagbdl is kovetkezik.

2.23. Megjegyzés Idorol idére mérnokként is, matematikusként is taldlkozunk nem-—
korrekt kitiizést feladatokkal. Ezek fontos feladatok, de itt és most nem foglalkozunk veliik.

A kiindulési helyzetet nem tudjuk sem pontosan mérni, sem pontosan beallitani.
A legtobb esetben magat a megoldand6 egyenletet sem ismerjiikk pontosan, hiszen a
benne szereplé konstansok is mérésbdl szarmaznak. Fontos tehat, hogy kozeli egyenletek
megoldasa (véges id6 alatt) kozel maradjon és az is, hogy konkrét becslést tudjunk adni
erre a kozelségre.

Differencidlegyenletekrdl 1évén sz6, a valddi f fliiggvény és a valddi xy kezdeti allapot
helyett pusztan azok g és y, kozelitéseit tudjuk meghatdrozni. Ugyanakkor tisztdban
vagyunk azzal, hogy a mérések soran legfeljebb mekkora hibat kévethettiink el.

2.24. Tétel Tekintsiik az

= f(t, ) } ) j=g(ty) }

és az
z(to) = xo y(to) = o
kezdetiérték—feladatokat, ahol az f a g figguények eleget tesznek a 2.1. Tétel feltételeinek.
A megolddsok legyenek x(t) = x4y 20 (t) €5 Y(t) = Yrg 0 (£)-
Legyenek A, T, e >0 olyan dllanddk, amelyekre
lzo —yo| <A,

1f(t,2)—g(t,2)| <e Vte[to,to+T] V2R,

Ekkor
lz(t) —y(t)| < (A+eT)e!” Vi e to, to+T).

Bizonyitds. A bizonyitas szellemes, ugyanakkor viszonylag egyszerii szamolas. Az

/ab 1(s)ds = h(b)—h(a) < d% (/ath(s)ds) = h(t)
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Newton—Leibniz formula alapjan a differencialegyenletekrdl integralegyenletekre attérve:

o(t) =0+ [, f(s,2(s))ds |
y(t)=yo+ [} 9(s,y(s))ds

z(t) —y(t) =:vo—yo+/ (f(s,2(s)) = f(s,9(s)) + f(s5,9(5)) —9(s,9(s))) ds,

to
majd ebbdl (2.1) és a mésik két feltételi egyenlotlenségek felhasznaldsaval

() — (1) < A+ / (Llx(s)—y(s)| +€) ds < A+ / () — y(s)|ds +eT

to
adédik. Bevezetve a p(t) = |z(t) —y(t)|, t € [to, to+T] jelolést, az eddigi végeredmény:
¢
p(t) < A+5T+L/ p(s)ds. (2.6)
to

Most jon az igazi otlet. Atosztva a jobb oldallal, majd %—el bovitve azt latjuk, hogy a
bal oldalon a szamlaléban a nevez6 derivaltja all:

1 Lp(t) <1
- <1.
L A+eT+L [, p(s)ds

Felidézve az | %' =In(h) (ha h>0) azonossdgot és mindkét oldalt ¢ szerint a ty és a to+T
hatarok kozott integralva kapjuk, hogy
to+T to+T
< / 1t
to

1 t
—In <A+€T+L/ p(s)ds)
L to to

lln A—l—eT—i—LﬁZOJer(s)ds g
L A+eT -

=

to+T
& A+5T+L/ p(s)ds < (A+eT)elT.

to
Most tjra lefrjuk a mér bizonyitott (2.6) egyenl6tlenséget

lz(t) —y(t)] < p(t) < A+5T+L/t p(s)ds,

to

amelynek jobb oldaldn az integralas fels6 hatérat (p(s) > 0 miatt) t-r6l to+T-ra novel-
hetjiik. Csodak csodaja, igy pontosan az eggyel korabbi egyenlétlenség bal oldala adédik.
Tehat

to+T
lx(t) —y(t)| < A+8T—|—L/ p(s)ds < (A+eT)er Vi€ [to, to+T],
to

amit bizonyitani akartunk. O
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2.25. Megjegyzés A bizonyitds mdadsodik részét ondllo kijelentés formdjaban is meg
szoktak fogalmazni. Ez a nevezetes Gronwall Lemma:

0<p(t) < C’+L/t p(s)ds Yte[0,T] = p(t)<Ce™ Vtelo,T]. (2.7)

It T >0, p:[0,T] — [0,T] folytonos figguény, C, L >0 pedig konstansok.

A teljes dltaldnossag szintjén az el6zé Tételben igazolt egyenlétlenség érdemben nem
javithaté. (Ugyanez igaz a Gronwall lemmara is.)

2.26. Példa Tekintsiik az &= Lz, xo=0 és az y= Ly, yo = A kezdetiérték—feladatokat.
Ekkor x(t) =0 és y(t) = Ael (valamint ty=0, e =0).

Hasonloképpen, tekintsiik az £ =0, xg=0 €és az y=¢, yo=A kezdetiérték—feladatokat.
Ekkor z(t) =0 és y(t) = A+et (valamint to =0, L=0).

Most attériink az ugyanabbdl a kezdeti értékbol inditott pontos és diszkretizalt meg-
oldas kozelségének vizsgalatara.

Az egyszeriliség kedvéért mostantol kezdve az &= f(x) autoném esetre szoritkozunk, de
rogton az altalanos p—edrendii egylépéses modszerekkel kezdiink. Tovabbra is feltessziik,
hogy az f fliggvény eleget tesz a (2.3) vagy legaldbb a (2.1) egyenl6tlenségnek.

2.27. Definicié Legyen p > 0 egész szdm és hg > 0. A ¢ : [0, ho] x R — R? [eképezés
p—edrendil egylépéses diszkretizaciés operator az & = f(x) egyenletre, ha alkalmas K =
= K(f) > 0 konstanssal

|®(h, x) —¢(h,z)| < KhPT' VYh €0, hy] Vo € R?.
A diszkretizdacios operdtor iterdldsa a modszer maga:
zp =" (h,m) & appi=o¢(h,ax), k=012,....

Természetesen azzal a feltevéssel éliink, hogy az f fligguény x korili lokdlis viselkedése és
a h lépéskiz ismeretében ¢(h,x) ténylegesen és hatékonyan kiszdmithatd.

Az elsérendit médszereket leszamitva a szamitogép a diszkretizalt megoldést ténylege-
sen meghatarozo véges xg, r1, ..., Ty pontsorozatot nem toréttvonallal, hanem egymas-
hoz siméan csatlakozé polinomdarabkakbdl allo in. Bézier—spline—okkal kapcsolja Gssze:
igy a szamitégép képernydjén egy, a pontos megoldast (reményeink szerint jol) kozelito
gorbe jelenik meg.

Fels6 becslés a kozelités hibdjara N 1épés utan:
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2.28. Tétel Tetszileges p—edrendii eqylépéses mddszerre, a [0, T intervallumot N egyen-

16 részre osztva, a h = % vdlasztassal:

K
|gbk(h,x)—cl>(kh,x)|§fe”hp Vhe(0,h] VeeR?, k=01,...,N.

Itt L a (2.3) egyenlétlenségbeli € dllanddt is jelolheti, amennyiben ez utébbi is nagyobb
mant nulla.

Bizonyitds. Jelolje Hy = |z — ®(kh, x¢)| a kozelité és a pontos megoldas hibajat k 1épés
utdn. A ’legyez6—dbra’ indukcids wglobdlis hiba a (k+1)—ik lépés utdn” <
Jokdlis hiba a (k+1)—ik lépésben” + ,a k—adik globdlis hiba felnagyitdddsa h idd alatt”
elve szerint, a hdromszog— majd a (2.4) egyenlétlenséget hasznalva:

Hypr = |21 = (K +1)h, w0)| < [xrp1 — B(hy wp) |+ (h, k) — S((k+1)h, 20)]

= |p(h, zx) = (h, ) | +|®(h, 1) — D(h, D(kh, m0))| < KW'+ ey, — D(kh, 20)]
azaz Hy, 1 < KhPT! el H,. Kaptunk tehdt egy rekurziét a hibdra:

Hyn<aHp+p, k=0,1,...,N ahol Hy=0, a=e" g=Kh

Ez ugyanaz az el6iras, mint ami a véges mértani sor 0sszegét definialja. Ezért

aV—1  eLNh_1
H, < Hy < = Khrtt
b= TN = a—lﬁ elh 1
LNh
K
Hy, < < KWt < DelThe 01, N.
L+Lh+5(Lh)" +---—1 L ]

Osszefoglaljuk a lényeget. A kozonséges differencidlegyenletek pontos megolddsa —
amennyiben véges hosszisagu iddintervallumra vonatkozik — a kezdeti kicsiny mérési
hibdkat nem tudja tulsdgosan felnveszteni. Ugyanez igaz (amennyiben a diszkretizécids
lépéskozt elegendéen kicsinynek valaszthatjuk) a numerikus—kozelité megoldasokra is.
A hibanovekedés altalaban az id6 exponencidlis fiiggvénye. A digitalis szamitégépekben
elkeriilhetetlen szamébrazolasi és kerekitési hibak kiilon megfontoldsokat igényelnek.
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2.4. Kozonséges differencialegyenletek diszkretizacioi

Talan meglepo, hogy a diszkretizaciok részletes targyalasat egy szélsoérték—feladattal
kezdjiik. Legyen a feladat

F(z) -»min ahol F:R?* =R adott C? fiiggvény.
A globalis minimum létezését az
F(x) 00 ha |z| = o0 (2.8)

feltétellel szokas garantdlni.
Mintha egy feliiletre esne az esO, kovessiik a legordiilé cseppek tutjat, azaz vizsgaljuk
az,
i=—F'(z) masjeldléssel az @ = —(gradF(z))" |, zeR? (2.9)

differencidlegyenletet, egy x(0)=x kezdeti feltétellel. Mivel lokélisan igy mindig a legeré-
sebb lejtés irdnyaba megyiink, azt reméljiik, aszimptotikusan minimumhelyhez jutunk.
Ha a (2.9) egyenletre az explicit Euler mddszert valtozd 1épéskozzel alkalmazzuk, a jol-
ismert gradiens moédszert kapjuk:

T :IO—hOF/(xo), To :l’l—th/<l’1>, S P | :.I‘n—h,nF/(SL’n), Ce
Az egymés utani h,, > 0 1épéskozoket optimumkereséssel, az
fo:Ry =R, h— f,(h)=F(x,—hF' (x,))

egyvaltozos, ,gradiens—menti” f,(h) — min széls6érték—feladatok megolddsa révén kap-
hatjuk meg. Ez az eljards szép lassan a minimumhelyek egyikéhez szokott konvergalni
(Vegyiik észre, hogy a (2.9) egyenletre nézve F' egyuttal Ljapunov fiiggvény is. Ha me-
net kozben torténetesen F'(x,) = 0 adddik valamely n-re, akkor nyeregpontba, vagy
minimumhelyre érkeztiink.) Az igazi — és teljes dltalanossdgban kezelhetetleniil nehéz
— probléméat persze az jelenti, hogyan kezeljiik a lokalis minimumhelyeket: valamiféle
heurisztikdval id6rél idére ki kell kell ugranunk” a lokélis ,,godrokbél”. ! Az abszoltit

19Az elmélet csak az erésen konvex esetre teljes. (Az F : R?Y — R C? fiiggvény erdsen konver, ha az
F"(x) Hesse-métrix minden z € R? esetén pozitiv definit.) Ha a (2.8) feltétel is teljesiil, akkor egyetlen
minimumbhely 1étezik, és a gradiens—mddszer konvergens. A részletes elemzés azonban kimutatja, hogy a
v, ER? igynevezett keresési irdnyok abszolit természetesnek t{ing v, =—F'(z,,) vélasztédsa Gsszességében
alaposan lelassitja a konvergenciat: a mohdsag megbosszulja magat. Ami be szokott vélni, az a kicsivel
altalanosabb alaku

x1=x9—hovo, Ta =21 —h1v1, ..., Tpny1 =Tp—hpUpn, ...
médszer, ahol a {v,}, sorozat megvalasztisa a hagyomanyos gradiens—mddszer és egy ortogonalizacids

jellegii eljaras kombinaciéja.
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minimumhely meghatarozasa mar a d = 1 esetben is lehet roppant nehéz: ez a helyzet
tobbek kozott Wilkinson? ,,spiky” polinomjainak esetében.

Mindezt azért bocsajtottuk elore, hogy konnyebb legyen elfogadni, miért igényel a
szamitogépes gyakorlat az altaldnos alaku @ = f(z) és @ = f(t, z) differencidlegyenletek
megoldasahoz is hibrid—heurisztikus modszereket. Ha a szamolasok ,¢lesben” mennek,
akkor az alkalmazott diszkretizacios mddszer kivalasztasa erdsen fiigg a feladat tipusatol,
és szinte elengedhetetlen a valtozd 1épéskoz hasznalata. A MATLAB beépitett programjai
is (heurisztikus, ,ha nagy a kanyar, lassits” [azaz vedd kisebbre a 1épéskozt] jellegii lokélis
optimalizaldsi elvek alapjan) automatikusan valtoztatjdk a lépéskozt.

Kevésbé éles szamitasokban elegend6 a diszkretizacié 1épéskozét allandonak venni.
Az egyes mddszereket is allandé 1épéskoz—valasztassal mutatjuk be.

1.) Ezplicit Euler mddszer: (immér tobbedszer)

Az i=f(z), x(0)=zq kezdetiérték—probléméanal maradva az z(t) palyagorbe z(0) pontbeli
érintOegyenese az
2(0)+t(0) =xo+1tf(xo), t€R

paraméteres alakban adhaté meg. Egy kis ideig, mondjuk a t € [0, h] id6intervallumon, a
palyagorbét kozelithetjiik az érintével. Az eljaras a [h,2h] idSintervallumon, most mér a
xr1 = zo+hf(xg) pontbdl indulva, megismételhets. Igy a tp = kh idépontokhoz és az

x(kh) = ®(kh,z9) pontokat kozelité xg és xpi1 = +hf(zr), k=0,1,2,...

rekurziéhoz, pontosabban az {xy = ¢% (o) },_, pontokat sorrendben dsszekotd szakasz-
sorozathoz, az ugynevezett Euler—féle torottvonalhoz jutunk. Az érinté egyenes a palya-
gorbét masodrendben kozeliti, tehat a lokalis hibabecslés minden egyes xj toréspontban

|®(h, 21,) — dg(h, )| < Kh*, ahol a K konstans fiiggetlen a h-tél és az x;-tdl.

A lokélis hibdk egyiittes felnagyitédasa (error amplification) a 2.28. Tétel bizonyitdsdban
leirt egyszerii linedris rekurzid szerint torténik. A [0, 7] intervallumot N egyenld részre
osztva (a h = L lépéskoz—valasztéssal) a globdlis hiba e“"h nagysdgrendii (dltaldnos
p—edrendfi eljarasnal pedig e hP).

Az eljards h— 0 melletti konvergencigjét legegyszer(ibb az t=x, x(0)=1 kezdetiérték—
feladaton bemutatni. A [0, 7] intervallumot ismételten N egyenlé részre osztva, tehat a
h = ]Zv valasztassal

2o=1, 1y =1+h, 2= (1+h)+h(1+h), ..., ax=(1+h)" e’ N0

esetén, ami az x(t) = e’ pontos megoldas T'= Nh-ban felvett értéke.
2.) Implicit Euler médszer: (rekurziv és operdtoros alakban is)

208peaking for myself I regard it as the most traumatic experience in my career as a numerical analyst.
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2.29. Definicié Az @ = f(z), x(0) = x¢ kezdetiérték—feladat h € (0, ho] lépéskozzel vett
implicit Euler kozelitd megolddsa az

xk+1:xk+hf(xk+l> ) k:())]-?

rekurzio daltal meghatdrozott xo—x1—xo— ... torottvonal. Implicit Euler médszer alatt
magdt az X = x+hf(X) formula dltal meghatdrozott X = ¢;(h,x) eljardst értjik. Az
explicit Euler maodszerhez hasonloan az implicit Fuler mddszer is elsorendi, azaz

|®(h, 2p)—¢r(h, 2)| < Kh? | ahol a K konstans fiiggetlen a h-tol és az xp-tol. (2.10)

Az implicit Euler médszer végrehajtdsa az x utdni X toréspont (vagy ha gy tetszik,
az xj utdni xy, 1 toréspont) kiszdmitasat igényli. Az X =x+h f(X) egyenletbdl X helyett
ténylegesen csak az

X():ZL', Xlz.flf—f-hf(Xo), X2:$+hf<X1), e Xn+1:$+hf(Xn>,
iteracio—sorozat értékeit tudjuk meghatarozni. Szerencsére az Xo, Xy, Xo, ... sorozat az
| X,, — é1(h,7)| <const-h"t' | n=0,12,... (2.11)

hibabecsléssel konvergdl az X =x+hf(X) egyenlet X =¢;(h, z) pontos megoldasahoz, igy
az r utani X toréspont ¢;(h, z) helyett egyszertien X5—nek vehetd, és az absztrakt (2.10)
egyenlotlenség helyett a lényegében ugyanolyan jé, de méar a tényleges szamolasokra
érvényes

|®(h,2) — X5| < |®(h, ) — ¢r(h, x)| +|dr(h, ) — X5| < Kh*+const - h°
egyenlotlenséget kapjuk.

2.30. Megjegyzés A MOGOTTES MATEMATIKA A KONTRAKCIOS ELV

Az implicit Euler mddszer definicidja csak akkor lehet értelmes, ha az X =+ hf(X)
egyenlet (elegendden kicsiny h esetén) az X ismeretlenre megoldhatd, éspedig egyértel-
mien oldhatd meg. Ez valdban igy van, sét 0 < h < 1 esetén az X = x+hf(X) egyenlet
jobb oldala az R téren kontrakciét hatdroz meg: a

K=Kn, : R*"=R* X —>az+hf(X)
leképezés kontrakcid, hiszen a Lipschitz feltétel miatt igaz ra az

IK(X)—KX)|=h|f(X)—f(X)|<RLIX - X| ¥V he(0,h] VX, XeR
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1 P . P
5T Vdlasztds esetén,).
vonatkozo dltaldnos

egyenldtlenség, ahol hL=q<1 (elegendden kicsiny ho példaul a ho=
A (2.11) hibabecslés a kontraktiv leképezések fizpont—iterdcidira®
(2.5) konvergencia—becslés kivetkezménye, amely most az

n

X1 — X7| < yXI—XOqu L n=012,...
—(q

alakot 6lti, az X* = ¢;(h, X), | X1 — Xo| < Kh? szereposztdssal.

Mindaz, amit az implicit Euler mdédszerrél elmondtunk, ugyantgy érvényes impli-
cit Runge-Kutta modszerekre is: a mogottes matematika a kontrakcids fixponttételen
alapul. A b;, i =1,2,...,7 és az a;;, 4,j = 1,2,...,r konstansok megvalasztdsa nehéz
kombinatorikus feladat, amelyben a numerikus integralas formulai sokat segitenek. A
sokezer Runge-Kutta mddszer koziil mindossze egy—két tucatot hasznalunk, amelyek a
célfeladatok kvantitativ és kvalitativ tulajdonsdgaihoz vannak hozzaillesztve.

3.) Runge-Kutta mddszercsaldd: (a 2.27. Definicié mintéjara)

2.31. Definicié Az i = f(z), x(0) =z kezdetiérték—feladat h € (0, ho| lépéskizzel vett r
alapponti p—edrendii Runge—Kutta diszkretizaciés operdtora minden olyan ¢ry : [0, ho| X
xR v — X = ¢r(h,x) leképezés, amelyre az f fiigguénytdl és magdtdl a médszertdl is
fiiggé K = K(f) > 0 konstanssal teljesiil az

|®(h, z) — dr(h,x)| < KRP™ VYh€[0,ho] ¥V v € R

eqyenlitlenség, s amelyet az

X:x—i-thizi ., ahol z=f <I—|—h2aijzj> ,1=12...r
j=1

i=1

dsszefiiggések szerint a b, 1=1,2,...,1 és az a;;, i,j=1,2,...,r alkalmasan meguvdlasztott
valds szdmok hatdroznak meg. A Runge—Kutta modszercsaldd a hétkoznapi gyakorlatban
haszndlt egylépéses modszerek szinte mindegyikét tartalmazza.

Egy Runge—Kutta mddszer pontosan akkor explicit* ha a;;=0V j>1i,4,7=1,2,...,r.

21B4rhonnan is inditjuk az X, 11 = K(X,,), n=0,1,2,... iterdciét, az a (teljes metrikus téren értel-
mezett) K kontraktiv leképezés egyetlen, X *—al jelolt fixpontjdhoz, az X = K(X) egyenlet egyetlen X*
megoldasahoz konvergél.

22az elnevezés arra utal, hogy a (21, 2, . .., 2,) vektor a koordindtdnkénti természetes sorrendben az
-
z=flxz+h E ai;jzi |, i=12,...,7
Jj=1

egyenletrendszer éltal explicite meghatdrozott. Az 4ltaldnos esetben ezt az egyenletrendszert (amelynek
jobb oldala 0 < h < 1 esetén az R™ = R? x R? x ... x R? (r-tényezés) szorzattéren kontrakciét hatéroz
meg) az implicit Euler mdédszer mintéjdra iterdcidval kell megoldanunk
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2.32. Példa A.) Mindkét Euler mddszer (specidlisan vdlasztott) elsérendii Runge—
Kutta modszer.

B.) Az X =xz+h(0f(z)+(1—-0)f(X)) = ¢a(h,z) formula dltal meghatdrozott

mddszer a 0 = L esetben mdsodrendt, minden mds esetben elsérendi. (Feltessziik, hogy

2
0<60<1.)
A bizonyitds roppant tanulsdgos, és rdvildgit a magasabbrendi mdodszerek titkdra.

(I)(va) =, (I);l(h, JJ) - f((I)(h,l‘)) = @Z(O,IL’) - f(l’)7

A 2.27. Definicio egy legaldbb p—edrendii modszertdl pontosan azt kiveteli meg, hogy

®(0,2) = ¢(0,z) , B)(0,2)=¢,(0,z), ..., ®P(0,2) =" (0,2) V z R

legyen : mindez a Taylor polinomok egyiitthatdi dsszehasonlitasanak kovetkezménye (amely
p fligguényében exponencidlisan novekvd szamai és tipusu osszeadando pdronkénti eqyezé-
sét igényli — az dsszes Runge—Kutta modszer meghatdrozisdihoz kombinatorikus robba-
nason kellene dtvergddniink: ennek megfeleloen nagy p—kre csak néhdany specidlis Runge—
Kutta csaladot ismeriink.)

A pontos megoldds h szerinti nulladik, elsé, és mdsodik derivdltjat a (0,z) pontban
szerencsére konnyt volt kiszdmitanunk. Ugyanezt tehetjik—tesszik a diszkretizdlt megol-
ddsra is, implicit derivaldsokkal.

¢(h,x) =z +h(0f(2)+(1-0)f(d(h,2))) = ¢(0,2)=u,

S (h,z) = (0f () + (1=0)f((h,2))) +h(1=0)[f'(d(h, x))]¢},(h, x)
= ¢ (0,2)=f(z) & Gpu(h,x) =2(1=0)[f"(¢(h, x))]¢}(h, x)
+h((L=O)[f"(6(h, )] (&), (h, 2), &}, (. ) + [ (& (h, 2))] 7 (. )

= ¢1,0,2)=2(1-0)[f'(x)]f(x) (ahol [| linedris/bilinedris operdtor)

és készen is vagyunk. Mindezek igazak az X = a:—i—hf(Qm—l— (1 —H)X) modszercsalddra is.
Vegyiik észre, hogy 0 =0 az implicit, @ =1 az explicit Euler maodszer.
C.) Leggyakrabban a negyedrendii explicit Runge—Kutta mddszert haszndljuk, ahol
p=r=4=¢s
1 1 1 e
by=by==, bo=by==, agy =aze ==, asgs=1 (a tobbi zérus).
6 3 2
D.) A MATLAB ODE}5 mddszere egy negyed— és egy dtodrendd explicit Runge—
Kutta médszer Dormand—Prince féle (egylépéses, explicit, T-alapponti) kombindcidja.
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Ha az ODEA45 tilontil lassinak bizonyul, akkor a MATLAB almoskoényv szerint ma-
sodikként az ODE15s médszerrel kell megprobélkozni. Az ODE15s vdltozo rendi tobb-
lépéses modszer (amikor is a soronkovetkezd x,.1 (n=0,1,2,...) értéket az m — ahol
1 <m <5 — szadmu kordbbi z,, T, 1, ..., Tpi1_m értékbol (n+1—m >0) az

Tn+41 + am,mflmn + am,m72xnfl +...+ &m,1$n+27m + am,Oanrlfm = hbm,mf(xn+1>

implicit Osszefiiggés alapjan kell meghatérozni (backward difference formulas — m =1,
a;o=—1, by 1 =1 esetén az implicit Euler mddszert kapjuk vissza)), amelynek belsé inter-
polécids és extrapolacios heurisztikdir nem nyilvinosak és az sem kizart, hogy idoérdl idore
finomitjak Sket. Vildgos, hogy éllandé h 1épéskoz esetén x,41 a ®((n+1)h,xo) értékét
kozeliti. Ha a 1épéskozok rendre hy, k=1,2, ..., akkor x,.1 a ®(h1+...+h,i1, 7o) értékét
kozeliti. Az ODE15s modszerrel ellentétben az ODE45 mddszer nyilvinos forrdskodi.

Egyelore nem értjiik, mi sziikség van nem—explicit modszerekre? A kérdés logikus,
hiszen az érintoegyenes—darabka altal meghatarozott explicit Euler mddszer helyett ve-
hetnénk az érintéparabola—darabka altal meghatarozott altalanosabb maddszert is, amely
természetesen masodrendi médszer etc. ad infinitum.

A vélasz az, hogy mar az explicit Euler médszer sem mindig szerencsés vélasztas —
létezik olyan, egészen gyakorlatias szempont, amely az implicit Euler médszert az explicit
Euler médszer f6lé rendeli. Az implicit Euler moédszer elonye az, hogy — ellentétben az
explicit Euler médszerrel — aszimptotikusan stabil egyenstlyi helyzetek kézelében még
nagy lépéskoz esetén is jol viselkedik.

2.33. Megjegyzés DISZKRETIZACIO STABIL EGYENSULYI HELYZETEK KORNYEZETE-
BEN NAGY LEPESKOZZEL
Alkalmazzuk mind az explicit, mind az implicit Euler maodszert az

t=—azr és x(0)=z0€R

kezdetiérték—feladatra, ahol a>>1 paraméter. A pontos megoldds x(t) = e~ "xq, és persze
z(t) = 0 ha t — co. Konnyen adddik, hogy n=0,1,2,... esetén

Ty =xo+h(—axe)=(1—ah)zy, ... = x,=9¢%(h,x9)=(1—ah)"xg,
1 1
r1=xo+h(—ax,) & x1= a0 = mn:gf)’}(h,xo):mxo.

Tehdt ¢} (h,xo) — 0 minden h > 0 esetén. Ezzel szemben n — oo mellett ¢ (h, o) — 0
pontosan akkor ha 0 < h < % (tehdat minél nagyobb az a, azaz minél gyorsabban konver-
gal a pontos megoldds a 0-hoz, az explicit Euler mddszer anndl jobban kéveteli meg a
megengedett maximdlis [épéskiz csokkentését(!!)). Ez fehéren—feketén azt jelenti, hogy
az explicit Fuler modszer, mint nem célszeriien sot itt és most helyteleniil megvalasztott
numertkus eljards még roppant kicsiny lépéskoz esetén is — egészen pontosan amikor
1—ah < —1 — egyre névekvd oszcillaciokat okozhat. Es mindezt éppen akkor(!!), amikor
a valodi dinamika aszimptotikus stabilitasa minden korabbindl erosebbé vdlik.
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Magasabb dimenziéban ugyanez a kapcsolat az i=—Ax és x(0) =z €R? kezdetiérték—
feladat pontos és diszkretizalt megoldasai kozott:

O(t, 1) = e Mg &'h(h,xo) = (I —Ah)"xo , ¢} (h,x0) = (I[+Ah) "xq,

és az a szerepét jatszo sajatértékek e Mt (1—N\;R)", (1+h);)".

Szamitégépes implementacidkban (persze ez bedllitds kérdése is) — a MATLAB
osszes ODE kodja ilyen — a 1épéskoz nem éllando, hanem 1épésrdl 1épésre valtozik. Az
adaptiv lépéskioz—szabdlyozas a kivetkezo heurisztikus megfontolason alapul: ,Ha az ak-
tudlisan szamolt megoldas éppen ertsen kezd gorbiilni, akkor az eddigi 1épéskozt felezni,
ha pedig éppen gyengén kezd gorbiilni, akkor duplazni kell. Ha nagyjabdl ugyanigy gor-
biil mint korabban, akkor nem kell valtoztatni rajta.” Az ODE45 esetében a szamolas
maga egy negyedrendii Runge-Kutta maddszerrel torténik, de a gorbiilés aktualis ten-
denciajat egy beagyazott 6todrendii Runge-Kutta mddszer két egymasutani, az el6zd
1épéskoz felével torténo alkalmazésa hatarozza meg.

A 1épéskozt mar csak azért sem szabad mindig kicsinek illetve tulsagosan kicsinek
vélasztani, mert akkor az adott [0, 7] intervallum befutdsédhoz sziikséges 1épések szama
tilontil megnd. Ez pedig a kerekitési és szamdbrazoldsi hibdk ,worst—case” eseteiben®’
(amikor is a + kerekitési hibak mindig ugyanabba az irdnyba rontanak az eredményen)
nagyjabol a lépésszammal, tehat az %fval aranyos megnovekedéséhez vezet. fgy, ismét
csak a ,worst—case” esetben, a 2.28. Tétel alapjan

T
az Osszhiba nagysagrendje a [0, 7] intervallumon < TS +elThp,

ahol 7 a szamabrazoldsi-kerekitési hibak 1épésenkénti maximuma. Ez Scylla és Charybdis
kettds fenyegetése (a hatfejli tengeri szorny és az orvény kozott kell elhajozni: a 1épés-
koz nem lehet sem tul nagy, sem tul kicsi) — pozitiv megfogalmazasban, a ,trade—off”
sziikséges és lehetséges volta.

A szamitogépes gyakorlatban a sokezer Runge-Kutta mdédszerbol egy tucat az, amit
ténylegesen hasznalunk. (Es ugyanannyi tobblépéses mddszert.) A médszer helyes megvé-
lasztasa a célfeladat fiiggvénye. Kis tulzassal azt mondhatjuk, minden egyes feladatnak—
feladattipusnak megvan a sajat numerikus modszere és talan egy szép napon a sajat
szamitégép—architektirdja is meglesz. Vannak olyan Runge-Kutta eljardsok (nem is til-
sdgosan bonyolultak), amelyek a fizika legkiilonfélébb megmaradé mennyiségeit (pld.
impulzus-momentum) legaldbbis elvben pontosan megérzik. Sajnos az energidval nem
ez a helyzet. Olyan mddszer, amelyik csak kicsit is altalanos egyenletosztalyokra ponto-
san megOrizné az energiat, nem létezik.

23 A statisztikai hiba—analizis médszerei az 6sszhiba lényegesen kisebb, de nem garantalt (és csak nagy
valdsziniiséggel igaz) fels§ becsléseihez vezetnek.
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2.5. Arnyékok és szellemek a numerikaban

2.5.1. Elemi példak valédi és hamis periodikus megoldasokra

A most kovetkez6 megfontolasok az 1.4. Példa és az 1.5. Példa folytatasai. Tovabbra is a
d=2 korszimmetrikus esetnél maradva kimutatjuk, hogy kritikus, ,billenékeny” dinamika
esetén a diszkretizacio kicsiny 1épéskozzel sem biztos, hogy jol adja vissza a periodikus
megoldasokat. Mindez a (numerikus) Hopf bifurkédcié fogalmét is el6késziti.

Tekintsiik az

i = pr+y—z(x?+y?) } { 7= pr—r?
. &= . 2.12
y=—a+py—y@®+y°) p=-1 (2.12)

rendszert a sikon, ahol ;€ R paraméter. Az eredeti differencialegyenlet-rendszer a pol-
arkoordinatakra torténo attérésnél két, egymdstol fiiggetlen differencidlegyenletre esik
szét. A megoldasok viselkedése is a polarkoordindtas alakbdl értheté meg, sét maga a
fazisportré is konnyen felrajzolhaté a forgasi szimmetria miatt. Egyediil arra kell figyel-
ni, hogy mi torténik az origétol vett tavolsaggal, azaz az r elGjelével. Ha 7 > 0, akkor az
origotol vett tavolsdg no, ha 7 < 0, akkor csokken.

Mindez akkor is igaz, ha (2.12) helyett a néla altaldénosabb

i =y+af(y/12+y?) r=rf(r)
F—Hyf(JW)} - {<f>=—1 (2.13)

differencidlegyenlet-rendszert vizsgaljuk, ahol f : [0,00) — R folytonos fiiggvény.

Az f(r) =0 egyenlet r = ry > 0 gyokei periodikus palydkat jelentenek — egészen
pontosan azt, hogy az origd centrumu és az ry sugaru korvonal periodikus palya: a
periodikus megoldds paraméteres egyenletrendszere pedig (ha a ¢ty =0 idéponthoz éppen
a korvonalnak az x tengely pozitiv felével valé metszéspontjat rendeljitk hozzd):

p(t) =g x(t) = rocos(t)
p(t)=—t } < { y(t) = —rosin(t).

Az rf(r) =0 egyenlet trividlis ro = 0 gyoke az origénak, mint egyenstlyi helyzetnek felel
meg.

Az f fuggvény rq>0 koriili viselkedése az rq sugart kor mint periodikus péalya vonzasi
és taszitasi tulajdonsagait is meghatarozza:

o= <r<ro = f(r)>0 (& r=rf(r)>0) o
ro<r<rotm = f(r)<0 (& i=rf(r)<0) = vonzas és stabilitas,
ro—nmo<r<ryg = f(r)<0 (& r=rf(r)<0) U
ro<r<rotmo = f(r)>0 (& F=rf(r)>0) = taszitas és instabilitds.
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A teljesség kedvéért vazoljuk a polarkoordinatds alakra valé attérés menetét. A jol-
ismert

x =rcos(p)

. } transzformacios szabélyt az
y=rsin(p)

—~
~+
~—
wn
=
=
S
—~
<~
~
~—

formaban a megoldas, mint egy differencialegyenlet-rendszerbdl adédé paraméteres gorbe
minden pontjara egyszerre alkalmazva,

T=y+af(r) } N { 7 cos(p) —rsin(p) - =rsin(p)+rcos(p) f(r)
y=—x+yf(r) 7sin(p) +1cos(p) - = —rcos(p) +rsin(p) f(r)

adddik. Itt az els6 egyenletet cos(y)—vel, a masodikat sin(p)—vel szorozzuk és a kapott
eredményeket Osszeadjuk. (Ezek a szamolasi 1épések felelnek meg az egyenletrendszer
belsé szimmetridinak is.) Az eredmény 7=rf(r). A p=—1 egyenletet visszahelyettesitéssel
kapjuk.

Most visszatériink az f(r) = u—r? specialis esethez. Az esetszétvalasztasokat tehdt a

pr —r3 =r(pu—r?) kifejezés eléjele hatdrozza meg.

e ha ;1 <0, akkor 7(u—r?) <0 minden r >0 mellett. Az dsszes megoldés t — oo esetén
egymashoz is egyre kozeledve a koordinatarendszer kézéppontjahoz tart: tehat az
origd globalisan aszimptotikusan stabil.

e ha 11 <0, akkor r(p—r?) >0 minden 0 <r=ry=,/u esetén és r(u—r?) <0 minden
T > 1o = /[l esetén: az origd taszit, és az Osszes tobbi megolddst az r(pu—1r?) =0
egyenlet 79 = /1 gyokének megfeleld periodikus palya vonzza.

Most alkalmazzuk az explicit Euler mddszert a (2.12) egyenletre:
_ 2 4,2
(“*1) = (x’“> +h< b = (2 ) > , k=012,...
Yk41 Yk — i+ pyr — Yr(zy + i)

© ()-C)Cinii)

A forgdsi szimmetridnak megfeleléen, direkt kapcsolatot keresiink R? = X2 +Y? és r? =
= 2% +9? kozott. Négyzetre emelés és Osszeadds utan

X24+Y?%= ((1+h,u):v+h(y—xr2))2+ ((1+h,u)y+h(—m—y7“2))2,

R = (1+ hp)QTZ +2h(14+hp)(zy — 22r? —xy— y27"2) + h2(y2 +a%rt 422 +y2r4) ;
R? = (14 hp)*r? —2h(1+hp)r* + h2(r? 4+-1%) (2.14)
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adddik. A (2.12) egyenlet explicit Euler médszer altal indukalt diszkretizalt dinamika-
jdban az R = r egyenlet pontosan olyan szerepet jatszik, mint az ur —r3 = 0 egyenlet a
folytonos ideji dinamikdban. Mivel most R=r < R:=1r2 az

= (L+hp)?*r? —2h(1+ hp)r* + h2(r* +r°)

egyenlet r=ry(h) >0 gyokei a sik invarians koreinek felelnek meg, olyan (origd centrumd,

ro(h) sugari) koroknek, amelyeket a ¢g(h,-): (z) — (if) leképezés valtozatlanul hagy. Az

egyszeriisitések utdn az r? véltozéra a
hr* —2(14 hp)r* +2p+hp? +h =0

mésodfoki egyenletet kapjuk, amelynek gyokei (az (14+a)*=>".", ( ) ¥ la]<1 binomidlis
sorfejtés els6 tagjait is felhasznalva)

1+hptv1—h2  1+hp+(1 —lh2—§h4+...)

(r5 (7)1, =

& (m(h))l:,/%m... és \//H— h+t..

Az els6 gyok olyan, az explicit Euler médszer ¢g(h,-): (y) — ( ) diszkretizacios lépésére
nézve olyan (a végtelen tavoli pontbdl, mint idealizalt egyensiilyi helyzetbél lefiz6d6) in-
varians kornek felel meg, amelyet nem lehet kapcsolatba hozni a (2.12) differencidlegyenlet—
rendszer egyetlen periodikus megolddsaval sem: ez tehat szellem, nem pedig drnyék (hi-
szen csak a szamitogép produkalta, a valésdgban nem létezik: szokés parazita (spurious)
megoldédsnak is nevezni). A mésodik gyok drnyék, hiszen ¢p(h,-) ,//H—%h—k. LRI
sugard invaridns kore ,mogott ott all” a (2.12) differencidlegyenlet-rendszer megold6—
operatordnak egy valosdgosan létezd és amuigy pontosan ,/p sugaru periodikus megol-
dasa. Azt latjuk tehdt, hogy a (2.12) egyenlet numerikus megolddsaban a h 1épéskoz
mint diszkretizacids paraméter Gsszeolvad az eredeti o paraméterrel: a periodikus palya
nem a [t > [t = 0 értékekre jelenik meg, hanem a g > fpumerit,caplEuier = —%h (illetve a
> [namerit impl Buler = %h) értékekre. Ezzel egyiitt a paraméterezett egyenletcsaldd egészé-
nek viselkedése a diszkretizacié soran nem valtozik: az origd a paraméter névekedésével
— egy, a e = 0 paraméterértékhez kozeli (de a numerikus médszer megvalasztasa-
t6l fiigel) pnumeri Paraméterértéknél — elveszti stabilitdsat, a stabilitds egy invaridns
korvonalra tevodik at.

Masodjara a (2.13) egyenletet vizsgaljuk. Az explicit Euler mddszer most (2.14) he-
lyett az

R? = 1?4202 f(r) + R*(r* + 172 f2(r)) (2.15)

osszefiiggésre vezet. Tehdt R=r < hf2(r)+2f(r)+h=0 és f(r),= —1Ev1—h? Vhl—hz Kicsiny
h értékekre ismét a binomidlis sorfejtés szerint (ha a ,szellem”korokre nem vagyunk
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kivéncsiak) az
1
f(r)= —§h+. .

egyenletet kapjuk. Azt reméljiik, hogy az f(r) = 0 egyenlet minden r, megolddsédnak
megfelel az f(r) :—%h egyenlet egy megolddsa, legalabbis ha 0<h<1. Ha f'(rq)#0 (azaz
amikor az f fliggvény grafikonja az ro pontban szog alatt metszi a vizszintes tengelyt),
akkor valéban ez a helyzet. Az eredeti dinamika ilyetén periodikus megoldasainak a
(kicsiny 1épéskozzel) diszkretizalt dinamikédban valéban van ,arnyéka”, egy ro(h) sugari
invaridns kor, amikor is rq(h) kozel van ro—hoz. Ha azonban rq koriil az f fiiggvény f(r)=
= (7“—7“0)2 alaku, akkor az f(r) = —%h egyenletnek nincsen ry-hoz kozeli megoldédsa. A
diszkretizacioban az eredeti dinamika rq sugaru periodikus palyaja egyszeriien elveszett.
Ez kemény. S6t van még rosszabb is. Ha az explicit Euler modszer helyett az implicit
Euler médszerrel diszkretizdlunk®*, akkor a kérdéses rq sugard periodikus palydnak két
kiilsnbéz6 drnycka van, az f(r) = $h egyenlet kettd darab ro-hoz kozeli megolddsdnak
megfelel6 invarians korok.

De azt is kell latnunk, hogy az elveszé/megduplazédé periodikus pélya vonzasi tulaj-
donsagai degeneraltak voltak: beliilr6l vonzott, kifelé taszitott (hiszen r( egy kis kérnye-
zetében i = r(r—19)” > 0 ha 7 # 7.

2.5.2. Kerekitési/szamabrazolasi hibdk: strukturalt kovetkezmény

Azt gondolnd az ember, hogy numerikus hibak mindig zaj jellegliek. Vannak esetek,
amikor ez nem igy van, amikor a szamabrazolési és kerekitési hibak hihetonek tiind, de
teljességgel hamis struktirahoz vezetnek. Koziiliik taldn a leghiresebb az a példa, amelyet
Trefethen balnajaként szoktak emlegetni. A Trefethen bdlna a névekv6 méretii Trefethen
matrixok sajatértékei altal meghatarozott rajzolat a komplex sikon. A Trefethen matrixok
komplex elemi savmaéatrixok, ahol a féatléban csupa zérus all. A nemzérus elemek a {64t
melletti 4-4 mellékatloban helyezkednek el: a f64tl6 feletti négy mellékatléban rendre 1,

24az implicit Euler médszer (2.15) helyett az 72 = R2 —2hR?f(R) +h*(R?+ R%2f?(R))

C1EVIR?

ésigyaz R=r = hf2(r)+2f(r)+h=0 = (f(r), 5

Osszefiiggésekre vezet
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i, 3+2i és —1, a f6atl6 alatti négy mellékatloban pedig rendre 10, 3+1, 4 és ¢ all.

0 1 v 3+20 —1 0 0 0 0 0
10 0 1 ? 3+2 -1 0 0 0 0
3+: 10 0 1 i 3+21 -1 0 0 0
4 347 10 0 1 7 3+21 —1 0 0

{ 4 347 10 0 1 ? 3+2r -1 0

0 ? 4 3+ 10 0 1 ? 3+2¢ -1
0 0 l 4 3+1 10 0 1 ? 3+2i
0 0 0 l 4 3+t 10 0 1 1
0 0 0 0 i 4 3+1 10 0 1
0 0 0 0 0 ? 4 3+1 10 0

A 10 x 10 méretii Tyg Trefethen mdtriz mintéjara a {7T,,}, ., Trefethen métrixok mind-
egyikét konnyt elképzelniink. A szamitégépes MATLAB szimuldciok még tizenot éve
is azt mutattak, hogy a T, métrix sajatértékeinek n pontbdl allé o(T,,) halmaza no-
vekv6 n mellett (elenyészéen kevés szamu zavard sajatértéket leszamitva) egyre jobb és
jobb kozelitéssel egy, az

{z+iyeC| —-10<x <15, —15 <y <15}

téglalap j6 részét koriilhatarold egyszerti zart gorbéhez tartott (praktikusan valamennyi
300 < n < 500 értékre megegyezett vele), amely balnaként gyerekkonyv—illusztracionak
is bevalt volna. A vidam behemdt balrdl jobbra tszott, fejét a vizbol magasan kiemel-
ve, kétagu farokuszonyat éppen csapasra lenditve. Moby Dick lett volna, a Fehér Bélna,
Herman Melville gyerekek szaméra dtirt (hogy a torténetnek jé vége legyen) remekmiivé-
nek lapjairol? A MATLAB legfrissebb valtozata sokat médosult a tizenot évvel
korabbihoz képest. A balna feje még szépen megvan, de a farka mar csokevényes: a
negativ valds részi sajatértékek pontossidgat illetéen nagyobb a a MATLAB er6sodé-
se/javulasa, mint a pozitiv valds részli sajatértékekre.

2.34. Megjegyzés Trefethen bdlndja egydltaldn nem létezik. A sajdtértékek o(T,) hal-
mazainak tényleges — matematikailag bizonyitott — n — oo hatdrhelyzete enyhén gorbi-
tett élekkel sikba-rajzolt,hat csicsponti fa—grdf. A 2.2. Abra (a) és (b) részén a kérdéses
fa—grdf a bdlna stilizdlt csontvdzaként jol megfigyelheto. Jollehet a 2.2. Abra (d) részének
Jegkiilsé”, az n=4000 értékhez tartozd bdlna—rajzolata (amelynek elkészitése hisz percig
tartott) erdsen fiigg a mogdottes sajdatérték—keresd szamitogépes program finom részleteitdl
(belsé tolerancia—bedllitdsok, az egyes vdltozok bit hosszisdga etc.), a virtudlisan létezd
bdalna is bizonyos értelemben stabil. Az absztrakt matematika pontosan meg tudja indo-
kolni a bdalna mint szellem létezését. A részletes indoklas A. Béttcher és B. Silbermann
Introduction to Large Truncated Toeplitz Matrices (Springer, Berlin, 1998) kinyvének
minteqy felét teszi ki.
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2.2. abra. Trefethen balnaja a MATLAB 2013-as verzi6ja szerinti allapotban. A tizenot
évvel ezel6tti Trefethen balna bekeriilt a numerikus csodalények ,,Voros Konyvébe”:
reprodukcidjdhoz a MATLAB tizenot évvel korabbi valtozata sziikséges. Emlékeztetiink
a 2.34. Megjegyzés el6tti bekezdés végére. Az egyes részabrak alairasaban n a megfelel6
Trefethen matrixok rendjét jelenti

A szdmitogép dltal kredlt hamis/parazita (spurious) megoldasok léte mdr a hatvanas
cvekben is komolyan foglalkoztatta a hazai mérnok—kutatokat, jelesen az épitomérniok He-
gediis Istvant és a villamosmérnik Roska Tamdst (és bizonydra mdsokat is). Ha az egyes
valtozok kiilonbozo bit hosszusaguak, akkor  kevesebb a hamis attraktor” — ez az épi-
tészmérnok Domokos Gabor és a matematikus Szasz Domokos eqy viszonylag friss, kozos
eredménye. Erdemes megemliteniink Haller Gyorgy és Stépan Gabor gépészmérnokik eqy
kordbbi dolgozatdt is, a diszkretizdacios kozelitések dltal okozott mikrokdosz témakaérében.
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2.5.3. Intervallumos programozas

A hiba—analizisnek természetesen létezik statisztikai elmélete. Ez a jegyzet nem tér ki a
hibdk sztochasztikus zajként torténo kezelésére, csupan implicit médon ismertet worst—
case tipusu becsléseket, amikor szamitoégéppel segitett bizonyitasokrol beszél. Minden
szamitogépes programnak van olyan valtozata, amely nem pontszerti szamokkal, hanem
intervallumokkal dolgozik. Az intervallumok hatarpontjai a szamitogép elektronikéja al-
tal pontosan reprezentalhaté (diadikus racionalis) szamok. Ha a bemend adatok x € [1,2]
és y € [3,4], akkor az alapmiiveletek eredményei

rell2] ésyel34] =

ahol a % szam az I[EEE szabvany szerinti kifelé kerekitéssel, mint néala picivel nagyobb
diadikus raciondlis szam nyer abrazolast. Az alapmiiveletekhez hasonléan az elemi fiigg-
vényeknek is vannak intervallumos valtozatai: ha [z] C R intervallum, akkor SIN([z])
a

z € [x] = sin(z) € SIN([z]) V =

feltételnek megfelel6 intervallum. Es igy tovabb ... minden, valés szamokkal dolgozd prog-
ramnak létezik intervallumos valtozata. A futési id6 hossza nagyjabol 6tvenszeresére né
meg ezéaltal. Cserébe viszont garantaltan pontos eredményt kapunk, intervallumos for-
maban, a tényleges eredményre biztosan igaz alsé és felso becslésekkel. Az intervallu-
mos programozas a szamitogéppel segitett bizonyitdsok az analizisben (computer—assisted
proofs in analysis) alapmddszere: a kifejlett kdosz létezésének matematikai bizonyitasara
maig sincsen hatékonyabb mddszer ennél. (Léteznek olyan globalis bifurkacik, amelyek
hirtelen, ugrasszertien vezetnek kaoszhoz: a Chua—kor matematikai modelljének kaoti-
kussagat ezekre a  kdoszba taszité” paraméterekre igy bizonyitottak.) A szokasos kdosz—
indikdtorok pld. a Apjq, maximadlis Ljapunov-exponens pozitiv volta a konkrét esetekben
csak valdszinfisiteni tudja a kdosz létezését.>

Szamitogéppel segitett bizonyitasok természetesen az algebraban és a kombinatori-
kédban (példaul a négyszinsejtésre adott Appel-Haken bizonyitds) is léteznek. Ezek a
bizonyitasok az egész értékil programozas és szamabrazolas keretén beliill maradnak.

25Ha egy feladat (nem egész tipusi szamokkal torténd) szamitégépi szdmitdsokat igényel, akkor a teljes
matematikai szigorusaghoz az 6sszhiba worst—case analizisére van sziikség: az intervallumos programozas
ezt a feladatot is a szamitégépre bizza. Szamos mérnoki feladat is van, amelyben a lehetséges maximalis
hiba nagysdgat pontosan kell ismerni: repiilégépgydrtds (R.E. Moore, aki az elsd intervallumos programot
irta, a Boeing gyar mérncke volt — nem tévesztendd 6ssze G.E. Moore-ral, aki az Intel alapitéinak
egyike, és akir6l a Moore torvényt elnevezték), atomenergetikai ipar, petrolkémiai ipar — a kiilénésen
veszélyes tlizemek és gyartmanyok vilaga.
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Ebben a tag tsszefiiggésrendszerben szeretnénk megemliteni az NP—teljes optimaliza-
ciés algoritmusok valdszinliségszamitasi elméletét, ahol a tipikus eredmény a kévetkezo:
az n kiinduldsi adatmennyiség (valamilyen eloszlds szerinti) 100 — e szdzalékaban az al-
goritmus ps.(n) (polinom) lépésben a § hibahatdrral eléri az optimumot. Azt azonban,
hogy egy konkrét kiinduldsi adat—n—esre az algoritmus hogyan viselkedik (adott esetben
exponencidlisan hosszi is lehet), azt altaldban nem tudhatjuk. A linedris programozés
szimplex algoritmusaval ugyanez a helyzet.

A nagyméretii, konkrét feladatok jol bevisznek minket a malnasba.

2.5.4. Jéslasi idohorizont és Ljapunov exponens

Ha a Apjo Ljapunov exponens pozitiv, akkor az # = f(z) differencidlegyenlet kozeli
trajektéridi — nemcsak a (2.4) fels6 becslésben, hanem a valésdgban is — egymaéstol
exponencialis gyorsasaggal tavolodhatnak. Mindez a kiindulasi adatok A > 0 hibajanal
sokkal jobban korlatozza kiszamithatosagot. Ha a [0, T idSintervallum 7' > 0 végpontja-
ban legfeljebb ¢ > 0 hibat engediink meg, akkor a
1 | <5>
n —
ALjap A

Osszefiiggésnél jobbat nem kaphatunk. Ez a josldsi tdohorizont, amin til minden szimu-
laciés eredmény jo eséllyel mar csak szellem.

Ha példaul — Strogatz példaja a Nonlinear dynamics and chaos (Perseus Books,
Cambridge, MA) kényvbél — e = 1073 és A = 1077, akkor T ~ #japélln(lO). Ha most
a kezdeti értékeket valami csoda folytdn A = 1077 helyett A = 10~!3 hib4val sikeriil
meghataroznunk, akkor 7' =~ )\Liw 10In(10). A Ljapunov exponens tényleges értéke ide
vagy oda, azt latjuk, hogy a kezdeti allapotra vonatkozé mérési hibahatar egymilliomod—
részre torténd, 1077 — 10713 megvaltoztatsa a jéslasi idShorizontot mindossze két és
félszeresére noveli.

Tobbek kozott ezért lehetetlen, hogy a varhaté idéjarast 4-5 napnal hosszabb tév-
latban valaha is (beldthaté id6n beliil) nagy biztonsaggal meg lehessen jésolni.

AertinT n e = Tx

2.5.5. Az arnyékolasi (shadowing) lemma

Az eddigi dvatossagra inté megjegyzések utdn most egy megnyugtatd eredményt ismer-
tetiink.

Legyen () # M C R? a 2.43. Definicié szerinti kompakt attraktora az i = f(x) diffe-
rencidlegyenletnek, A(M) vonzasi tartomannyal. Tegyiik fel tovabba, hogy az M halmaz
tisztességesen kaotikus — a maximalis Ljapunov exponens fogalmat is ebben a kontex-
tusban vezettiik be.
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Legyen xg az A(M) egy tetszoleges, szamitdgépiink aritmetikdjdban abrdzolhaté pont-
ja, és tekintsiink azt az R%beli g, T1,T2,... pontsorozatot, amelyet a szamitégép az
T = f(z), x(0) =x¢ kezdetiérték—probléma kozelité megoldasaként produkél. Az alkalma-
zott ¢ diszkretizaciés modszer a szamitogépen adaptiv 1épéskoz—szabalyozassal fut, mi
csak a maximalis hgy 1épéskozt irhatjuk el6. Amit ténylegesen kapunk, az az T¢ = xy,

Tpy1 = o(p, hgt1,Tg) pontsorozat , k=0,12,...

ahol u a szdmdabrézolas aktudlis pontossiaga (working precision), hq, ho, ... pedig a 1épés-
kozok sorozata.

Ekkor igaz a kovetkez6 éllitas (amelyet csak azért nem fogalmazunk meg tételként,
mert a tisztességes kaotikussdg feltételeit abszolut biztonsdggal szinte soha nem lehet
ellenérizni) : Tetszélegesen adott € > 0 esetén van olyan p* > 0, h* > 0 és olyan z* € RY,
tovabba olyan 0=ty <t; <ty <... idopont—sorozat, hogy 0 < pu <pu* és 0 <hg <h* mellett

tk<tk+1<tk+2h0 és \:Ek—<b(tk,x*)|<€, kIO,l,Z,....

Nem a szemiink képrazik, valoban ez a helyzet. A szamitégép olyan kozelito megoldést
produkal, amely elére adott € > 0 hibaval megegyezik egy valddi, pontos megoldassal.
Csakhogy ez a val6di, pontos megoldds nem az x(0) =z kezdeti értékbdl indul ki, hanem
egy ahhoz kozeli * kezdeti értékbol, amely mentén — éppen gy, mint a topologikus ek-
vivalencia fogalmat bevezetd 2.63. Definicioban — az idot at kell paraméterezni. Vildgos
médon t; (k>0) és 3% h; a pontos, illetve a kozelité dinamikéban eltelt id6t mérik. A tel-
jes eredmény azt jelenti, hogy a tisztességesen kaotikus esetben minden egyes konkrétan
kiszamolt trajektéria arnyék, nem pedig szellem.

Mindez arra utal, hogy a kdosznak vannak szamunkra el6ny6s, a gyakorlatban fel-
hasznalhaté tulajdonsagai is. Koziiliik az tigynevezett kdosz kontroll lehetosége a legfon-
tosabb. Pontosan a kezdeti feltételektol valé érzékeny fiiggés miatt (és mert a periodikus
megoldédsok egy tisztességes kaotikus attraktoron beliil stirti halmazt alkotnak) van méd
arra, hogy leheletfinom, adaptiv, a dinamikat nem—autonémma tevé beavatkozasokkal a
rendszert kivezessiik a kdoszbol és egy szamunkra sokkal kedvez6bb periodikus allapotba
vigyiik. Az eljaras jol bevalt a Naprendszer tavoli bolygdi felé kiildott tirszondak iranyi-
tasaban, s egy szép napon valdszintileg a szivritmus—szabalyozé késziilékek miikodésében
is — a biolégia altal engedett hatarokon beliil — teljes biztonsaggal lesz hasznalhato.
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2.6. A dinamika Bolzano—Weierstrass tipusu tételei

Az ebben az az alfejezetben felsorolt fogalmak és tételek stirtisége elsé pillantasra ugyan-
csak bosszant6. 1dot kell rajuk szanni, le kell rajzolni 6ket. Megéri!!

A fazisportré—elemzés, a nem— vagy nem-teljesen lokdalis fazisportré meghatdrozas
alapvet6 szempontjairdl van szo.

Kivétel nélkiil minden egyes itt kovetkezo tétel mogott tettenérhetok Bolzano és Wei-
erstrass tételei, valamint a determindns mint elojeles térfogat megfeleltetés, amelyekre
— ha meghitt viszonyban nem is vagyunk velilk — mégiscsak illik emlékeznie kinek—
kinek, sajat képességei is elszantsdga szerint. A sorozatokrol szélo Bolzano és Weier-
strass tételekben az indexeket most az id6 mildsa definidlja (a torlédasi pontok hal-
mazanak az omega—hatarhalmaz fogalma felel meg: a korlatos mozgasoknak kell hogy
célhalmazuk legyen!), a folytonos fliggvényekrol szélé Bolzano és Weierstrass tételeket
pedig most az id6 fiiggvényeiként meghatarozott trajektoridkra kell alkalmazni vagy ma-
gara a megold6-operdtorra (egyszerre tobb trajektoéridra, trajektéridk egész csalddjé-
ra). A stabilitds és a vonzds a végtelen tdvoli idépontban értelmezett folytonossagi és
konvergencia—tulajdonsdgok. A csapdahalmazrdl szolé tétel 6seként — sikeriil felismer-
niink benne a Cantor féle metszettételt?

A Brouwer féle fixpontétellel mas a helyzet: jollehet végso elemzésben ez is Bolzano
tipust tétel’®, de mds, kombinatorikus és algebrai forrdsai is vannak és Osszességében
legalabb egy emelettel nehezebb, mint az alfejezet tobbi tétele.

2.35. Definicié Az xo € RY pont egyenstlyi helyzete az & = f(x) autoném differencidl-
egyenletnek, ha f(xo) =0. Az egyensilyi helyzet kifejezést haszndljuk a ® : R x RY — R4
megoldé—operdtorra, sét tetszdleges folytonos idejli dinamikdra nézve is. Az (X,d) met-
rikus tér eqy xo pontja a  : R x X — X folytonos idejii dinamikus rendszer egyensulyi
helyzete, ha ®(t,z9) = xg minden t € R esetén. Ha az idd diszkrét, akkor az egyensi-
lyi helyzet kifejezés nem haszndlatos. Helyette azt mondjuk, hogy v* € X az F: X — X
leképezés fixpontja, ha x* = F(z*).

2.36. Definicio A periodikus pont elnevezést egyszerre haszndljuk folytonos és diszkrét
ideji dinamikus rendszerek esetén. A py € X pont periodikus pontja a & : Tx X — X
dinamikus rendszernek és 7 € T, 79 > 0 a minimalis periédus ideje, ha ®(79,po) = po
és minden T € T, 0 <71 < 1y esetén ®(7,pg) # po. A minimdlis periddus egész szami
tobbszorosei maguk is periodusidék. A periodikus ponton dtmend trajektoria alatt a

I={®(t,po) e X [teT}={P(t,p) e X [t€T, 0<t<T7o}

halmazt értyiik, amelynek révid neve periodikus palya. Periodikus pdlya minden pontja
maga is periodikus pont. Ha X = R? és a dinamikus rendszer az i = f(x) autondm

26¢rtelmezhetd az intervallum folytonos képe intervallum” és az ,Osszefiiggd halmaz folytonos képe
Osszefiiggd” tételek altalanositasaként
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differencidlegyenlet megoldé—operdtora, akkor a p(t)=®(t, po) képlettel definidlt p:R—R?
fiigguény periodikus megoldas. Ez utobbit szokds az

p=1f(p) é p(r)=p0) < plt+7m)=pt)VieR
képletekkel is definidlni. A 79 > 0 dllandd itt is a minimadlis periodusiddt jelenti.

2.37. Definicié Legyen (X, d) metrikus tér. A HC X halmaz a ®:T x X — X dinamikus
rendszerre nézve invarians, ha tetszdleges v € H esetén ®(t,x) e H VteT. A HC X
halmaz pozitiven invaridns, ha tetszbleges x € H esetén ®(t,x) € H YVt e TT.

Egyetlen pontbdl all6 invarians halmaz kizarélag egyensilyi helyzet vagy fixpont le-
het, attdl fiiggéen, hogy az id6 folytonos vagy diszkrét. (Erdemes visszalapozni a 2.10.
Definici6 el6tti diszkussziéhoz.)

2.38. Definicié Az x € X ponton atmend trajektéria alatt a
v(z)={P(t,z) e X |t T}
halmazt értjiik. Az x € X pontbdl indulé pozitiv féltrajektéria a
Y (z)={P(t,z)eX |teT"}
halmaz. Az x € X pont omega—hatarhalmaza az
w(z) ={y € X | van olyan {t,} -, C T sorozat, hogy t, — 00 és ®(t,,z) >y}

halmaz. A ~~(x) negativ féltrajektéria és az a(x) alfa~hatarhalmaz definicidja a fenti-
ekkel analég mdédon torténik. (Torténik ... 7 Aki az eddigieket kelld figyelemmel olvasta,
képes ra. Tegye is meg.)

Az omega—hatarhalmazokra vonatkozé tételek koziil el6szor a hires—nevezetes Poincaré—
Bendixson tételt mondjuk ki, amely az utana kovetkezo két masik tétellel egyiitt alapveto
fontossdgt az R? sikon értelmezett autoném differencidlegyenletek fazisportréinak vizs-
galataban.

2.39. Tétel Legyen ® : R x R? — R? folytonos idejii dinamikus rendszer és legyen az
x € R? pont v* () pozitiv féltrajektoridja korldtos halmaz. Tegyiik fel még, hogy a v (x)
pozitiv féltrajektoria lezdrtja legfeljebb véges sok egyensuilyi helyzetet tartalmaz. Ekkor az
alabbi harom eset eqyike és pontosan eqyike teljestil:

o w(x) egyensilyi helyzet: w(x) ={xo}

e w(x) periodikus palya: w(x)=T
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o w(x) heteroklinikus kor: w(x) ={r1 —> 29 — -+ > N1 =21}
azaz eqyensulyi helyzetekbdl és az Sket Gsszekitd trajektoriakbol dllé irdnyitott kor’”

2.40. Tétel Legyen ® : R x R? — R? folytonos idejii dinamikus rendszer, és leqgyen I' C
C R? periodikus pdlya. Ekkor T' a sikot két Osszefiiggd részre bontja és I belseje tartalmaz
egyensuly: helyzetet.

Az elézd két tétel egyiittes alkalmazdsa az & — pu(1 —2?)i+2 =0, u > 0 alaki Van
der Pol egyenletre szinte azonnal kiadja egy legbelsé és egy legkiilso periodikus megol-
dés létezését. Valoban, a nemlinedris ellenallas (amint azt az (1.16) és az (1.4) egyenletek
b =—u(1—2?)x dsszehasonlitdsa azonnal mutatja) az |z| <1 esetben energidt visz a rend-
szerbe és csillapité hatdsa csak |z| > 1 esetén érvényesiil. Az (5) = (%) sikbeli kordinétak
nyelvén ez azt jelenti, hogy a fazisportrén mind a (8) egyensulyi helyzet, mind a végtelen
tavoli pont taszit. Mivel az origon kiviil mas egyenstilyi helyzet nem 1étezik, az origé mint
alfa—hatarhalmaztol indulé trajektériak egy kozos Iy, a végtelen tavoli ponttdl induld
trajektoridk pedig egy kozos 'y, periodikus megoldashoz tartanak, ahol (8) € int(I'y) és
[y Cint(y). Az 1.3. Tétel bizonyitdsdnak legnehezebb része — amint azt kozvetleniil
utdana mar jeleztiik — a periodikus megoldas I';, = I'j, unicitasanak kimutatasa.

2.41. Tétel Tekinsiik az & = f(x,y), y = g(x,y) autondm differencidlegyenletet, ahol
f,g:R? = R folytonosan differencidlhatd fiigguvények. Legyen tovdbbd ~v C R? egyszeri
zdrt gorbe és tegyiik fel, hogy a y gorbe egyik belsd pontjaban sem lesz az f,+g, divergen-
cia zérus, azaz a divergencia eldjele a vy gorbe int(vy) belsejében vagy mindenditt pozitiv
vagy mindenditt negativ. Ekkor a vUint(y) C R* halmaz nem tartalmazhat periodikus
megolddst.*

2Tamely természetesen onatmetszés nélkiili, de lehet példaul nyolcas’ alakt (amelyet a v (x) pozitiv

féltrajektoria a nyolcas’ altal meghatarozott kiils6, nem korlatos tartomanyban maradva végtelen sokszor
jar koriil, mikozben egyre kozelebb és kozelebb keriil hozza. Fz esetben a két belso, korlatos tartomany
mindegyike — a nyolcas’ szemei’, sszhangban a kévetkezd éllitdssal — tartalmaz egyenstlyi helyzetet.)
Az N =0 eset is lehetséges, ekkor heteroklinikus kor helyett homoklinikus kért mondunk, amely egyetlen
egyensulyi helyzetbdl és egy onnan indulé és oda visszatéré hurokél—trajektoriabol all.

28Ha létezne I' C yUint(v) periodikus megoldas, akkor a V' (0) =T Uint(T") valasztdssal egyrészt V (t) =
=V(0) V t az invariancia, mésrészt £mesh(V (t)) = fv(t)(f;—l—g;) dxdy (1.14) miatt, ami a 0 #£ 0 ellent-
mondas. Tehat az indirekt 3 I feltétel nem teljesiilhet.

Egyszerti alkalmazasként tekintsiik az &= —5x+4y+a?, y=>5z+3y—2zy rendszert, amelynek f,+ gy=
=—542x+3—2x =—2 <0 szerint nem lehet periodikus megoldasa. A jobb oldalakat nulldval egyenlévé
téve, az elsé egyenletbol: y = 5“‘212, s ebbdl 352 — 1322 +223 = 0, amelynek egyetlen valés gydke z =0,
s igy y = 0. Tehat az origdn kiviil nincsen més egyensilyi helyzet. Maga az origdé nyeregpont,

2

A1 =5, Xo=—7 sajatértékekkel és az s = <5

2
) , 81 = (_1> sajatvektorokkal .

A 2.39. Tétel szerint a négy szeparatrix, a két kijové és a két bemend trajektdria az origét, mint
nyeregpontot a végtelen tavoli ponttal kotik ossze.
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2.42. Tétel Legyen ® : R xR? = R? folytonos ideji dinamikus rendszer. Ha eqy x € R?
pont v (x) pozitiv féltrajektoridja korldtos, akkor

o w(x) nem—ires, kompakt halmaz

()
w(z) invaridns halmaz
o w(x) dsszefiiggd halmaz

o | — 00 esetén d(P(t,x),w(z)) =0

Altaldban is, ha ® :Rx X — X folytonos idejii dinamikus rendszer az (X, d) metrikus
téren és a v (x) pozitiv féltrajektdria lezdrtja kompakt halmaz, akkor az w(x) omega—
hatdarhalmazra a most elmondottak igazak.

2.43. Definicié Legyen (X,d) metrikus tér és legyen az ) # M C X kompakt halmaz
imwvaridans a ® : Tx X — X dinamikus rendszerre nézve. Az M halmaz stabil, ha

Ve>035>0hogy VteT, t>0 és v € B(M,J) esetén ®(t,z) € B(M,¢).
Az M halmaz vonzd, ha
I 19 >0 hogy V o € B(M,n) esetén d(®(t,z), M) — 0" ha t — co.

Az M (tovabbra is nem—ires kompakt invaridns) halmaz aszimptotikusan stabil vagy
mas néven attraktor, ha egyszerre stabil és vonzd. A (sziikségképpen nyilt)

AM)={ze X | d(®(t,z),M)—0" hat—oo0}

halmaz az M attraktor vonzési tartomdanya, mds néven az M attraktor medencéje.?” Az
A(M) =X esetben az attraktor globalis.

Az X =R% T=R, M = {z,} specidlis eset kiilénésen fontos.

29 Adésak vagyunk még a d(®(t,z), M), valamint a B(M,6), B(M,e), B(M,no) jelolések magyarza-
taval. Az x € X pont és a ) = M C X halmaz tdvolsdga a legkdzelebbi ponttdl mért tdvolsdg:

d(x, M) = min{d(x,m) | m € M}

(ha M nem kompakt, akkor a legkézelebbi pont &ltaldban nem létezik, és a minimum helyébe infimum
frandd). Az M halmaz € > 0 sugard nyilt kirnyezete, vagy mds megfogalmazdsban az M kozépponti
€ > 0 sugaru nyilt gbmb

B(M,e)={x€ X | d(z,M) <e}

— a ball 826 (innen a B kezdébetil) az angol matematikai nyelvben a témér gémbét jelenti, mig a sphere
jelentése gombhéj, a disc pedig korongot, linearis altérben elhelyezked6 t6mor gombot jelent.
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2.44. Definicié Legyen az xo € R? pont egyensilyi helyzete a ® : R x R —R? dinamikus
rendszernek. Az xo egyensulyt helyzet stabil, ha

Ve>035>0hogy VteR, t>0 és |x—xo| <0 esetén |P(t,x) —xo| <e.
Az xy egyensilyi helyzet vonzoé, ha
319 >0 hogy Vo € R?, |z —ax0| <o esetén |®(t,z) — x| — 0" ha t — oco.

Az xo egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabil vagy mds néven attraktor, ha egyszerre
stabil és vonzo. A (sziikségképpen nyilt)

Azg)={z e X | |®(t,z) —x0| = 0" ha t = 0}

halmaz az xq egyensulyi helyzet vonzasi tartomanya, mds néven az xy egy pontbdl dallo
attraktor medencéje. Az A(zg) = R? esetben az wg egyensilyi helyzet globalisan aszimp-
totikusan stabil. A stabilitds tagaddsa az instabilitds. A t — — oo vonzds neve taszitas.
Taszito egyensilyi helyzet taszitasi (repulzivitdsi) tartoményat R(xq) jeldli, magdt a de-
finiciot az Olvasora bizzuk.

A stabilitas definiciéjaban a V ¢t € R, t > 0 kovetelmény a legfontosabb. A
Ve>0VT>036>0 hogy Vte[0,T] és |x—xo| <0 esetén |P(t,x) —xo| <&

tulajdonsag, mint a ® dinamikus rendszer folytonossaganak kovetkezménye, automati-
kusan teljesiil, még az © =x egyenlet exponencialisan taszitd xzo=0 egyensulyi helyzetére
is.

A stabilitas témajanak a tankonyvek tobbsége kiilon fejezetet szentel. Mi is ezt tessziik
— érdemes elérelapozni a Matrjosa—babdanyi diohéj: Ljapunuv figguények végére —, de
magat a fogalmat annak naiv s minden mérnok szamara 6szténosen is vilagos tartalma
miatt mar a jegyzet elejétol kezdve nagy—batran hasznalni mertiik. Az a tény azonban,
hogy a stabilitas és a vonzas mindegyike lehetséges a mésik nélkiil, annak idején sza-
momra is a meglepetés erejével hatott.

2.45. Példa (stabilitds + wonzds) A legegyszeribb példa az (ohmikus ellendllds nél-
kili) L-C kor, illetve a surlédds nélkili rugo (1.9) egyensilyi dllapota. A matematikusok
az ilyen tipusi, periodikus pdlydkkal korbevett eqyensulyi helyzeteket centrumnak hivjdk.

2.46. Példa (vonzds # stabilitds) A klasszikus példa a poldarkordindtds alakban meg-
adott (amelyet a (2.32) formula majd tovdbbfejleszt)

r=r(l-r)
¢ = sin*(%

) } egyenletrendszer r=1, ¢ =0 egyensulyi helyzete,
2

amely az origo kivételével a teljes sik minden pontjat aszimptotikusan magdhoz vonzza.

Vonzds stabilitas nélkil csak akkor lehetséges, ha ez a vonzds — szoritkozzunk bdr a
kérdéses eqyensulyi helyzet barmilyen kis kérnyezetére 1s — az idoben nem egyenletes.

108



A fazisportré nem—lokalis, az egyensiilyi helyzetektdl tavoli részeinek abrazolasa szem-
pontjabdl a fejezet legutolsd tétele a legfontosabb. A benne szereplé K halmaz neve
csapdahalmaz, amelyet altalaban Ljapunov feliiletek hatarolnak.

2.47. Tétel Legyen ® :RxRY—R? folytonos idejii dinamikus rendszer. Legyen tovdbbd
0 # K C RY kompakt halmaz, és tegyiik fel, hogy ®(t,0K) C int(K) minden t >0 esetén.
Ekkor az eqymdsba skatulydzott kompakt halmazok metszeteként eloallo

M=n{®(t,K) | t >0}
halmaz a kovetkezo tulajdonsdgokkal rendelkezik :
e M nem—iires, kompakt halmaz
e M invaridns halmaz
o M dsszefiiggo halmaz
o M attraktor és K C A(M)
e ha K konvex is, akkor M tartalmaz egyensily: helyzetet

Altaldban is, ha ® :Rx X — X folytonos idejii dinamikus rendszer az (X, d) metrikus
téren és a v (x) pozitiv féltrajektdria lezdrtja kompakt halmaz, akkor az w(x) omega—
hatdarhalmazra a most elmondottak — a K konvexitasaval kapcsolatos félmondat kivéte-
lével — 1gazak.

A most ismertetett eredményekhez sorolhaté a LaSalle elv is, amelyet 2.58. Tételként
fogalmazunk majd meg.

A 2.40. Tétel mogott a Jordan gorbetétel és a Brouwer féle fixponttétel all. Ugyancsak
a Brouwer féle fixponttétel az oka a 2.47. Tétel K konvexitasaval kapcsolatos részének:
Ha K C R? nem-iires, korldtos, konvex és zart halmaz, akkor minden f: K — K folytonos
leképezésnek létezik fixpontja. A Brouwer féle fixponttétel nem &llit unicitast, és sajnos
nem konstruktiv: nem lehet ré kozvetlen numerikus médszert alapozni.
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(b) ..., mindeneket magamhoz vonzok.” (Jn. 12,32)

2.3. abra. Omnia traham ad me ipsum
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2.7. Linearizalas egyensilyi helyzetek koriil

Az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy a kérdéses egyensulyi helyzet, ami koriil
linearizalni szeretnénk, zy = 0. Legyen f:R? — RY C! fiiggvény. Igy

f(x)=Ax+a(x), ahol A=f'(0) és a(zx)=f(z)— Ax.

Magatdl értetddik, hogy a: R4 — RY is C! fiiggvény, melyre a(0) =0 és a/(0) = f'(0) —
— A=0. Itt a(0) = 0 természetesen R%beli vektor, a’(0) =0 pedig a d x d méreti, csupa
nulla elembdl matrix. Jéllehet a 0 kiilénboz6 terek — jelesen R, L(R? R?) (és akkor
a 0 € R kezdeti idépontot még nem is emlitettiik) — nulla—elemét jelenti, a kontextus
megakadélyozza, hogy azokat barmikor is 0sszekeverjiik egymassal.
Tekintsiik tehat az
(N) &=Az+a(z)

nemlinedris egyenletet, és annak origd koriili linearizaltjat, az
(L) &=Ax

linedris egyenletet. Az (L) linedris egyenletrél 1ényegében mindent tudunk, ha sajatérté-
keit és sajatvektorait ismerjiik. Tetsz6leges x(0)=x( kezdeti feltételhez tartozé megoldasa
T2 (1) = €A, 56t ezt a megoldast a t — et métrix—fiiggvénnyel egyiitt ki is tudjuk sza-
molni. Az (N) nemlinedris egyenlet megoldasait nem lehet zart alakban meghatarozni.
De nem is kell, hiszen azokat az (L) linedris egyenlet megoldasai kvalitative és kvanti-
tative jol kozelitik. Természetesen csak lokalisan, az origd egy kicsiny koérnyezetében, és
csak akkor, ha az A métrix A\, = \;(A) sajatértékeire teljesiil a

ReXp(A)#£0, k=12,....d (2.16)

feltétel. Ekkor a lokalis fazisportrék is azonosnak tekinthetok, s6t ez az azonositas a
numerikus fazisportrékra is kiterjesztheto.

2.48. Tétel Grobman-Hartman Lemma: formadlis, technikai véltozat A linearizdlt (L)
és az eredeti nemlinedris (N) egyenlet megolddsdt e*'x és ®(t, x) jeloli. Az eredeti nem-
linedris eqyenlet 0 < h < hq lépéskizzel vett tetszoleges p > 1—edrendii Runge—Kutta diszk-
retizacios operdtora — ugyancsak dsszhangban az eddigiekkel — legyen ¢(h, x).

Ekkor a 0 € R? egyensilyi helyzetnek van olyan U C R? nyilt kornyezete, és olyan

H:U—HU)CRY  homeomorfizmus , hogy H(0)=0 és

H(D(t,2)) = eMH(z) minden olyan t >0 és € R?

esetén, melyekre még ®([0,t],x) C U is teljesil. A kommutativ diagramok nyelvén :
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u 2y
H y  H minden megengedett t € R esetén.
Hu) S HU)
Tovdbba, van olyan maximadlis 0 < hg <K 1 lépéskdz és olyan
Hy,: U — Hpy(U) CRY homeomorfizmus , hogy Hp(0) =0 és
Hp(D(h,x)) = p(h, Hp(z))  minden olyan h € [0,ho], k€N és x € R

esetén, amelyekre még x, ¢(h,x),. .., ¢*(h,x) C U is teljesiil:

u 2y
Hy, d d Hn minden 0 < h <1 esetén.
h,-
HuWl) M )

A H és a Hp homeomorfizmusok gy is meguadlaszthatok, hogy az xqg = 0 pontban
derivdlhatok legyenek és H'(0) =1 és (H)' (0) =0 is igaz legyen. Igaz tovdbbd a

|Hp(x) — 2| < const-h? Y xeU, ¥V hel0,h)
egyenlotlenség 1s.

Ez egy kifejezetten nehéz tétel, amelynek teljes bizonyitdsa csak mintegy 25 évvel
ezel6tt fejez6dott be. (Ami a bizonyitast igazdn nehézzé teszi, az az a tény, hogy kriti-
kus rezonancidk esetén a H és a Hj;, homeomorfizmusok [amelyek egyébként soha nem
egyértelmiiek| nem valaszthaték meg gy, hogy az xo =0 pontban egy kis kornyezetének
minden pontjdban derivalhatdk legyenek.) Magéval az eredménnyel nem most talalko-
zunk el6szor, 1.29. Tétel néven mar szerepelt: roppant szemléletes, és alapjaiban mar
Poincaré is ismerte vagy szazhusz esztendeje.

Az altalanos nyereg—szerkezet mibenlétére a folytatas jobban ravilagit:

2.49. Tétel Tekintsiik az R =Y x Z =R% xR% felbontdst és az

(N) i=Azx+a(z) & {Zigiiﬁgg

30A tétel megfogalmazdsa mogott természetesen van egy linedris algebrai, pontosabban egy métrixok
blokk—diagonalis felbontdsaira vonatkozo elézmény, mely szerint

RI=YxZ, Risaz=(y,2)eYxZ, A=diag(B,C), R¥3 Az = (By,Cz) € Yx Z,

ahol az ) instabil és a Z stabil alterek R%:—val illetve R%—sel azonosithaték. A (2.16) feltételnek
megfelelGen

d=d,+d,, ahol d,=#{1<k<d| Reh(A) >0}, dy=#{1<k<d| ReAp(A) <0}.

Ebben az értelemben kell felfognunk a soronkovetkezd példat el6készité linearis koordinata—
transzformdaciot is. Az eredeti instabil irdny versus stabil irdny (a d > 2 esetben instabil altér versus
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2.4. abra. Linearizélas és diszkretizalas nyeregpont koriil: a Grobman—Hartman Lemma
két valtozata

nemlinearis, illetve annak origo korili linearizdltjat, az

o=t = (=0 e) ()

linedris differencidlegyenleteket.
Az origd instabil halmazat az (N) egyenletre nézve

MU (0)={zxcR? |t - —00 esetén ®(t,z) =0} (2.17)

definialja. A M™(0) halmaz bedgyazott részsokasdag—struktirdat hordoz, ezért instabil soka-
sagnak nevezik. Lokdlisan, az origo kis kornyezetében M™(0) jol-koordindtazott figguény—
grafikon,

u (0) = graph(u) , Y= Z C' fiigguény, melyre u(0) =0, u'(0)=0.

loc

stabil altér) direkt—osszeg felbontds természetesen ,ferdén 4ll6 és ferdeszogii”.

Az instabil-stabil blokk—diagondlis maéatrix—felbontdsok finomitdsai kijelolik a tovébbi, gyengéb-
ben/erésebben instabil illetve stabil invaridns altérfelbontdsokat, a hozzdjuk tartozé invaridns sokasa-
gokkal egyiitt. Ha a (2.16) feltétel nem teljesiil, akkor a kritikus, Re A\, (A) =0 (illetve a |Re A (A)| <€)
tulajdonsagu sajatértékek altal kijelolt centrdlis altér, illetve az ehhez tartozé centrdlis sokasdg szerepe
— kiilonosen a bifurkaciék szempontjabdl — kulcsfontossagu.

113



Az origd instabil halmaza az (L) egyenletre nézve maga a z=0 egyenletd Y instabil altér.
Az instabil sokasdg az origoban érinti az instabil alteret.
A diszkretizalt M¥(0) instabil sokasag®' az origd kis kirnyezetében

hioc(0) = graph(uy) , Y Nzt fiigguény, melyre uy(0) =0, (up) (0) =0
alaki. Igaz tovabbd a
lun(y) —u(y)| < const-h? ¥V |yl <1, Vhe0,h], hy<k1

eqyenlotlenséq is.
Hasonlo kijelentéseket tehetiink a stabil altér, stabil halmaz < stabil sokasag kap-
csolatdrol.

Két konkrét példat is mutatunk, amelyek jol mutatjék az el6z6 tételben megfogal-
mazott altalanos torvényszeriségeket. Az (1.23) rendszerrel ellentétben egyikiik sem ter-
mészetes, hanem gondosan megkonstrudlt, ,kredlt” példa, amikor is az instabil/stabil
invarians sokasagok egyszerii képletekkel leirhaté fiiggvények grafikonjainak bizonyul-
nak.

2.50. Példa Az (N), az (L), (és az explicit Euler modszer alkalmazdsdbol adodé) (D)
dinamika 0sszehasonlitdsa az origo instabil, valamint stabil sokasdgai szempontjabol:

gi?izjtgf } (N Ziy—z } (L) }Z/:g:ll——f};%—zﬂLyQ) } (D).

A megfeleld instabil sokasdgok az aldbbi, a teljes R=Y szdmegyenesen értelmezett Y — Z
fiigguények grafikonjai:

2

s=uly) & u) =T (N), ==0(L), z=w(y) & ul)=z D).

A megfeleld stabil sokasigok mindegyike a(z y=0 < Y =0 egyenleti;) z tengely.

= 371—2,1 képletek levezetése.

Tanulsagos az u(y) = % és az up(y)
=u(y(t)) V t invariancia—egyenletét derivélva, majd kiilonb6zé

Az (N) dinamika z(t)
visszahelyettesitésekkel :

i=u(y)y = —z+y’=d(y)y = —uly)+yP=u'(y)-v,

amelynek az u(0) =0, u/(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldédsa u(y) = % — a

szamolédsok az u' = — %‘—i—y szinguldris egyenletre vezettek, ezért a kettos kezdeti feltétel.

3la (2.17) formula atfogalmazdsa a diszkretizalt dinamikara igényes és szép feladat
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A (D) dinamika z = uy(y) = Z = up(Y) V y alapjan nyert Z = up(Y)|ozu,) ¥ ¥
invariancia—egyenletét a visszahelyettesitésekkel tovabb alakitva

(1=h)z+hy’ =upn(L+0)Y) oy =  (A=h)up(y)+hy* =u((1+h)y) ¥V y.

Ilyen tipust egyenlettel tudatosan még soha nem taldlkoztunk.*? Ez egy fiiggvényegyenlet.
Itt és most a kontrakcids fixpont-tétel alkalmazasaval lehet prébalkozni — amint azt
az 1.9. Abrdn bemutatott eljaras is szemlélteti. Ebben a konkrét esetben azonban —
batraké a szerencse!! — az uy(y) = cpy? helyettesités is célra vezet:
(I=h)ery? +hy? =cn(1+h)y)* Vy = (1—h)en+h*=cu(1+h)?

s ilymodon ¢, = 535 és végezetill az ismeretlen uy, fiiggvény: uy, (y) = 371—1

Stabil-instabil sokasdgokra mar korabban is lattunk példat, nevezetesen a surlédas
és gerjesztés nélkiili © =y, y= —sin(x) inga/hajohinta Fj, = ((2k+1)m,0), k € Z pontok is
felso egyensulyi helyzeteit felftizo ,mandulaszemek” kontir—sorozatat, amelyek egyiittvé-
ve az B(x,y) = 3y*+ (1 —cos(z)) energiafiiggvény E(x,y) =2 Sndtmetszéses szintvonaldt
alkotjék. Lehetséges azonban az is, hogy egy nyeregpont kijové palyainak egyike hurkot
alkot, és ugyanabba a nyeregpontba mint bemend palya érkezik vissza. A legegyszeriibb
ilyen példa alapszerkezete ugyanaz, mint az ingaegyenleté, amelyet a H(x,y)= %y2—|— (1—
—cos(x)) vélasztdssal kapunk.

1

2.51. Példa (H mint hurok és mint Hamilton—figguény) Ahogyan a sirlédds és ger-

jesztés nélkili inga/hajohinta © =y, y = —sin(z) egyenlet-rendszere, 1igy az
. 3 .. __ OH 3 4
T=T—Y x—a—(I,y) L y
. & ) Y , ahol H(z,y)=axy———=
y:—y+x2 } :—%—[;(l’, ) ( y) ) 3 4

differencidlegyenlet—rendszer is Hamilton—rendszer, amelynek trajektoriai a Hamilton—
fiigguény szintvonalain helyezkednek el. Két egyensilyi helyzet van, a P = (0,0) origd,
valamint a Q@ = (1,1) pont, amely a H Hamilton—figguény lokdlis mazimumhelye. A(z
itteni, lokdlis) mazimum értéke H(1,1) = Z. A P pont a Hamilton—fiigguénynek is és
az dltala meghatdrozott Hamilton—rendszernek is nyeregpontja. A szintvonalak elemzése
alapjdan’®® kapjuk, hogy a Q pont centrum, amelyet az

5
{(z.y) €R* [ 2>0,y>0, Hw,y)=c}, 0<c<

32yagy mégis? — amennyiben kizdrélag a folytonos megoldédsokra, szoritkozunk,
Uxy+x2) =L(x1)+l(22) V21,22 € R = {(x)=const-z VxeR.

A fiiggvényegyenleteknek — csakigy, mint a parcidlis differencidlegyenleteknek — nincs dltaldnos, min-
den feladatosztélyra egyszerre érvényes elméletiik.

33Mivel rogzitett xER esetén H (z,y)— — oo ha y—4o00, az R3 tér 2=H (x, y) feliiletét tigy képzelhetjiik
el, mint egy hegységet, amelyen dél felél északra szeretnénk dtkelni. A hegység gerincvonala nagyjabdl—
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szintvonal— ,ovdlisokon” elhelyezkedd periodikus pdlydk vesznek koril. A periodikus palydk
kiilso hatarhelyzete a hurok—szeparatriz.

Az origd instabil sokasagat — a 2.50. Példa mintdjara — most is meghatarozhatjuk
az y(t) =wu(z(t)) V t invariancia—egyenletét derivalasaval. Az ebbdl ad6déd

(Y22 st = 0 (@) (=)o) = —ule) 2% = o (@) (o —u(x))

differencidlegyenletet azonban nem lehet explicit médon megoldani, a sorfejtés mdodszerét
viszont — amely a linearizalds mddszerének természetes folytatdsa — minden tovabbi
nélkiil alkalmazhatjuk. Mivel u(0)=0 és u’(0) =0, az ismeretlen u fiiggvényt u(r)=Ax?+
+ Bx3+ ... alakban kereshetjiik. Egyiitthat6—osszehasonlitdssal

—(A2®+B2x*+.. . )+ = (2Ax+33x2+...)~(x—(Ax2—|—Ba:3—|—...)3)

alapjdn az —A+1=2A, —-B= -3B, —-C =4C, —D =5D, —F =6E, —F = 7F —2A*
etc. egyenletekbol rendre A = %, B=0,C=0,D=0,E=0, F= ﬁ etc. adédik. Tehat
az instabil sokasag xq = 0 koriili Taylor sorfejtése

1

1
u(z) :§I2+@x7+...

alakt. Teljesen hasonlé érvelés vezet a stabil sokasag yo = 0 koriili

L S
s(y) = 1Y +192y +...
alaku Taylor sorfejtéséhez. A kapott eredményeket az xy— "””3—3 — % =0 egyenletbe torténo
behelyettesitéssel ellendrizhetjiik. Az %xQ illetve az iy:)’ fotagok paros illetve paratlan vol-
ta, csakugy mint a kapcsolodd globalis bifurkacié az animacidk egyikén jol megfigyelhetd.

egészében kelet-nyugati irdnyban hiuzédik, és azt minden régzitett © € R mellett az

0H
—(z,y)=0 & z-y’=0 & y=Vz
Ay
értéknél érjiik el. EbbSl mar minden kovetkezik. A H(z,y) = ¢, ¢ < 0 szintvonalak egyetlen darabbdl
allnak.
Egyébként a teljes M*(0) = M?*(0) azonossdg is lehetséges, ha a H(x,y) =0 szintvonal lemniszkdta.
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2.8. Kis perturbacidok és exponencialis stabilitas

Most a mérnoki alkalmazasokban legtébbszor eloforduld stabilitds—fogalom kovetkezik.
Ami exponcidlis(an egyenletes) benne, az a vonzés.

2.52. Definicié Az i=f(x) autonom egyenlet 1o=0 egyensily: helyzete exponencidlisan
stabil, ha vannak olyan n >0, w >0 és K >0 dllanddk, hogy tetszbleges xo € RY, |xg| <n
esetén az x(0) = xy pontbol induld xo ., = P(-, xg) megoldds létezik és egyértelmd a t > 0
halmazon, tovdbbd

|D(t,20)| < Ke o]  minden t >0 esetén.
A jegyzet legelso tétele, az 1.19. Tétel szerint az
(L) &=Ax

autondém linearis egyenletre az aszimptotikus és az exponencidlis stabilitas egy és ugyan-
az. Mindkettejiik sziikséges és elégséges feltétele, hogy az

wo = max{Re g | A\ = M\e(A) sajatérték, k=12,...,d} <0 (2.18)

egyenlétlenség teljestiljon. Ha (2.18) fenndll, akkor barmely wy < —w <0 vélasztashoz van
olyan K = K(w) > 0 alland6, amelyre

leMa| < Ke™|x| minden ¢ >0, 29 € R esetén. (2.19)

A fejezet egyetlen allitést jar koriil: Az exponencidlis stabilitds megdrzédik az (L)
linedris egyenlet kicsiny linedris és memlinedris perturbaltjaira. Killon vizsgaljuk a li-
nearis és a nemlinedris perturbaciokat, és Osszességében négyfajta bizonyitasi technikat
mutatunk be.

A pedagdgiai cél nem a matematikai részletekben valé tobzddéas. A paraméterek ke-
zelésének mikéntjét szeretném bemutatni. Ha egyszerre tobb paraméterrel van dolgunk,
akkor az alabbi szempontokat érdemes szem el6tt tartani:

e a minimalisan sziikséges paraméterek szamanak meghatarozasa
e a paraméterek megvalasztasanak, bevezetésének sorrendje
e a paraméterek egymastol valé fiiggésének tisztazasa

e a paraméterek tél-ig hatarainak ahogy—lehet optimalizalasa
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Csak a lényegi kovetkeztetéseket irjuk le és sehol sem toreksziink a legélesebb becslésekre.

Nézziik el6szor a linedris perturbdciokat, azaz tekintsiik az
(LP) &=(A+B)x
alaki autoném linedris egyenletet, ahol B d x d méretli valés matrix. Ekkor van olyan
e > 0 allandé, hogy || B]| < € esetén az (L) egyenlettel egyiitt az (LP) egyenlet is expo-
nencialisan stabil.
L) Ervelés a mdtriz—exponencidlis (1.20) sorfejtés alapjan :

’€(A+B)tx0| < ’€Atl’0| + ’(€(A+B)t—€At)IO| < Ke*“t\xol

00 A+B ntn Antn —w
Z<( - )"lms(Ke "+ Bl -const([[A]l, 1)) |o] -

n! n!

n=0

Ha most || B|| < e < 1, akkor tigyes t =t* =t*(K,w, e) > 0 valasztassal
Ke ™" 4¢-const(||A]|,t*) =¢< 1

A+ (A+B)t*

= "xo| <q"|wo] VYneN

- |6(A+B)tx0’ < K’e*‘:’t|x0| minden ¢ > 0 esetén,

zo| < qlxe] = e

alkalmas K > K és 0 < @ < w konstansokkal. Ha megengedjiik, hogy K minden hatdron
tal néhet, akkor 0 < w—w tetszolegesen kicsinek valaszthato.

I1.) Ervelés az ([+S)_1 mértani sorfejtése alapjdan :

Azt kell megmutatnunk, hogy az A+ B maétrix sajatértékeinek valos része negativ.
Ehhez elegendo, ha az A+ B matrix sajatértékei kozel vannak az A matrix sajatértékeihez,
amennyiben ||B|| < ¢ kicsi. Valéban,

A+B-M=A-A+B=(A-X) (I+(A-\)"'B)

és
(I+8)'=1-8+8 =5 —gt4...=> (-1)"s", |5 <1
n=0
(ahol S = (A—\I)""'B) miatt az A+ B — Al métrix két invertalhaté matrix szorzataként
maga is invertalhaté, ha ||(A—AI)""||-||B]| < 1. Ha tehét A nem sajatértéke az A mét-
rixnak, akkor [|(A—AI)""|| < ! esetén az A+ B matrixnak sem az.*!

347 teljes matematikai szigorisaghoz azt is be kell latnunk, hogy az ||(A—AI)™'|| értékek halmaza
kozos korlat alatt marad, ha A az A matrix minden sajatértékétdl legalabb olyan messze van, mint egy
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Most nézziik a nemlinedris perturbdciokat, azaz tekintsiik az
(N) &= Az+a(z)

alakd nemlinedris egyenletet, az x(0) = z( kezdeti feltétellel egyiitt.
Azt szeretnénk igazolni, hogy a réviden csak x(t)-vel jelolt zg ,, = ®(-, ) megoldas
exponencidlisan tart a 0-hoz, ha |z¢| elegendben kicsiny.

I11.) Ervelés a konstans varidcids formula és a Gronwall Lemma alapjdn:

A remélt becslés az (1.29) konstans varidciés formula

¢
z(t) = eAt:EO+/ e (z(s))ds
0

alakjanak egyszerii kovetkezménye. A két matrixfiiggvény (2.19) alapjén exponenciélisan
kicsi.

Sziikségiink van az a(x(s)) becslésére is. Az a: R? — R? fiiggvényre tett a(0) =0,
a’'(0) = 0 feltételekbdl

1 1
a(z) =a(z)—a(0) = / d(rtx)drz = / (a'(t2)—d'(0))drx
0 0
a tobbvéltozds fliggvényekre is érvényes Newton—Leibniz formula valamint az o’ matrix-
fiiggvény folytonossaga alapjan az kovetkezik, hogy
V>0 3A>0, hogy |a(z)| <klz| VazeR?, |z| <A esetén.

Igy — amennyiben garantalni tudjuk, hogy |z(s)| < A minden s € [0, t] esetén — a(z(s))
becslésére az |a(z(s))| < k|x(s)| egyenlStlenséget haszndlhatjuk, ahol A > 0 és k> 0
egyelore még szabad paraméterek.

Kapjuk tehat, hogy

t
lz(t)| < Ke_“t\x0|+/ Ke (=9 k|z(s)|ds,
0

amit dtrendezve

t
e |x(t)| gK]a:O\+K/£/ e“®|lz(s)|ds,
0

tetszblegesen rogzitett pozitiv dlland6. Ez pedig igaz, mert a mondott halmazon a A — ||(A—A] )71||
fiiggvény folytonos, és A — oo esetén, ismétcsak a mértani sorfejtés képletét alkalmazva (a |A > ||A]]

esetben)
1 1 o 1N 1S,
(A=A~ = ()\ (AA 1)) = A(1 AA) =324

n=0
miatt nulldhoz tart.
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és innen a Gronwall Lemmét a p(t) = e“*|z(¢)| fiiggvényre alkalmazva
etz(t)] < Klzole®™ o |o(t)] < K|azg|e™ @Kt (2.20)

minden ¢t > 0 esetén. Ez pedig maga az exponencialis stabilitds, ha az exponens valéban
negativ, azaz ha w— Krx > 0, ami teljesiil, ha a x > 0 paramétert elegendéen kicsinynek
valasztjuk. Kérdés, hogyan vélasszuk a 2.52. Definiciéban szerepl6é n>0 paramétert, hogy
az |x(s)| KAVs>0 & |z(t) <A Vt>0 feltétel is teljesiiljon. Ehhez (2.20) miatt
az n = % valasztas elegendo.

A (2.20) egyenlétlenség levezetése meglepben kevés szamolast igényel. Hairom-—négy
sor az egész. Amit jobban meg kell fontolni, az a paraméterek valasztdsa, valaszthato-
sdga. A K > 0 és az w > 0 paraméterek eleve adottak.’® Elészor a k > 0 paramétert
véalasztjuk meg, hogy az w — Kk > 0 feltétel teljesiiljon. Az ehhez tartozé A >0 az o
matrixfiiggvény 0 pontbeli folytonossiga alapjan adédik.*® Utoljara az n > 0 paramétert
valasztjuk meg.

Iv.) Ervelés az 2T (H)Va(t) kvadratikus segédfiigguény alapjdn :

A médszert el6készito Lemma énmagéaban is érdekes.

35Tgazabol csak a (2.18) szerinti wy > 0 adott. Ami a K paramétert illeti, azt vdlaszthatjuk — &attérve
egy masik, az eredeti |-| normdval ekvivalens normdra — K = 1-nek is. Az ilyetén vélasztdsok jatéktere
dont6 fontossdgu lesz a késébbiekben: elvben minden paramétert mindig optimalizélni kell. De nem
lehet egyszerre mindegyiket optimalizélni. Ha az a célunk, hogy a (2.20) becslés minél erésebb stabilitdst
garantéljon, akkor a k > 0 értékét minél kisebbnek kell valasztani. De ezaltal A > 0 és n > 0 is csokken.
Az n> 0 csokkentése viszont azt jelenti, hogy egyre kisebb lesz az a halmaz, amelyrol tételesen ki tudjuk
mutatni, hogy része az origd vonzasi tartomanyanak. Ha nagy vonzasi tartomanyt akarunk garantalni,
akkor az 1>0 értéket a lehetOség szerinti legnagyobbnak kell valasztani, azaz csak leheletnyivel kisebbnek,
mint .

36Fzt a folytonossagot becsléssel is ki lehet fejezni, ami szdmszer(i kapcsolatot teremt a x > 0 és a
A > 0 paraméterek kozott. Ha az a fiiggvény kétszer folytonosan derivalhaté és |a”(z)] < M is igaz (itt
nem art arra gondolni, hogy minden egyes rogzitett z—re a'(x) linedris, o”(x) bilinedris operator etc.),
akkor az el6z6 integral-reprezentacié folytatasaképpen

a(r) = a(z) —a(0) = /01 a (rx)drx = /Ol(a'(ra:)—a'(O))dTm = /01 /01 a’(Orx)zdodrx,

amib6l azt kapjuk, hogy a A=,/ QM"“ (& k= % A?) vélasztas megfelels. Ugyanez adédik az a fiiggvény
és az xg pont koriili n—edfoku Taylor polinom kapcsolatat kifejezd

1 1 1
a(zo+h) = a(zg)+ Fa’(;vo)h—i— 5(1”(950)112 +...+ Ea(”)(:vo)h"

1t
+ 5 (1—5)"-a™V (29 +sh)dsh™*'  (ez a Lagrange féle integral-maradéktag)
n! Jo

képlet n =1 specidlis esetébdl is.
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2.53. Lemma Legyenek A, B, C adott d x d mdtrizok és tekintsiik az
BX+XA=C (2.21)

matrix—egyenletet, ahol az X ismeretlen is d x d méretd mdtrix. Tegyiik fel, hogy mind az
A, mind a B mdtrix dsszes sajatértékének valds része negativ.
Ekkor a (2.21) egyenletnek létezik megolddsa.

Bizonyitds. Ami az egzisztenciat illeti, kozvetlen visszahelyettesités mutatja, hogy X =

= — |5 ePiCe? dt megoldés. Valéban,

BX+XA=-— / (BeP'Cett+eP CeMA) dt = — / (BeP'Ce +eP 0 Ae™) dt
0 0

= —/ % (eBtC’eAt) dt = —eBtCeAt‘;O =C.
0

A szamolést az teszi jogossd, hogy az improprius integral az 1.19. Tétel (pontosabban
(1.22) < (2.19)) miatt konvergens.
A mondott feltételek mellett a (2.21) egyenletre az unicitéas is igaz, s6t az

LRYRY - LRY,RY) , X > BX+XA

linedris operator Gsszes sajatértékére és sajatmatrixara is vannak explicit linearis algebrai
formuldk. Az unicitas azzal egyenértékii, hogy a nulla nem sajatérték. Az X megoldasra
adott képlet a linearis analizis gyongyszeme. m

2.54. Lemma Tegyiik fel, hogy az A mdtriz teljesiti a (2.18) feltételt. Ekkor
ATV VA=-1 & V :/ et gt
0

tovabbd a V' madtrixz szimmetrikus és pozitiv definit.
Bizonyitds. A {6 eredmény az unicitdssal kibévitett el6z6 Lemma B=AT, C=—1 specilis
esete. A szimmetria és a pozitiv definitas egyszerii:

T

(ATt = (eAt)T(eATt)T _ AT ATTE _ ATt At T

Y

2T (e M)z = (eAt:I:)T(eAtx) = |6At$|2 és eMr#£0 ha 40

(utébbi azért, mert az © = Az egyenlet megolddsa soha nem vélhat nullavé, ha eredetileg
nem onnan indult). O
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AV métrix meghatarozasa a szamitégépes gyakorlatban nem az improprius integrél
kiszamitdsdval, hanem az ATV +V A= —TI mint (a v;; =v;;, 4,7=1,2,...,d ismeretlenek-
re vonatkozo) linedris algebrai egyenletrendszer megoldédsdval torténik. Haszndlhatjuk
az 1.16. Példa ezzel lényegében ekvivalens

d
ATV4VA=-1 < %xT(t)Vx(t) |t:0 =—a"x
modszerét is. (Az ottani V' kvadratikus fiiggvényt hagyomanytiszteletb6l azonositottuk
az itteni 7V kvadratikus alak V' métrixdval.)

Az elOkészités tulsdgosan hosszura nyult. A tovdabbiakat rovidre zarjuk.

Jelolje x(t) az (V) nemlinedris egyenlet megoldédsét az origd olyan A > 0 sugart kor-
nyezetében, amelyre az |a(z)| < k|z| egyenlétlenség igaz. A paramétereket itt és most nem
specifikdljuk, megvélasztasukhoz utélagos érvelésre van sziikség. A c¢él %xT(t)Vx(t) ‘ o<
< 0, a lényegi szamolas pedig:

d . :
ExT(t)V:U(t) =i Va+a"Vi|_ = (Av+a(z) Ve+a"V(Ar+a(z))
=2 ATVrtad" (2)Va+2"VAr+ 2" Va(z) = 27 (- Da+a () Ve +2"Va(z)

d
=t (OVa(t)] < —2Tetalel [Val+ |2 [[V]-|a(z)] < (=1+26][V]]) |

122



2.9. Matrjosa—babanyi diéhéj: Ljapunov fiiggvények

AV :R? - R fiiggvény x7 € R? ponton athaladé szintfeliilete — egyelére jobb volna a
szinthalmaz kifejezést haszndlni — az {x € RY|V (z) =V (x0)} halmaz. Ha a V fiiggvény
Ct és V'(xg) # 0, akkor ez a szintfeliilet az xq pont egy kis koérnyezetében ténylegesen is
feliilet, amelynek normalvektora az xo—beli

( ov ov ov )

gradV (zo) = a—xl(%), 8_332(%)’ ceey a—xd(%)

gradiens—vektor, amelyet magaval az 1 x d méretii V'(zy) derivaltmétrix—szal azonosit-
hatunk.

Tekinsiik most az @ = f(x) autoném differencidlegyenletet az xo pont egy kis kornye-
zetében. Minden tovabbi megfontolasunk kézpontjaban

a (gradV(xg), f(zo)) skaldris szorzat elGjele all.

Ha ez a skaldris szorzat pozitiv, azaz a gradV (zg) és az f(xo) altal kozrezart szog he-
gyesszog, akkor az & = f(x) egyenlet zo ponton dtmend trajektéridja az zo-hoz kozeli
szintvonalakat azok névekvo sorrendjében metszi, ha negativ, akkor a csékkend sorrend-
ben. Ez az egyszeri észrevétel messzire, nagyon messzire elvezet, ha azt egy szintfeliilet,
vagyis inkabb egy szintfeliilet—csalad, egy Matrjosa—baba szertien egymasba skatulyazott
szintfelillet—csalad Gsszes pontjara egyszerre alkalmazzuk. A skaldris szorzat nem-nulla
el6jele azt a geometriai kényszert fejezi ki, hogy a trajektoriak vagy befelé, a Matrjosa—
baba kozepe felé haladjanak, vagy kifelé, a forditott iranyba, az egyes szintfeliileteket
beliilrdl kifelé metszve.

Aligha lehet véletlen, hogy ez a gondolatkor el6szor Oroszorszégban nyert pontos és
érett megfogalmazast, Alekszandr Mihajlovics Ljapunov 1892—es doktori értekezésében.
A Matrjosa—baba kifejezés magaban az értekezésben egyébként nem fordul elo, de az
intuicié masik forrasat, a magukra hagyott, sirlédasos mechanikai rendszerek energia—
minimumra val6 torekvését maximalis erével hangsilyozza. A V' — ma gy mondjuk —
Ljapunov fiiggvényre a legjobb példa az energia (klasszikus mechanikai rendszerekben,
bizonyos elektromos hélézatokban). A populaciédinamika fitness fiiggvényei is értelmez-
hetok Ljapunov fiiggvényként.

A Ljapunov fliggvények modszerében kozponti szerepet jatszé skalaris szorzat nem
mds, mint t — V(@ (¢, z)) dsszetett fiiggvény derivéltja.”

3"TMostantdl kezdve az xo helyett z—et frunk, hiszen nem egyetlen, hanem egyszerre nagyon sok tra-
jektoria viselkedését vizsgaljuk, hogyan viszonyulnak a V fiiggvény szintfeliileteihez és hogy ezaltal mit
mondhatunk a trajektéridk aszimptotikus tulajdonsdgairdl. A ¢t — V(®(t, z)) Osszetett fiiggvényben az
r a paraméter, a t a valtozé. A derivéltat az Osszetett fliggvény derivélasi szabdlya szerint szamoljuk ki.
AV fiiggvény x pontbeli derivdltmatrixa a V' (x) 1x d méretii métrix, amelyet a gradV (x) sorvektorral
azonositunk. Megoldé-operdtorrdl 1évén szé, a t — ®(t,z) fiiggvény id6 szerinti derivéltja L &(t,z) =
= f(®(t,z)), ami d x 1 méretli matrix, azaz egy oszlopvektor. Igy a (gradV (z), f(z)) skaldris szorzat itt
és most egy sorvektor szorzata egy oszlopvektorral. -
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2.55. Definicié Legyen N' C R? nyilt halmaz és tekintsiik az
(E) i=f(x) , zeN

autondém differencidlegyenletet és a V: N —R C! fiigguényt. A 'V fiiggvény (E) egyenlet
szerinti derivaltja az x € N pontban :

Vigy(a) = 5 V@ED)

ahol ®(t, ) az & = f(x) differencidlegyenlet lokdlis megoldé—operdtora az N halmazon.

Az & = f(x) differencidlegyenlet megoldasai dltaldban nem az egész szdmegyenesen
vannak értelmezve, hanem csak addig, ameddig el nem érik az A" halmaz ON hatdrat, te-
hat esetenként csak nagyon révid idéintervallumokon. Ezen idéintervallumok mindegyike
nyilt intervallum és a kezdeti to =0 iddpillanatot tartalmazza. Tehédt a ¢ =0 pontban vett
id$ szerinti parcidlis derivalt minden gond nélkiil értelmezett. Réadasul Vig (x) kiszdmi-
tasa az (E) egyenlet megolddsa nélkil is lehetséges. S6t, kifejezetten konnyt. Mindossze
az Osszetett fliggvény derivaldsi szabalyat kell alkalmazni, a

d d
SVl ) = V@] (G0 ) = 1 (@) fa(0)

szereposztassal. A t = 0 helyettesitéssel ebbol

Vig)(z) = [V'(2)] f(z) , azaz Vigy(x) = (gradV (z), f(z)) adédik. (2.22)
AV fiiggvény szigorti minimumbhelyeinek kérnyezetében a V( p)(r)<0ésa V( B (x) <0
egyenlotlenségek stabilitashoz illetve aszimptotikus stabilitashoz vezetnek.

2.56. Tétel A.) Legyen az xog € R pont egyensilyi helyzete az (E) egyenletnek, azaz
legyen f(x0)=0. Legyen tovdbbd az N'CR® halmaz az xo pont nyilt kérnyezete, és legyen
VN =R olyan C* fiigguény, amelyre

Vizg) <V(z) Ve eN\{zo} é Vip(r)<0VaeN, (2.23)

Ekkor az xo egyensilyi helyzet (lokdlisan) stabil.
B.) Tegyiik fel, hogy a (2.23) feltétel helyett teljesiil az aldbbi tulajdonsdg:

V(zg) <V(z) Ve e N\{ze} és Vig(z)<0VazeN\{z} (2.24)

Ekkor az xo egyensulyi helyzet (lokdlisan) aszimptotikusan stabil.
Legyen tovdbbd ¢ >V (xq) olyan dllando, amelyre

Nec={z €N | V(z)<c} korldtos és mint R? részhalmaza, zdrt. (2.25)
Ekkor az N. < halmaz része az xo egyensilyi helyzet attraktivitdsi tartomdnydnak,

NC,S C A(xo) .
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A Tétel szokasos alkalmazdsaiban zo =0 és V(xy) = 0.
Az is nagyon gyakori, hogy a (2.25) tulajdonsig alkalmas ¢* > V() mellett minden
V(xg) < ¢ < ¢* esetén teljesiil és

N=U{N.< | V(zo) <c<c}.

A geometriai jelentés roppant szemléletes: az { N, < | V(z¢) <c<c*} halmazok Matrjosa—
babaként veszik koriil az xy egyenstilyi helyzetet.*® A (2.24) kovetkezménye ez esetben
N C A(zg).

Mind a 2.55. Definicié, mind az utdna kovetkezo 2.56. Tétel lokalis jellegli. Ha azonban
N =R9 és V(z) — oo ha |z| — oo, akkor a (2.25) feltétel valamennyi ¢ > V (xq) esetén
automatikusan igaz. A (2.24) kovetkezménye ez esetben A(zy) = R?: az xq egyensilyi
helyzet globalisan aszimptotikusan stabil.

Az egész fogalomkor annyira szemléletes, hogy a magat a definiciot egészen idaig
halogathattuk:

2.57. Definicié6 Az N C R? halmaz erdés Ljapunov felillet az @ = f(z) autondém diffe-
rencidlegyenletre nézve, ha van olyan V : R?* — R C' fiiggvény és olyan ¢ € R dllando,

hogy
Nc{zeR|V(z)=c} é (gradV(z),f(z))<0VazeN.

Az alternativ széhaszndlat szerint a V erds Ljapunov fiiggvény az N C R¢ halmazon, ha
(gradV (z), f(x)) <0 minden x € N esetén.

A jelz6 nélkiili Ljapunov fiigguény fogalmat az éles <0 egyenl6tlenség <0 gyengitésével
nyerjitk. Az = 0 specidlis eset énmagaban is érdekes: a V : R — R fiiggvény az @ = f(x)
autonom differencidlegyenlet elsd integralja, ha V (®(t, x))=const=const(x) minden t R
és v € R? esetén. A klasszikus, Hamilton féle példa az (E) i = %—Ij(x, y), =—L(z,y)

differencidlegyenlet-rendszer, ahol maga a H : R? x R? — R? fiiggvény is elsé integral:

o0H

d . oOH .
EH(‘P(@ z,y), V(t, z,y)|,_, = %(Sﬁ, Y) - &m0+ a—y(l” Y)Yli=o = 0.

38A cél altaldban az, hogy minél nagyobb halmazrdl sikeriiljon kimutatnunk, része az x¢ aszimptoti-
kusan stabil egyenstilyi helyzet attraktivitdsi tartoménydnak. Sokszor magit az N halmazt is nekiink
kell megkeresniink: a szokasos jelolt

N=Ve._.={2eR? | V(z)<c'}, alkalmasan vilasztott c*-gal,

amit tehdat maga a V fiiggvény hasit ki a teljes térbol.

Az elmélet egyébként a teljes A(xg) =N attraktivitdsi tartomdnyon garantalja egy, a (2.24) feltétel-
nek eleget tevo Ljapunov fiiggvény létezését, de sajnos semmilyen konkrét tdmpontot nem ad egyetlen
incifinci Ljapunov fiiggvény megkonstrudldsdra sem. A médszer mégis hatékony: (darabonként) linedris
vagy kvadratikus Ljapunov fiiggvényeket kereshetiink a paraméterek optimélis vélasztdsa révén etc.,
illetve prébélkozhatunk az energidval, vagy bdrmivel, amit a mérnoki/biolégusi intuicié szolgdltat.
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Ljapunov fiiggvények segitségével a trajektoriak menetére vonatkozo geometriai kény-
szerek egész sokasagat fedezhetjiik fel konkrét fazisportrék felrajzolasakor. Egyensulyi
helyzetek aszimptotikus stabilitdsanak eldontése (plusz az ezt kisér6 alsé becslés az att-
raktivitdsi tartomény nagysagdara) csak egyike a szdmos alkalmazdsnak. A 2.72. Példa
jellegzetes csapdahalmazdnak, a (2.31) pontok altal meghatédrozott trapéz négy oldalanak
mindegyike egy—egy Ljapunov fiiggvénynek lesz a szintvonala.

A (2.18) feltétel teljesiilése esetén az (L) &= Az egyenletre létezik V(x) =27V
alaki kvadratikus Ljapunov fiigguény, amely az R4\ {0} halmazon erds Ljapunov fiiggvény
is. Ez a magara Ljapunovra visszamen6 2.54. Lemma atfogalmazasa. A Matrjosa—babak
ebben az esetben d—dimenzios ellipszoidok, amelyet az (L) egyenlet trajektéridi szigorian
befelé haladva, transzverzalisan metszenek. Az origd egy kis kornyezetében ugyanezek az
ellipszoidok erés Ljapunov feliiletek az (N) &= Ax+a(x) egyenletre is, ha az a fiiggvény
Cl és a(0) =0, a/(0) = 0. Kvadratikus Ljapunov fiiggvénnyel elészor az 1.16. Példdban
talalkoztunk.

A most kovetkezd eredményt az angol nyelvii szakirodalom LaSalle, az orosz nyel-
vii szakirodalom Barbasin és Kraszovszkij (a prioritds kettejiiké) nevéhez kapcsolja. A
lényeget tekintve nagyon Gtletes, Bolzano—Weierstrass tipusu tétellel allunk szemben.

2.58. Tétel LaSalle elv Legyen V :RY— R C! fiigguény, és tegyiik fel, hogy a Ve < =
={zeR? | V(z) <c*} halmaz — amely automatikusan zdrt halmaz lesz — egy alkalmas
c* € R esetén korldtos is. Tekintsik az

(E) z=f(z) , z€Veoc
autonom differencidlegyenletet és tegyiik fel azt is, hogy
Vipy () <OV 2 € Ve,

Magatol értetédik, hogy a Vi < halmaz pozitiven invaridns. A V' Ljapunov figgvény (E)
szerinti derivdltjanak zéro—halmazdra vezessiik be a

Zy = {2 € Ve < | Vipy(2) = 0}

jelolést, majd a Zy, halmazban elhelyezkedd teljes trajektoridk unidjdra (ez lesz a Zy,
halmazon belili legnagyobb/maximdlis invaridns halmaz) az

Inv(Zy)={z € Zy | v(x) C Zy}

jelolést is.
A fenti feltételek mellett

w(z) C Inv(Zy) YV axeVec.

Specidlisan, ha xo € Vo« < egyensulyi helyzet és Inv(Zy,) = {xo}, akkor az xy egyensilyi
helyzet aszimptotikusan stabil és Ve < C A(xo).
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A Ljapunov fiiggvények modszere a maxiRe A\, = 0 kritikus esetben is alkalmazhato
egyensilyi helyzetek stabilitasanak vizsgalatara, amikor a linearizalds mindossze a tovdbbi
vizsgdlat sziikséges konkluzidhoz vezet.

2.59. Példa A.) Eldonthet6—e az (E) & =y—2?, y= —z+ 22%y — 1y egyenletrendszer
origdjanak stabilitdsa linearizalassal? B.) Es a V (z, y)=3 (22 +y?) segédfiiggvény rendszer
szerinti derivaltjanak eldjele révén? C.) Globélisan aszimptotikusan stabil-e az orig?
A.) A linearizdlt egyenlet az (1.9) egyenlet, a M\ o = +i kritikus sajatértékekkel.
B.) A linearizalt eqyenlet energiafiigguényét vdalasztva Ljapunov—figguény—jeldltnek,

. . . 2
Vi) (z,y) = (zi+yp)|,_, = 2(y—2°) +y(—z+22%y —y°) = —(«* —¢?)” <0,

ha x,yeR. A stabilitds tehdt rendben van, de a vonzdshoz a LaSalle féle invariancia—elvre
kell hivatkozna.
C.) A rovid vdlasz az,

y—1°=0 és —z+22%y—y*=0 = ZB([E4—1)2:O = x=0¢ér==%1

miatt az eqyensuly: helyzetek Py = (8), P o= j:(}), és akkor az aszimptotikus stabilitds
biztosan nem lehet globdlis.

Kérdés, hogy a Zy = {(z,y) € R?|y = £z} halmaz tartalmazhat—e az eqyensilyi hely-
zetektdl kiilonbéz6 teljes trajektoridt. Az y=x egyenes pontjaiban a vektormezd (v—x3, —
—x+a3), ami a Py, Py pontokat leszamitva sehol sem pdrhuzamos az egyenes irdnyvek-
tordval, az (1,1) vektorral. Hasonloképpen, az y = —x egyenes pontjaiban a vektormezd
(—x—a23, 2 +23), ami a Py pontot leszamitva sehol sem pdrhuzamos az egyenes irdny-
vektordval, az (1, —1) vektorral. Tehdt az egyensilyi helyzetektdl kilonbizd trajektoridk
nem-nulla sz0g alattt metszésekkel haladnak dt az y = £x egyeneseken.

Mindebbol az kovetkezik, hogy az origo lokdlisan vonzo, €s vonzdsi tartomanya tartal-

mazza az {(x,y) € R*|z*+y? < 2} halmazt.

Az 1.16. Példa modszere nemcsak kvadratikus fiiggvényekre alkalmazhato.

2.60. Példa A.) Keressen az (E) i =—xy?, y=12"y egyenlethez V (x,y)=axc+ By alaki
(nem sziikségképpen erds) Ljapunov fiiggvényt, ahol o, 5> 0 és ¢,d € N, ! B.) Mi adédik
a V szintvonalainak segitségével az origd stabilitdasara? C.) Rajzolja fel a fazisportrét!

A.) A hipotetikus Ljapunov fiigguény rendszer szerinti derivdltja

Vig)(z,y) = (acz® i+ Bdy*9)|,_, = —aczy*+ Bda'y,

tehdt a c=4,d=2 és a=1, =2 vdlasztdssal V(z,y) = z* +2y? és V(E) =0.

B.) A trajektoridk a V' szintvonalain haladnak. Mivel a tengelyek minden egyes pontja
egyensilyi helyzet (és tibb egyensilyi helyzet nincsen), minden egyes x*+y* =c > 0
szintvonalon (amelyek ellipszis—sereghez hasonléan dlelik kérbe az origot) pontosan nyole
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trajektoria helyezkedik el (kozilik négy egyensilyi helyzet). Az eredmény stabilitas vonzds
nélkiil.

Elso pillantdsra igéretesebbnek tinik eqy c=4, d=2 és a=1, f=1 vdlasztds, amikor is
V(x,y)=a*+y? és Vg (2, y)=—22"><0. Az ebbdl levonhatd kivetkeztetés azonban sovd-
nyabb, mint a kordbbi. Hidba metszik a trajektoridk (a tengelykereszt pontjait leszdmitva)
az uj segédfiigguény szintvonalait szigorian befelé haladva, eqyikik sem jut el az origo-
ba, hanem lefékezodik™ az egyensilyi helyzetek valamelyikén: az omega—hatdrhalmazok
mindegyike az origotol killonbozo egyensulyi helyzet.

C.) Most mdr tudjuk, milyen dbra sziikséges, illetve hogy mennyiben tehetjik le a
garast koppandsig a szamitogép dltal megrajzolt dbra mellett.

A hatralevokben a stabilitas altalanos fogalméat elemezziik.

Egy egyensulyi allapotdban miikodé elektronikai/mechanika rendszerrel szemben ta-
masztott alapvetd kovetelmény, hogy az ne ,bolonduljon meg” az Shatatlanul fellépo
kisebb ,megzavartsagok” kovetkeztében. A ,megzavartsagok” kiilonbozo fajtainak megfe-
lel6en a stabilitds tobbféle koncepcidjardl beszélhetiink. A legerésebb elvaras az, hogy a
rendszer mintegy onmaga kézombositse a zavard hatdsokat, és hamar térjen vissza a nor-
malis tizemmenet allapotaba, vagy ha ez pontosan nem is lehetséges, egy ahhoz nagyon
kozeli allapotba.

A stabilitas fogalma tobbféle értelemben is hasznélatos:

e cgyensilyi helyzet, periodikus megoldas, illetve fixpont stabilitasa

tetszoleges trajektoria stabilitasa,
ugyancsak a kezdeti allapot kis megvaltoztatasara nézve

kompakt invarians halmaz stabilitasa

a fentiek barmelyikének stabilitasa
az egyenlet jobb oldalanak kis perturbéacidjara nézve

strukturalis stabilitas, a teljes fazisportré stabilitasa
a dinamika kis C* perturbéciéjara nézve

A stabilitas fogalma alapvetd szerepet jatszik a numerikus modszerek elméletében is.

e diszkretizacid stabil egyenstlyi helyzetek kornyezetében nagy 1épéskozzel

e fkonzisztencia & stabilitds < konvergencia
ez Neumann Jdnos és Lax Péter hires tétele®

39amely kozponti szerepet jatszik a numerikus differencidlegyenletek elméletének egészében. A hozza

vezetd 1t els6 lépése Neumann Jdnos 75 < % egyenlGtlensége volt, amely a kezdeti feltétellel és homogén
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A Neumann—Lax Konzisztencia & Stabilitds < Konvergencia Tételt az alabbi kérdés
kontextusaban érthetjiikk meg: Mikor s milyen értelemben lesz az

X A v
S, I T, (2.26)
X, 2y

diagram majdnem—kommutativ? A tényleges feladat az Az =y egyenlet x € X megolda-
sanak kiszamitasa. Konkrét algoritmus azonban csak az Az = y egyenletnél lényegesen
egyszeribb A, x, =y, egyenlet x,, € X,, megoldasanak kiszamitasara létezik. Itt A: X —Y
linedris operator (de nem feltétleniil az egész X téren értelmezett és nem is mindig foly-
tonos), A, : X,, = Y, folytonos linedris operator (amely az X,, teret invertalhaté médon
képezi a teljes Y, térre), X és Y végtelen dimenziés Banach/Hilbert terek, X, és Y,
véges (egymadssal megegyezd) dimenziés Banach/Hilbert terek, S, : X — X, valamint
T, :Y =Y, diszkretizacios vagy projekcié operatorok. A gyakorlatban az n nagy, de nem
tiul nagy eset a fontos, az elméletben az n — oo hataratmenet. A Neumann—Lax Tételnek
nemlinedris valtozatai is vannak. Maga az Euler féle torottvonal médszer is targyalhatd
a majdnem-kommutativ (2.26) diagram alapjan.

2.61. Megjegyzés (A stabilitds/stabilizalds torténete dichéjban) A stabilitds fogalma
a matematikdba a mechanikabol keriilt, a mechanikaba pedig a latin koznyelvbdl. Stabilitas
dallhatatossdagot, szildrdsdgot, dllanddsagot, elmozdithatatlansdgot, tartossagot jelent. A
gorog hasonlo értelemben a hedraios szot haszndlja, amint az a magyar fil szamdra is

Dirichlet peremfeltétellel ellatott diffizié—egyenlet

%7; gi“ Vt>0 Vazel0,n] %(uH»l,j — Ui ) = %(uz 1= 20 U 1)
u(t,0) =u(t,7) =0 Vt>0 = Uio=1uin=0, i=0,1,2...
u(0,z) = g(x upj =g, 7=01,...,n

alaki természetes diszkretizacidjara vonatkozik. A t idévaltozéban T > 0, az x helyvaltozéban h = %w
(n rogzitett pozitiv egész szam) a diszkretizacié 1épéskoze. A récspontok halmaza

{(ir,jh) € 0,00) x [0, 7] | i=0,1,2... és j=0,1,....,n},
a rdcspontokban vett kozelitések pedig rendre g(jh) = gj, illetve

2

u(it, jh) =, %(iﬂjh) ~ %(uiﬂ,j—ui’j) , g Z(ZT jh) =~ hl (Wi j41—2Us 5+ 1) -
A diszkretizacié linedris algebrai egyenletrendszerre vezetett, amely az i =0, i — i+ 1 id6rétegenként
explicit médon oldhaté meg. Idaig minden szép és j6 — most jon a meglepetés: ez a numerikus madd-
szer pontosan akkor vezet a valédi, a pontos megoldds j6 kozelitéséhez, ha ;7 < % A Los Alamos—i
programozok, akik ,magatol értetédGen” elészor a 7 = h 1épéskoz—valasztassal prébalkoztak, alaposan
elcsodalkoztak Neumann Janos tanacsan, de attol kezdve jél miikédott minden. Erdekel valakit, hogy
miért ?
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visszacseng a poliéder, a ,sokféleképpen letelepedni képes test” nevének hallatdn. Jol dllni
( sto = &llni) [latin/ illetve jol dilni (hedra = iil6hely) [gordg] — ez a stabilitas.

Lord Kelvin irta a Kiegyezés évében: “There is scarsely any question in dynamics
more important for Natural Philosophy than the stability or instability of motion.”

A stabilitds torténete mérnokok szamdra a stabilizélas torténete. Hogyan kell tengeri
hajokat ugy épiteni, hogy minél jobban legyenek védve borulds ellen ¢ Fuler mint kutatdsi
feladatot kapta a kérdést a Szentpétervari Admiralitastol: 1749—es Scientia Navalis—dnak
elméleti eredményeit eldszor a cdri flotta hajodcsai probdltdk dtiltetni a gyakorlatba.
Néhdany évvel késébb francia kémek is hozzdfértek a titokhoz. Ez a knowledge trans-
fer (bocsdnat az angol briisszeli nyelvjdrdsa irdnti tiszteletlenségért) a stabilitasrdl valo
gondolkodds és kisérletezés katalizatora lett Furdpa—szerte. Watt 1784—ben felfedezte a
centrifugdlis requldatort — dsszes szabadalma kozil ez volt a legfontosabb — amellyel
szabalyozni és stabilizalni tudta a gozgép dltal forgatott tengely szogsebességét. Igazibol
csak ezzel lépte tul Alexandriai Heron majd 2000 évvel kordbbi munkdssdgadt, aki sajdt
§629épét—gbzgépkezdeményét nem tudta jol korddban tartani” (viszont sikerrel oldotta
meg a lampdban égé olaj szintjének valamint a vizéra sebességének szabdlyozasdt). A sta-
bilitas mint olyan konkrét mechanikai rendszerek tulajdonsdga volt, nem pedig az oket
leiro differencidlegyenleteké. A mérndki gyakorlat sokkal gyorsabban fejlédiott, mint a
rd vonatkozo absztrakcio. A gbzgépek teljesitményének novekedése azonban a Watt féle
centrifugdlis requldtor kontra—intuitiv viselkedéséhez vezetett. A mérnokok technikailag
kezelni tudtak a felmerild 1ij nehézségeket — a paradozont azonban csak Maxwell 1868—
as matematikai értekezése wvolt képes feloldani. Husz—harminc évvel késobb a cirkdlok
agyukamrdinak stabilizdldsa volt a nagy kihivds. A porgettyi stabilizdaldsdra a Feliz Klein
(igen, a hires algebrista!) és Arnold Sommerfeld dltal akkor kidolgozott elmélet ma is
alapvetd szerepet jdtszik az trhajozdsban.

Manapsag a dronok és a vérnyomds vannak soron, de holnap is boven lesz mit stabi-
lizdlns.
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2.10. Strukturalis stabilitas.
Izelit6 a globalis analizisbol
Ez a fejezet a bifurkacié absztrakt fogalmat jarja koriil.

Els6 olvasasra kihagyhato. De aki izgalmasat akar olvasni: mint egy krimit habzsold
ember, olvassa el a végét.

2.62. Definicio A &: TxX =X ésaV:TxY —Y dinamikus rendszerek konjugaltak,
ha van olyan H: X —Y homeomorfizmus, amely trajektoridt trajektoriaba visz, és kizben
az 1dot 1s meqgorzi:

HO(t,x) =V(t,H(x)) VteT VzeX.

Az ilyen homeomorfizmusok neve konjugacié. A ‘H konjugdcio algebrai tulajdonsdgait igy
1s ki lehet fejezni, hogy az

X
I H  VYteT (2.27)
1%

diagram kommutativ.

A konjugacio ekvivalencia-relacidt valosit meg. Lokalisan, az egyes fazisportrék kisebb
nagyobb részhalmazain is értelmezhetd. Jollehet nem neveztiik nevén, a konjugacié fo-
galmaval mar taldlkoztunk a Grobman-Hartman Lemma kapcsan, amely a linearizélas
modszerének jogossagat fogalmazta meg. A stabilitds szempontjabdl nem elfajult egyen-
silyi helyzetek kis kornyezetében, az eredeti nemlinearis dinamika és a linearizalas utani
linearis dinamika egymassal konjugalt.

2.63. Definicio A :RxX =X ésa V:RxY =Y dinamikus rendszerek topologikusan
ekvivalensek, ha van olyan H : X —Y homeomorfizmus, amely trajektoridat trajektoriaba
visz, €s kozben meqgdrzi az idd irdnydt is, de magdt az idét — a hely figgvényében —
atparaméterezi:

HO(T(t),z) =V (t,H(z)) VteT Vee X,
ahol minden régzitett t€ X esetén T™:R—R szigorian monoton névekvd homeomorfizmus
és a

T:XxR—=R | (z,t)—=T%(t)

leképezés folytonos.

A folytonos idejli dinamikus rendszerek alaptulajdonsigai szerint (a 2.8. Definici6
(i) és (iii) axiéméi kovetkeztében) az idé—atparaméterezés automatikusan eleget tesz az
alabbi feltételeknek:

T(x,0)=0 és T(®(T(z,s),x),t)+T(x,s)=T(z,t+s) Vi,seR VreX.
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2.64. Definicié Azi=f(x), €R? és ay=g(y), yER? autonom differencidlegyenletek
topologikusan ekvivalensek, ha az dltaluk indukdlt ® : R x RY — R? és U : R x R — R?
dinamikus rendszerek topologikusan ekvivalensek.

A topologikus ekvivalencia ekvivalencia—relacié. Lokélisan, az egyes fazisportrék kisebb—
nagyobb részhalmazain is értelmezheto. A topologikus ekvivalencia az a fogalom, amely-
nek segitségével két autonom differencidlegyenlet azonosithaté egymaéssal.

Ha egy autoném differencidlegyenlet elegendéen kicsiny C* kérnyezetében csupa olyan
autoném differencidlegyenlet van, amelyek egymaéassal mind topologikusan ekvivalensek,
akkor az adott differencidlegyenletet strukturdlisan stabilnak nevezziik. Egy strukturali-
san stabil egyenletet nem lehet kicsiny C! perturbécidkkal igy megvéltoztatni, hogy az
kiviilre keriiljon a sajat ekvivalencia—osztalyan. Ez a belsé szerkezet robosztussagat, kis
perturbaciokkal szembeni ,ellenéllé—képességét” jelenti.

A strukturélis stabilitds definicijdhoz olyan C! autoném differencidlegyenletekbél
indulunk ki, amelyek az R? tér egészén értelmezve vannak, de magat a strukturalis sta-
bilitdst csak az R? tér korldtos és nyilt H halmazaira definidljuk.

2.65. Definicié Az i = f(z), f € CY (R4, RY) autonom differencidlegyenlet az R tér eqy
korlatos és nyilt H halmazdn strukturalisan stabil, ha létezik olyan n > 0, hogy minden
g € CHR4,RY) fiigguényre a

sup{[f(z)—g()| | z€ H} <n és  sup{|[f'(2) =g ()| | z€ H} <n

feltételek teljesilése maga utdn vonja, hogy az & = f(x) és a y = g(y) autonom differen-
cialegyenletek a H halmazon topologikusan ekvivalensek.

Ezen a ponton hiarom természetes kérdés meriil fel. Az elsé kérdés utdlagos, hiszen
arra a valasz maga a topologikus ekvivalencia.

e milyen alapon ésszerti két autonom differencidlegyenletet azonositani egymassal?

e hogyan lehet eldonteni, hogy két autoném differencidlegyenlet topologikusan ekvivalens—
e egymassal?

e hogyan lehet eldonteni, hogy egy autoném differencidlegyenlet strukturalisan stabil—
e?

Az els6 két kérdés a (valds szamok felett értelmezett) vektorterek korében ilyetén
hangzik:

e milyen alapon ésszerli két vektorteret azonositani egymassal?

e hogyan lehet eldonteni, hogy két vektortér linearisan izomorf egymassal?
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Az els6 kérdésre a valasz: ha linearisan izomorfak. Azaz, ha van kozottiik olyan kélesono-
sen egyértelm, teljes teret teljes térre vivo leképezés, amely inverzével egyiitt homogén
linearis. Azaz ha az Oket halmazelméleti értelemben azonosito leképezés gy is megva-
laszthato, hogy az a rajtuk értelmezett strukturakat is egymaéasba viszi. Vegyiik észre, hogy
a topologikus ekvivalencia fogalma pontosan ilyen. Egy homeomorfizmus, amely a folyto-
nossagi struktirdkat (kornyezetek, konvergencidk etc.) egyméasba viszi, csakigy mint az
id6 mulasat kifejezo strukturakat, azaz a dinamikat magat, a trajektoriakat és azok ira-
nyitasait. Mindezeket a konjugacié is megorzi, st még az idot is, ido—atparaméterezések
nélkiil. A diszkrét idejii dinamikus rendszerek korében a konjugacié tokéletes fogalom,
az, amire sziikségiink van. A folytonos idejii dinamikus rendszerek korében azonban a
konjugacidk altal meghatarozott ekvivalencia—osztalyok tulsdgosan sziikek. Az

x(t) = Asin(a(t —¢))
y(t) = Acos(a(t—¢g))

alaku differencidlegyenletek mindegyike centrumot hataroz meg. Az origétédl kiillonbo-
z6 palyagorbék korvonalak, amelyek az origdt pozitiv, az dramutatd jarasaval ellentétes
iranyban keriilik meg. Az origd egyensiilyi helyzet; a tobbi pont periodikus, és el0szor
%’r id6 elteltével jut 6nmagaba vissza. Sebességiik az o > 0 paramétertol fliggben mas és
mas. Az id6 atparaméterezése a sebesség megvaltoztatasat jelenti, tehat ezek a rendsze-
rek egymassal mind topologikusan ekvivalensek. A konjugacidék szempontjabdl azonban
paronként kiilonboznek egymastdl, hiszen a konjugaciék megorzik a periddusidot. Valo-
ban, ha H(P(t,z))=V(t, H(x)) minden t€T és minden z€ X esetén, akkor a ®(7p, x*)=z"*
tulajdonsaghdl V(ry, H(z*)) = H(P(19, 2*)) = H(x*) kovetkezik.

Visszatérve a masodik kérdésre, a valasz vektorterek esetén egyetlen szobdl all: di-
menzio. Két vektortér pontosan akkor linedrisan izomorf, ha dimenziéjuk megegyezik.
Differencidlegyenletek esetén — az egy— és a kétdimenzids esetet leszamitva — nincs
teljes vélasz. Ujabb analogidara mutatunk ra: nem létezik minden esetet lefedd kritérium
annak eldontésére, hogy két altalanos graf mikor izomorf egyméssal. Viszont arra, hogy
két konkrét graf mikor nem izomorf egymassal, konnyen adhatunk egy egész sor elegendd
feltételt. Ha példaul az egyik grafban kilenc olyan csiicspont van, amelynek a fokszama
hat, a masik grafban azonban csak nyolc, akkor az a két graf biztosan nem izomorf egy-
massal: A mondott egyszerl tény kizarja azt, hogy a két graf kozott 1étezzen grafelméleti
értelemben vett izomorfizmus, azaz a csicsoknak és az éleknek egymasra torténé olyan
megfeleltetése, amely illeszkedéstartd. De arra a kérdésre, hogy két fa mikor azonos, mar
konnyti a teljes vélasz is: amikor Priifer-kddjaik megfeleltetheték egymésnak.*”

Két autoném differencidlegyenlet topologikus ekvivalencidjanak eldontésére sem léte-
zik altalanosan érvényes kritérium, és igy a strukturalis stabilitas sem jellemezhetd belsd

T =y

J=—az } , ahol a >0 paraméter = {

40Barmely két n—cstics graf izomorf voltanak eldontésére Babai Laszl6 (2015) olyan algoritmust adott
meg, amely legfeljebb eC (") 1épéshen véget ér. (Itt C'>0 és ¢>1 dllanddk: a ¢=1 eset polinom-rendii
algoritmusnak felelne meg.) Ez a jelenleg legerdsebb eredmény ebben a témakérben.
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tulajdonsdgokkal. Olyan feltételeket viszont, amelyek kizarjak a topologikus ekvivalenci-
at, konnyl megfogalmaznunk: ilyenek az egyensilyi helyzetek és periodikus megoldasok
szama, ezek stabilitdsanak tipusa etc. A kétdimenzios eset kivételes.

Akércsak a 2.65. Definicidban, tegyiik fel, hogy az z = f(z), f € C'(R? R?) autoném
differencidlegyenlet az egész téren (jelen esetben: az egész sikon) értelmezett, és tegyiik
fel, hogy valamely rq > 0 szdmra

(z, f(z)) <0 Vo€ dH(Ry), ahol H(Ry)={zreR?||z| <R}, (2.28)

azaz a differencidlegyenlet jobb oldala altal meghatarozott vektormez6 a H(Ry) nyilt
korlemez hatarat kiviilrél befelé transzverzélisan (érintési pontok nélkiil) metszi.

2.66. Tétel A fenti eldkészitd feltételek mellett az = f(x) autondm differencidlegyenlet
a H(Ry) halmazon pontosan akkor strukturdlisan stabil, ha a H(Ry) halmazon

e véges sok egyensulyi helyzet és véges sok periodikus pdlya van
o ¢s exek eqyike sem elfajult a stabilitds szempontjabol

o semelyik két nyeregpont sincs trajektoridval dsszekiotve

A Tétel a teljes sikra is megfogalmazhato, azzal a plusz feltétellel, hogy a végtelen
tavoli pont taszit6 legyen (sokkal természetesebb az eredmény a gombfeliileten, ahol az
északi pélusrol — amelyet a sztereografikus projekcio a sik végtelen tavoli pontjanak
feleltet meg — szokas feltenni, hogy taszitd egyenstlyi helyzet legyen). A teljesség ked-
véért idézziik fel, hogy az @ = f(x), f € CH(R? R?) autoném differencidlegyenlet egy x
egyensilyi helyzete vagy egy I' periodikus megoldasa a stabilitds szempontjabol akkor
elfajult, ha a stabilitds pontos tipusa a linearizalas moédszerével nem dontheto el:

e az x( egyensilyi helyzet elfajult, ha valamely sajatértékére Re \j« =0

e a [' periodikus pdlya elfajult, ha valamely sajatértékére |rg| =1

Periodikus palya sajatértéke alatt a 2.69. Tételben szereplé Floquet sajatérték értends. A
d=2 specidlis esetben a I" periodikus pédlya nem—elfajult < exponencidlisan vonz/stabil
vagy exponencidlisan taszit (ami annyit jelent, hogy az idé megforditdsa esetén exponen-
cidlisan vonz/stabil).

2.67. Megjegyzés Az elozo Tétel a globdlis analizis témakorébe tartozik. Fontos megje-
gyezniink, ha a (2.28) feltétel teljesiil és a H(Ry) korlemez csupa nem—elfajult eqyensilyi
helyzetet tartalmaz, akkor ezek szama véges, tipusuk szerint pedig nyeldk (stabil fokusz
illetve csomd), nyergek, vagy forrdsok (instabil fékusz illetve csomo). E'rvényes tovdbba
az Fuler—Poincaré féle dsszeqformula:

#{ forrds} + #{nyeld} — #{nyereg} =1,
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ami a konvex poliéderekre érvényes
#{lapok} + #{ csicsok} — #{ élek} = 2
Fuler—formula megfeleloje. Egy masfajta dltaldnositds az
#{ mazimumbhely} + #{ minimumhely} — #{nyeregpont} =1,

formula, amely olyan F : R* — R C? fiigguényekre érvényes, amelyekre F(z) =0 ha
x € OH(Ry) és amelyeknek a H(Ry) nyilt korlemezen csupa nem—elfajult kritikus helye
van, a kérlemez OH(Ry) hatdrdn pedig egydltaldn nincsen kritikus helye. A kritikus he-
lyek szdma ekkor a H(Ry) nyilt korlemezen véges; tipusuk szerint ezek maximum— vagy
minimumhelyek, illetve nyeregpont-helyek lehetnek. (Kritikus hely a fenti F' figgvény ér-
telmezési tartomdnydnak olyan pontja, ahol az érintosik vizszintes. Idézzik fel azt is, hogy
a kritikus hely pontosan akkor elfajult, ha a hozzdtartozo Hesse—mdatrix determindnsa zé-
Tus. )

Roppant tanulsidgos kapcsolatot keresni a fenti harom elGjeles 6sszegformula kozott.
Nézziik eloszor a differencidlegyenletes valtozatot. Kézenfekvd a lapokat forrdsoknak,
a csucsokat nyeloknek, az éleket nyeregpontoknak megfeleltetni, s mindezt oly médon,
hogy az élek felezOpontjai legyenek a tényleges nyeregpontok, a poliéder élhalozata pedig
a nyeregpontokbdl a nyelokbe tarto trajektériak osszessége. Mindezt nemcsak a konvex
poliéder feliiletén tehetjiik meg, hanem 1gy is, hogy a konvex poliéder élhélézatat eloze-
tesen kiteritjiik a sikba. fgy a sikon értelmezett trajektoridk egy rendszerét, és a mogottes
vektormezot kapjuk: azaz egy autoném differencidlegyenletet a sikon. Induljunk ki egy
kocka sikba rajzolt élhalézatabdl: ha arra sikeriil, maskor is fog! Ekozben a poliéder egyik
oldallapjanak nem—korléatos, ,kiils6¢” tartomany és a végtelen tavoli pont mint forras felel
meg, amelyet azonban a differencidlegyenletes 6sszegformuldban nem vettiink figyelem-
be. Ez a tobbletpont” okozza, hogy az Euler—Poincaré képletben a magikus szam 1-gyel
kevesebb, mint az Euler—féle képletben. Hasonlé okoskodéassal a poliéder sikba rajzolt
élhalozata folé felépithetjiik egy hegységrendszer gerincvonalait, ahol is a hegycsicsok
a poliéder csucsai folé keriilnek, a lapok pedig lefolyastalan medencék lesznek. A vég-
telen tavoli ponthoz ebben a konstrukciéban a —oo mint a vonatkozo6 feliilet abszolut
minumum-helye rendel6dik.

Tanulsagos megérteniink azt is — legalabbis a ramutatd intuitiv érvek erejéig —,
hogy az Euler—Poincaré féle (eléjeles) dsszegformula miért marad igaz akkor is, ha benne
a H(Rp) nyilt korlemezt egy tetsz6leges sikbeli periodikus pélya altal kozrezért korldtos
és nyilt tartomannyal potoljuk.

A bifurkécié(ra vald képesség) végsé soron a strukturélis stabilitds ellentettjét jelenti.

2.68. Definicié Azi=f(x,p), fECH(RIxR* R?) k-paraméteres autonom differencidlegyenlet—
csalddnak a p = fieri paraméter—érték az R tér eqy korldtos és nyilt H halmazdn bifur-
kicios pontja, ha V >0 esetén 3 pu1, s ERE, hogy |11 — fherit| <€ €8 |12 — fierit| <€, de az
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t=f(x, 1) és az = f(x, p2) autondém differencidlegyenletek a H halmazon topologikusan
nem ekvivalensek.

A gyakorlatban legtobbszor a k =1 esettel talalkozunk — még akkor is, amikor tobb
paraméter van, koziililkk egyszerre csak egyet szoktak valtoztatni. A latinbdl szarmazé
bifurkdcio elnevezés kettéagazasra, két kiilon esetre torténo szétvalasra utal. Az egysze-
riibb példék mindegyikében tényleg az a helyzet, hogy az @ = f(x, 1) és az & = f(x, us)
egyenletek a H halmazon topologikusan

o ckvivalensek, ha piq.y —€ < i1, pto < ferit
o ckvivalensek, ha i < i1, pto < flerit +€
e nem ekvivalensek, ha pie.i —e < p1 < plerit < pro < fherit +€

Ebbdl a szempontbdl teljesen mindegy, hogy a kritikus paraméterértékhez tartozo & =
= f(x, perir) egyenlet a kettd koziil éppen melyik ekvivalencia—osztalyba tartozik (ha
ugyan egyaltalan odatartozik).
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2.11. Periodikus palyak vizsgalata

Legyen I' C R? az & = f(x) autoném differencidlegyenlet periodikus megolddsa, a 7o >
> 0 minimalis periddusidével. Legyen pg € T" tetszoleges. A py ponton dtmend Poincaré
metszosik a

S={zeR?| (x—po, f(po)) =0}

halmaz. Az elsé visszatérés T: N,y — R figgvényét mint a H(7,z) =0 egyenlet 7(py) =7
feltételt kielégito lokalis megoldasat definialjuk, ahol

H(r,2) =(®(7,2) —po, f(po)) . (7,0) eRxX.

Természetesen ellendrizniink kell, hogy az implicit fiiggvény tétel H (7q, po)=0 és H' (1o, po)F#
= 0 feltételei teljesiilnek. Valéban,

H (70, po) = (®(70, P0) — Po, f(Po)) = (po— o, f(po)) =0

és

H;(To,po) = (®(70,p0) =0, f(po)) = (f(®(70,p0)), f (o)) = (f(Po), [(po)) #O.

Tehét a H(7,xz) = 0 egyenletbél 7 mint az z fiiggvénye a py € X pont egy N,, C X
kornyezetében (ha a 7(pg) = 7o feltételt is megkoveteljiik) egyértelmiien fejezhetd ki.

A T CR? periodikus pdlya po ponton dtmend Y Poincaré metszésikjahoz tartozé Poin-
caré kovetifiigguénye a

TNy =2, x—7(x)=0(r(x),x)

operator, amelyet — a Y metszésiknak az R altérrel valé azonositdsa utdn — mint
egy R4™1 — RO leképezést fogunk fel. A 7/(pg) mAatrix sy, ko, ..., kg1 sajatértékei a
I' € R? periodikus pdlya Floquet féle sajdtértéke.

2.69. Tétel A I' periodikus pdlya Floguet féle sajdtértékei valoban csak magdtol a peri-
odikus palydtol figgenek, nem pedig a Poincaré féle metszosik, s azon keresztil a kéveto-
fligguény megudlasztasatol.

Bizonyitds. Legyenek pg, po € I tetszdlegesek és tekintsiik a hozzajuk tartozé m: Ny, — X
illetve 7 : ./\7}50 — ¥ kivetéfiiggvényeket. Elegendd azt megmutatnunk, hogy a 7/ (po) és a
7' (po) derivaltak mint (d—1) x (d— 1) méatrixok hasonlék egymashoz.

Megismételjiik az elsé visszatérés fiiggvényének levezetésekor hasznalt gondolatme-
netet, azzal a kiilonbséggel, hogy most a ¥ sik pontjaibdél nem a ¥ sik pontjaihoz tériink
vissza (az els§ visszatérés 7(z) ideje alatt), hanem a 3 sik pontjaihoz a o(z) elsd odaérés
ideje alatt. Az implicit fiiggvény tétel alkalmazéasa igy egy

p:'/\[po_>'/\7150 . = p(z) =2(0(), )
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operatorhoz vezet. Az egyes metszosikok kozotti ‘free flight’ utazasok idétartamait figye-
lembe véve,

() =p ' (F(p(@) VoeeN, = a(po)=(p"") (o) -7 (o) (po),
ahol — és most jelolje I a (d—1)x (d—1) méretii egységméatrixot, mint R4~! identitas—
operatorat —,

ppa) =z YaeN, = (07 ()P () =1.
Igy 7' (po) = T~ & (o) T ahol T = p/(py), amit bizonyitani akartunk. O

2.70. Tétel A T" periodikus palya Floquet féle sajdtértékeinek szorzata mindig pozitiv
szam.

A T periodikus pélya stabilitasat a legegyszeriibb tgy kezelniink, mint barmely maés,
kompakt invarians halmaz stabilitasat. A I" periodikus palya orbitdlisan stabil, haVe>0
30>0, hogy d(z,T') <0 = (®(t,z),T')<e Vt>0. AT periodikus pélya orbitalisan vonzd,
ha 31y >0, hogy d(z,T)<d = d(®(¢t,z),') =0 ha t—oco. Ha I ny,r, K >0, hogy
d(z,T)<ny = d(®(t,z),I') < Ke " Vt >0, akkor I orbitdlisan exponencidlisan stabilis.
Az egyensilyi helyzetekre vonatkozé szohasznalat itt is érvényes, ,orbitalis stabilitas
plusz orbitalis vonzas” egyenlo orbitdlis aszimptotikus stabilitds, mig az orbitalis stabilitds
tagadésa orbitdalis instabilitdis. Ha a I' periodikus megoldas orbitdlisan aszimptotikusan
stabil, akkor vonzdsi mds szoval attraktivitdsi tartomdnya vagy medencéje az

A) ={z e R | d(®(t,z),T) =0 ha t— oo}

halmaz. Mint minden attraktivitasi tartomany, az A(I') halmaz nyilt halmaz.
A K1, ke, ..., kq_1 Floquet sajatértékek segitségével a I' periodikus palya kiilonb6z6
tipusu stabilitdsara elegendo feltételeket, mas szdval kritériumokat fogalmazhatunk meg.

e |rp| <1 VEk: = I orbitlisan aszimptotikusan stabil
e maxy|kg| =1 : = tovdbbi vizsgilat sziikséges

> 1 : = I orbitdlisan instabil

e 34, hogy [xe
Ezek koziil az elso kritérium oda—vissza is érvényes:
o |rp| <1 VEk: < T orbitlisan exponencidlisan stabil,

sot még ennél is tobbet mondhatunk.

A T-hoz val6 tartds a |ki| <1, k=1,2,...,d—1 feltétel teljesiilése esetén egy, a T’
periodikus péalyan megvalésulé konkrét mozgashoz torténé konvergenciat is jelent. A T’
periodikus palyan megval6sulé mozgasok egymads idobeli eltoltjai, amelyeket a ty kezdeti
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id6ponttal (mint az @ = f(z), x(to) = po kezdetiérték—feladat megoldésait) lehet paramé-
terezni s amelyek korabbi jeloléseinkkel az {4, ,, } er Luggvények. A ty =0 vélasztassal
Top, =D, & to € R dltaldnos esetben pedig w4, ,, (t) =p(t—to) VteR.

Ha tehdt |k| <1 YV k és xg€ A(T), akkor létezik olyan t,, € R, aszimptotikus fazisnak
nevezett allandé, hogy

|®(t, 20) —p(t—t4)| — 0 ha t— 0.
Az egyazon aszimptotikus fazishoz tartozé isochrone pontok
'FQUO :{y€A<F) ’ ’(I)(t,y>—q)(t,l‘0)’ — 0 ha t—>00}

halmaza (d—1)-kodimenziés feliiletet hatdroz meg, a {Fu,}, c ) felilletcsaldd pedig az
A(T") halmaz egyrétii fedését adja. A definialé tulajdonsdg szerint

Fm‘/‘—:ﬂﬂo = {p(_tﬂﬂo)}7

a kérdéses feliiletcsalddot tehdt a —t,, =79 —t,, azonositdsok utdn a [0,79) C R interval-
lum pontjaival is lehet indexelni.
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2.12. Hopf sziiletés, Hopf halal

2.12.1. A Hopf-bifurkacié normalalakja

A Hopf-bifurkaciét a tobbinél sokkal részletesebben, a ra vonatkozd oOsszefiiggések —
els6dlegesen a numerikus tapasztalat — tag rendszerében targyaljuk. A Hopf-bifurkdcio
szokasos alakja a (2.12) egyenlet. A normdlforma szét a tipikus példa és a lényegében
nincsen mas példa értelmében hasznaljuk. A most kévetkezo altalanos eredmény azonos-
nak tekintheto kitétele rogzitett p esetén identitdshoz kozeli topologikus ekvivalenciat, a
bifurkaciés paraméter p = p.-; értékének kis kdrnyezetében a topologikus ekvivalenciak
i paramétertol valé folytonos fliggését jelenti.

2.71. Tétel Legyenek p1y < prerie < pho valds szamok és tekintsiik az egyparaméteres

T x x, v,
() :A(M)< >+<f( ’ u)) o << e
J y)  \glz,y, 1)
differencidlegyenlet—csalddot, ahol

A= (o) oatiy) @ A= §) slent 520

tovdbbd f,ge C® és f(0,0, ) =0, g(0,0, ) =0 minden 1 < u < o esetén. Tegyiik fel azt
18, hogy

b#0, ahol b= di Trace(A(p))

m = aly (ferit) + Qoo (ferit)

H=Hecrit

1
C 7£ 07 ahol ¢ = 1_6 (f;:/:::x—i_g:/):l;:y—i_fg;y +g;lg//y)
(mvyvu):(ovovﬂcrit)

1
+ 16 L+ 1) = gy (et 0)) — Flogte — F,00,) .
(xvyvu):(onﬂcrit)

Ekkor az origd egy kicsiny kornyezetében, amennyiben | — pierit| is elegendden kicsiny, a
kiinduldsi differencidlegyenlet—csaldd viselkedése azonosnak tekintheto a poldrkoordindtdas
alakban felirt
7= b(p — ferig)T +1®
i 2.29
{ p=p (2.29)

eqyparaméteres differencidlegyenlet—csalad viselkedésével.

A b #0, c # 0 paraméterek eldjelétol fliggéen négy eset lehetséges. A most kovet-
kezOkben a (2.29) egyenletrendszert vizsgaljuk, a teljes sikon. A ¢ > 0 eset azt jelenti,
hogy a végtelen tavoli pont vonzé (és igy a kérdéses periodikus pélya mindenképpen
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nw=20

n <0

| A
[~/ .

[

(c) p>0

pn >0

(d) Az egyes u értékekhez tartozé kétdimenzids dbrak a térbeli u tengely mentén

2.5. abra. A Hopf bifurkacié stabilitasveszto, ,nyilé virdgkehely” abrazolasa

taszitd). A ¢ < 0 eset azt jelenti, hogy a végtelen tavoli pont taszité (és igy a kérdéses
periodikus péalya mindenképpen vonzo). A ¢ el6jele az origd kornyéki viselkedést csak

akkor befolyésolja, ha p = fie.

o >0, c>0, példaul ¥ = (1 — perse)r + 73
origo: stabil < p < peq, killonben instabil
periodikus palya: 1étezik < < per €s ha létezik, instabil

o b>0,c<0, példdul 7 = (1t — prepiz)r — 13

origo: stabil < p < pe, killonben instabil
periodikus padlya: 1étezik < > pei és ha létezik, stabil

o b<0,c>0,példaul 7 = —(p— pierit)r +7°
origo: stabil < > e, kiillonben instabil
periodikus palya: 1étezik < 1> ey és ha létezik, instabil
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o b<0,c<0,példaul 7= —(p— fierse)r — 1

origo: stabil < 1 > peie, kiillonben instabil
periodikus palya: 1étezik < < per s ha létezik, stabil

Latjuk tehat, hogy a legtobbet vizsgalt stabilitasveszto
1< iy = az egyensulyi helyzet stabilis

az egyensulyi helyzet instabilla valt,

= Perit = { és arrdl stabil periodikus pdlya flizédik le

eset mellett még harom tovabbi eset van. A f#0 paraméter eldjele a korbenforgas iranyat
hatarozza meg. A periodikus pélya sugara valamennyi esetben ro = / ‘(,u— Herit) %’

A (2.12) esetében pugy =0, és b=1, ¢ = —1. (A ey = 0 feltevés nem jelenti az
altalanossag megszoritasat. A pe. — 0 paraméter—eltolas matematikailag mindig lehet-
séges. Ha azonban a paraméter konkrét fizikai jelentést hordoz, akkor jobb annak valodi
szamértékét megdrizni.)

A Tétel megfogalmazasanak koriilményes volta nem szabad hogy barkit is meg-
jjesszen. A bifurkdlédé P = P(u) egyenstlyi helyzet nem sziikségképpen az origd, sot
maga is fligghet a p € R paramétertél. Amire sziikségiink van, az sikbeli differencial-
egyenletek egy, a p€R paramétertdl fiiggd © = f(x, ) csaladja a hozza tartozé egyensilyi
helyzetek egy P(u) csaladjaval és az ott kiértékelt A(u) = fI(P (), u) Jacobi matrixok
csaladjaval egyiitt. Akkor van esélyiink periodikus megoldés sziiletésének /haldlanak ki-
mutatdsdra, ha az A(p) matrix sajatértékei egy p = i kritikus paraméterhez kozel a
A2(p) = a(p) £iB(w), B(p) # 0 konjugalt komplex szdmok, amelyek a kritikus értéknél
(a valds tengely irdnyaba mért) nem-nulla sebességgel metszik a képzetes tengelyt:

d

o) =0 & o] A0,

H=Hcrit

Ha ez valéban igy van, akkor — a ¢ # 0 feltétel esetleges kivételével — a Tétel feltételei
(a stk p paramétertdl fiiggd E(p) — (0) eltoldsai, majd a

0 0 B (%u))

A(perit) = (—ﬁ(um’t) 0

linedris koordinatatranszformécié révén) teljesithetdk, sét a

<,
dp

Blo) =5 & La(| =2

H=Hcrit

osszefiiggések automatikusan teljesiilnek. A ¢ #£ 0 feltétel kozvetlen ellendrzése kifejezet-
ten nehéz. Igazabdl nem is erre van sziikségiink, hanem a ¢ eldjelére. Miért lenne egy
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alland6 pontosan nulla, amikor barmely més szam is lehet? Szinte kizart, hogy nulla
legyen ... hacsak azt valami belso, esetleg rejtett szimmetria ki nem kényszeriti. Annak
eldontésére, hogy a kérdéses, kicsiny atmérojii periodikus pélydk a p..; paraméter elott
vagy utan lépnek fel, az esetek ériasi tobbségében a kérdéses egyensulyi helyzet egy kis
kornyezetére fokuszalé numerikus szimulacio teljesen elegendd.

2.12.2. Az oszcillal6 reakcidk egyik alappéldaja

Matematikai alappéldarél van szé, nem kémiairél.** A leggyakrabban vizsgalt 6t kétdi-
menziés, autokatalitikus alappélda:

Z;—z , v=u—v ahol O<ex1

— Belouszov—Zsabotyinszkij modell (Gray—féle valtozat)

o cu=u(l—u)+av

uv=—1+bu+a+u?v , v=>bu—uv
— Brusselator modell

o u=—(a+bu+uv?v , v=—-av+b—uv
— Gray—Scott modell

o u=—utatutv , v=b—uv
— Schnakenberg modell

o U= —utavt+utv , V=—av+b—uv

— Selkov modell

41 A Selkov modellt gyakran nevezik glikolizis modellnek, u és v véltozéit pedig az adenozin—difoszfat
[ADP] és a fruktéz—6-foszfat [F6P] koncentracidjanak: a glycolysis tényleges folyamatdban azonban —
a rovid ideji intermediereket is beszamitva — tobb tucat anyagfajta vesz részt. Cirkadian biokémiai
reakcidk is vannak, amelyek sejtszinten, napi ritmusban miikédnek. Mai tudasunk szerint az agyban
kozponti 6ra” dolgozik: ez a sejtcsoport néhanyezer sejtbdl all, és a két latoideg keresztez6dése mel-
lett taldlhat6. A miikodés és a szabdlyozas nemcsak az él6lényekben (gondolhatunk egy téli 4lmot alvd
medvére, vagy egy véletlenszer(i ritkasdggal tépldlkozé kigydra), hanem még egy szémitégépben is kii-
16nb6z6 idéskalakon torténik. Nemlinedris oszcillacidkkal villamosmérnok—informatikusok és bionikusok—
biotechnolégusok egyarant, ki—ki a sajat szakmdjéaban eleget taldlkozhat. Szamomra legérdekesebbek a
kiilonboz6 idoskaldkat Gsszekapcsold relaxacids oszcillaciok, Van der Pol, illetve FitzHugh és Nagumo
megfelelé paraméterekkel ellatott matematikai modelljei-modellcsalddjai. A Belouszov—Zsabotyinszkij
modell Gray—féle valtozata is relaxacids oszcillacid, ahol a 0 < € < 1 egyenl6tlenség a felel6s a kétféle
idoskalaért s ennek megfelelGen az u a gyors és a v a lassu valtozd. Oszcillalé kémiai reakciot a vegyész-
mérndk Noszticzius Zoltan miiegyetemi laboratériuméaban lattam el6szor: a piros és a kék percenkénti
szinvaltozasat egy olyan homogén oldatban, ahol szemmel lathatéan semmi méas megfigyelhetd sem tor-
tént. Igazan szép volt. Két lenyligozo oszcillacidés élményem is van, az egyik egy fiatal fecskekoldnia,
amint a kotelékben valé repiilés térbeli nyolcasait gyakorolja a sienai Piazza del Duomo f6l6tt, a masik
klorofilltestek rendezett, periodikus mozgasa egyetlen zoldmoszat—sejtben, mikroszkép alatt: negyven
sotétzold golydbis masirozik egy halvanyzold lavér pereme mentén.

143



Koziilitkk a Schnakenberg modellt valasztjuk. Az a,b > 0 paraméterek koziill az a—t rog-
zitjiik, a b = p paramétert valtoztatjuk.

2.72. Példa Legyen a = %. A 0 < p <1 paramétertartomanyban vizsgaljuk a
t=a—x+2%y , y=p—2ay (2.30)

stkbeli differencidlegyenlet egyensiulyi helyzeteit és periodikus megoldasait.
Az egyensilyi helyzetek egyenletrendszerének egyetlen megolddsa van :

a—x+2%y=0 - . - _(atp
—2%y =0 }+ = at+p—x=0 ésigy P-P(u)-((aw)z).

A Jacobi mdtrizot is konnytii meghatdrozni:

— 2 1421 2
J:( Itaey o ) ,  specidlisan J(P)z( e (atn) )

—2ry  —a? -2 —(a+p)?

A J(P) Jacobi matriz determindnsa és nyoma:

p_t—a—(atp)”

D=(a+p)’, Tia

Az a konkrét értéke illetve a p paraméterre megadott korlatok miatt D > 0. A nyom-
determindns diagramrol tanultak szerint a P egyensulyr nem lehet nyeregpont, csak — a
T =0 és adD=T? dtmeneti eseteket leszamitva — fékusz illetve csomd. Mivel

T=T()>0 < p—a—(atp)’>0

ésmert a g:(0,1) >R, p—pu—a— (a+,u)3 harmadfoki paraboldra a = % mellett g(0) <

<0, g(3) >0 és g(1) <0, a P(n) egyensilyi helyzet pontosan akkor lesz taszitd, ha
pE (i, fh2), ahol pp=0.144 ... és uy=0.712... a g harmadfoki parabola gyokei a (O, %)
lletve az (%,1) intervallumokon. (A g harmadik gyoke negativ szdm, hiszen p — —o0
esetén g(p) — oo €s g(0) <0.) Mindez kétszeri Hopf bifurkdciot jelent, a I'(u) periodikus

gorbecsaldd sziiletését és haldldt* :

“2amit biztosan tudunk, az a kivetkez6: a 0 < p < 1 paraméter ndvelésénél a J(P(u)) Jacobi mdtrix

sajatértékei a p = p1—nél balrdl jobbra atmennek a képzetes tengelyen, majd a p = puo—nél vissza is
mennek. A matematikai szigorisdg elvben megkoveteli a b#£ 0 és a ¢ # 0 feltételek ellendrzését is. (A b
paraméterrel nem nehéz elbanni:

_d<u—a—(a+u)3>
p=pere W atp

ami nem nulla (és ahogy vérjuk, a u = p1 esetben pozitiv, a p = us esetben negativ). A ¢ kiszdmitdsa
azonban roppant keserves. Bele se kezdjiink ...) De az eddigi informaciék mér bdven elegendék ahhoz,
hogy a szamitogéppel milyen jellegli ellendrzé—megerdsitd kisérleteket végezziink.

d

2a—2(a+p1,2 ? da—2p; 2
b= 2 T(0) - ool _

2 - 2
H=p1,2 (G+M1,2) (a+U1,2)
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0<pu<pr: P(u) aszimptotikusan stabil

pw=p1: P(p) elveszti stabilitdsdt

py < p < po: A P(u) egyensulyi helyzet taszit és a 2.71. Tétel szerint
a0<pu—pm <1 ésal<pe—p<Kl paraméter—értékekre
a P(p) egyensilyi helyzetet eqy T'(u) stabil periodikus gorbe dleli koriil

= ps: P(p) visszanyeri stabilitdsdt
o (o <pu<l: P(u) aszimptotikusan stabil

Kézenfekvo arra gondolnunk, hogy a p = py-—nél ugyanaz a periodikus gorbecsaldd hal
meg, mint amelyik a p= puy—nél megsziletett. Felallitjuk tehdt a kévetkezd munkahipoté-
zist, amelyet szdmitogépes kisérletekkel ellenOrziink :

o O<pu<p: P(u) aszimptotikusan stabil
o u=yp1: P(p) elveszti stabilitasdt

o 1y <pu<pg: A P(n) egyensilyi helyzet taszit és
a P(n) egyensilyi helyzetet a T'(u) stabil periodikus gorbe dleli kéril

o =ps: P(u) visszanyeri stabilitdsdt
o Lo <pu<l: P(u) aszimptotikusan stabil

Végiil is rdbizzuk magunkat a szamitogépre. Céltalan hajosnak azonban nincs kedvezo
szele, barhonnan fujjon is. Ha nem is sejtjik, mit kerestiink, akkor nehéz dolgunk van. Ter-
mészetesen az ellendrzo—megerdsito kisérletek mellett sokszor van sziikség tapogatodzo—
felderito kisérletek végzésére is. De vakon probdlkozni nagyon kockdzatos: mdsra is szik-
ség van. A matematikai érvelés és a szamitogépes tapasztalat egyiittesen egyre erdsidd
bizonyossdghoz vezet: a munkahipotézis igaz.

Az el6z6 példa folytatasaként most matematikai érvekkel is alatamasztjuk azt ered-
ményt, amelyet a szamitdgépes kisérletek soran nyertiink: A P(u) egyensilyi helyzetet a
p1 < p < pio paraméter—értékekre a I'(u) periodikus gorbecsaldad o6leli koriil. Ennél tébbet
kaptunk: a szamitogépes tapasztalat azt mutatja, hogy a kérdéses gorbecsalad tagjain
kiviil tovabbi periodikus megoldasok méar nincsenek.

Gondolatmenetiink a Ljapunov tipusu érvelések szép példajaként elvezet annak mate-
matikai bizonyitdsahoz, hogy a (2.30) egyenletnek az a = % és a 1 < p < po paraméterek
esetén van olyan periodikus megolddsa, amely a P(u) egyenstlyi helyzetet koriiloleli.
Ehhez elegendé megkeresniink egy, a P(u) egyenstlyi helyzetet belsejében tartalmazé
csapdahalmazt. El6szor vizszintes—fiiggdleges téglalapokkal probalkozunk, hatha talalunk
kozottitk megfelel6t. Az y tengely pontjaiban © = (a — x + 12y)|,—0 = a > 0, a trajektoridk
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az y tengelyt balrdl jobbra metszik. Az x tengely pontjaiban y = (u—22y)|,—0=p >0, a
trajektoridk az x tengelyt lentrdl felfelé metszik. Iddig remek, mdris kijott, hogy az R >
sfknegyed pozitiven invarians. Ha x=d>0, akkor &= (a —x +22y)|,—qa=a—d+d*y: a vart
T < 0 egyenlétlenség nem teljesiil. Talan az y = e > 0 vélasztassal nagyobb szerencsénk
lesz. Kapjuk, hogy y = e > 0 esetén y = (p—2%y)|y=c = p— 2%, ami 0 < z < 1 esetén
biztosan > 0, viszont x > 1 esetén mar < 0. Ebbe az észrevételbe belekapaszkodunk.
Megnézziik, meddig hozhatjuk jobbra a fiigg6leges oldalegyenest. Ha = =a, akkor a P(pu)
egyenstlyi helyzettél még mindig balra vagyunk, s mégis &= (a — x + 22y)|z—¢ >0 minden
y >0 esetén. Az y = e egyenes x > a részén y = (u—2%y)|y= = p—2%e < 1—a’e, ami
béven negativ, ha e elég nagy (amugy is elég nagy kell legyen, hiszen a remélt tégla-
lapnak tartalmaznia kell a P(u) pontot s igy harom oldalegyenes mar rendben is van).
A negyedik azonban csak nem akar stimmelni, hiszen & = (a —x + 22%y)|,—q = a —d+d?y
pozitiv, ha az y (és az e) csak kicsit is nagy (a domindns tényez6é mindkét koordindtdban
22y a vektormez6 a R, ? siknegyed majd minden pontjaban szinte parhuzamos az (_11)
vektorral). Tehédt a negyedik oldalegyenes nem lehet fiiggbleges, a csapdahalmaz nem
lehet téglalap. Akkor legyen trapéz. Prébalkozzunk egy x4y = f egyenessel, és nézziik
meg, hogy ezt az egyenest (a 0 <y < e sdvban a trajektéridk melyik irdnyba metszik.
A normaélvektor G), amelynek a (2.30) rendszer dltal meghatarozott vektormezovel vett
skalaris szorzata:

o 2
a. 1>(a vt y)
p— %y

A negativ elgjelre van sziikségiink, ekkor van ugyanis tompaszog a vektormezd és a nor-
malvektor kozott: pontosan ekkor mutat a vektormezd a trapéz ferde oldalszakaszdn a
trapéz belseje felé. Ha f = a+p+e+¢e (ahol e > 0 tetszbleges), akkor a 0 <y < e sdvban
x> a+p+e>a+p. A csapdahalmazt tehdt trapéznek sikeriilt vélasztanunk, melynek

csucsal
a 7 a ’ a+pu+e ’ a+put+ete ’ (2.31)
0 e e 0

ahol e>— 2, az e—re vonatkozoé egyenltlenség élesre allitasaval. Igazabdl az e==5 2 valasztas
is lehetseges A trapéz — jeloljilk K—val —, a K trapéz jobb fels6 csucs(pontj)aban a
vektormez6 a jobb alsé csics felé mutat, a trapéz bal felsé csticsaban pedig a jobb felsd
csucs felé. Ezt a két pontot leszamitva a trapéz oldalainak minden pontjaban a trapéz
belseje felé mutat. Ezekbdl a csapdahalmazokrél szolo a 2.47. Tétel

=a+pu—x, ami <0 ha z>a+pu.
rty=f

O(t,0K) Cint(K) minden ¢ >0 esetén

feltétele mar kovetkezik. A kivant csapdahalmazt sikeriilt megkonstrualnunk.

Magatol értetédik, hogy P(p) € int(K), s mivel g < pu < pig esetén a P(u) egyensulyi
helyzet taszit, az attol eltavolodd trajektoriak — hiszen a K trapézbdl nem léphetnek
ki s masodik egyensilyi helyzet nem 1évén, a 2.39. Tétel miatt — egy kozos I' = T'(p)
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periodikus péalyahoz tartanak. Az érvelés a trapéz 0K hataran 1évo pontok mindegyikére
is alkalmazhat6: ezek is olyan pontok, amelyek omega—hatérhalmaza egy kozos I = f’(u)
periodikus palya a K belsejében. A numerikus szimuldciék azt mutatjak, hogy T'(u) =
=I"(u), de az absztrakt elméletbél csak annyi kovetkezik, hogy I'(11) a legbelsd, (1) pedig
a legkiilso periodikus palya a K halmazban. Periodikus palyak unicitdsanak matematikai
bizonyitasa az egzisztencia—bizonyitdsoknal sokkal razésabb feladat.

Tovabbra is a 1 <p< o esetnél maradva, az eddigiekhez hasonlé érvelés azt is kiadja,
hogy el6bb—utébb a (2.30) egyenlet valamennyi trajektoridja bejut a K halmazba. Tehat
a f‘(,u) = I'(n) periodikus pélya és belsejének unidja egyiitt, mint korlatos zart halmaz
a (2.30) egyenlet egész sikra vonatkozé globdlis attraktora.

Autondém differencialegyenletek aszimptotikusan stabil periodikus pélyait az alkalma-
zott tudomanyokban hatarciklusoknak nevezik. A T'(11)=I'(11) periodikus pélya (amennyi-
ben az unicitdst mint numerikus tapasztalatot elfogadjuk) is hatdrciklus.

2.12.3. A kémiai kinetika sztochiometriai alapegyenleteinek fel-
irasa
Matematikailag mar egyetlen, osszetett példa is elmond mindent:

i=(y—a)kzy+...
aX+8Y X467 = §=—Bkaty’+. ..

3= 6kayP+. ..
Itt «, 8,7, 0 pozitiv egészek, k > 0 valds szam.
A (2.30) egyenlet részletes levezetése:
AL x ha csak ez volna a=-r,t=a
2X -5 X ha csak ez volna T=—x N
B-5Y ha csak ez volna b=—y, y=b

2X+Y -1 3X ha csak ez volna T=a%y, y=—a2y

= a=-1 , i=a—x+z%y , b=—y , y=b—2a’y.

Az a és b valtozokat konstansnak tekintve, més széval az A és a B anyagok koncentra-
ci6jat allandénak tartva (ez ,magéat6l” igy van, ha a kiinduldsi A és B anyagok nagy, a
keletkezé X és Y anyagok pedig csak roppant kis mennyiségben vannak jelen), a belsd
reaktdnsokra Schnakenberg (2.30) egyenletrendszere adddik. A negyedik, utolsé reakeid
autokatalitikus. Ne okozzon senkiben zavart, hogy az 0sszes reakcié—allandét — a —
feletti szamok mindegyikét — 1-nek vettiik.
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2.73. Megjegyzés Az elsé hdrom ,magdnyos” differencidlegyenlet levezetése — meg-
lehet — megengedhetetlentiil matematikus. Az elsé két reakcio helyett a kémiai kinetika
tankonyver az

1
A= X ha csak ez volna r=—-x+a

reverzibilis reakciot szerepeltetik, amelyhez csak egyetlen differencidlegyenletet rendelnek
hozzd.

2.74. Példa Buicsiuzoul a Brusselator példa szokdsos levezetése:

AL X

2X+Y —53X t=a+z*y—br—x
B+X S Y+D - {yz—x2y+bw

X -5 E

Es még egy szempont, a [O,oo)d = R% pozitiv ortdns pozitiv invariancidja, amely
minden sztochiometriai differencidalegyenlet—rendszer kézos tulajdonséga. Az ok egyszerii:
a negativ kereszthatdasok hianya. Barmely anyagfajta mennyisége csak azaltal csékkenhet,
ha az eredetileg is volt, és résztvesz egy elemi reakciéban. Hogy konkrét példat mondjak,
a negativ el6jelli —az%y tag csak az z és/vagy az y véltozékra felirt, tehdt az i—tal
és/vagy az y-tal kezd6dé egyenletek jobb oldalan fordulhat elé. Ugyanez az érvelés adja
ki, hogy

i = Br(r1, 9, ..., 24) 6és Br(x)>0 ha x€dR? | k=12,...,d

esetén R% pozitiven invaridns halmaz.
Itt jegyezziik meg, hogy a (3.31) Kolmogorov rendszer esetén R% és 6Ri egyarant
invarians halmazok.

Egy kémiai reakcio térbeliségét altalaban difftizios tagok hozzdaadasaval szokas figye-
lembe venni. Az el6z6 alfejezet legelején ismertetett 6t példa mindegyike az

uy = f(u,v)+diAu ,  u, = f(u,v)+dyAv

alaki reakciéo—diffizié egyenletrendszerre vezet (itt di,ds > 0 a diffuzids egyiitthatdk),
amelyben kedviinkre kereshetiink bifurkaciokat, utazé hullamokat, mintazatokat.
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2.13. Figgelék 4.)
A legegyszerubb bifurkacidk listaja.

e p o

Leképezések bifurkaciéi

Jollehet a bifurkécié fogalmat nem-lokdalisan, a fazisportré egy korlatos és nyilt H hal-
mazan definidltuk, a kénnyen tetten érheto bifurkaciokban megjelend 1j minéség lokalis,
és leggyakrabban egyetlen egyensiilyi helyzet vagy egyetlen periodikus pélya stabilitasi
tulajdonsagainak megvaltozasaval fiigg Ossze.

Egyensilyi helyzetek stabilitdsveszto bifurkacidéinak alaptipusai:

2.75. Példa A bifurkdacios paraméter kritikus értéke mind a négy esetben piei; = 0.

o i=—pu—a> nyereg—csomd (saddle-node) bifurkdcié — d =1
i =pr+y—z(r?+y?)

i = 2+ py— (2 + ) } Hopf (Hopf) bifurkdcio — d =2

o i=pr—x? transzkritikus (transcritical) bifurkdcic — d =1
o i=pr—x> wasvilla (pitchfork) bifurkdcic — d=1

A bifurkdcio megnevezése utdni d az a lehetséges legkisebb dimenzio, amelyben az illetd
bifurkdcio tipusa megualosulhat.

Koziiliik a Hopf bifurkaciot mar részletesen targyaltuk. A polarkoordindtas feliras =
= ur—r?, ¢ = —1 egyenletrendszerébdl jobban latszik, hogy a 4 x 2 eléjel-kombinaciénak
megfeleléen 4 x 2 alesettel van dolgunk, amelyek egymashoz képest

o aziddirdnya: Lr=pr—rdéss=—t, r(s)=p(t) = Lp=—pp+p

3 3

e a paraméter eléjele: r=pur—r°ésv=—pu = r=—-vr—r

e a korbeforgas irdnya: o =—1és ¢ =—60 = =1

szempontjabdl kiilonboznek. A kompakt 7 = pur£173, ¢ = £1 felirds mind a nyolc esetet
tartalmazza. Amire ténylegesen figyelniink kell, azok a konkrét torténések: az egyensulyi
helyzet és a periodikus pélya ,sorsa” — keletkezés, megsziinés, stabilla vagy instabilla
valds — abban a folyamatban, amikor a p paraméter fokozatosan novekedve athalad a
kritikus &= jierie =0 értéken. Ugyanez a teendd a @ =+p+a?, i =+pur£a? i=+prta3
alesetek vizsgalatakor.

A 2.75. Példa elgjelvélasztasaiban az a kozos, hogy a < 0 — p > 0 atmenetnél a
vizsgalt egyensilyi helyzet elveszti stabilitasat. Transzkritikus bifurkécional az o =0 és
az xo = p egyensulyi helyzetek egy pillanatra 6sszeolvadnak, majd ,stabilitast cserélve”
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1jbdl szétvalnak. Nyereg—csomé bifurkaciés példankban (a p < 0 paraméterekre 1étezo)
To=+/—p vonzé és az rog=—+/—p taszité egyensilyi helyzetek a 6sszeolvadds utén kioltjak
egymast. A vasvilla és a Hopf bifurkécios példaknal az origé mint egyensulyi helyzet u<0
stabilitdsa attevédik az onnan lefliz6dd +,/u egyensilyi helyzet—pdrra illetve az ro = /1
periodikus palyara: maga az origd instabilld valik.

n<o n=0 n>0

(a) p<0 (b) p=0, (c) p>0
alulrodl csomé, feliilrdl nyereg

2.6. abra. Nyereg—csom¢ bifurkacié a (2.32) egyenletrendszer—par jobb oldali tagjanak
egységkore mentén

A nyereg—csoma bifurkdcio elnevezést akkor érthetjiik meg csak igazan, ha megraj-

zoljuk az
. 2 -
TR } és az 7".__7’(12_72 } (2.32)
j=—y p =sin® (%) —p

differencidlegyenletek fazisportréit a <0, u =0, p > 0 paraméterértékekre. A tényleges
nyereg—csomo bifurkacié az y=0 tengelyen, illetve az r=1 kérvonalon, mint egydimenzios
invarians halmazokon megy végbe. Kiilondsen a masodik feladat tanulsagos, mert ott a
erie =0 paraméternél keletkezd r=1, p=0 egyensiilyi helyzet vonz6 (az origdt leszamitva
a teljes sik minden pontjat aszimptotikusan magédhoz vonzza) de nem stabil.

Periodikus megoldasok bifurkaciot tgy szokas megadni, mint a hozzajuk tartozo
73 — X Poincaré kovetofiiggvények bifurkacidit. A ténylegesen vizsgalando periodikus
megoldasoknak a kovetofiiggvény fixpontjai felelnek meg. A 3 Poincaré metszdsik helyett
R 7 helyett F irhaté. Igy autoném differencidlegyenletek periodikus megoldasainak
bifurkacidi helyett leképezések fixpontjaira vonatkozé bifurkaciokkal van dolgunk.

Periodikus megoldésok stabilitdsveszt6 bifurkéciéi tehat az F': R — R leképezés
fixpontjainak stabilitasveszté bifurkacidival azonosithatok. Az alaptipusok:

2.76. Példa A —1 < u < 1 bifurkdcios paraméter kritikus értéke mind az ot esetben
terit = 0. A p.mo.v. révidités felolddsa periodikus megoldasra vonatkozo. Feltessziik,
hogy 0 <0 < % és azt is, hogy 0 < q < 1.

o F(x)=x—p—12*> p.mo.v. nyereg—csomd bifurkdcié — d =2
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°
T

(z) = ( xxc(cisielz)t?égégi)ys;gifg)—fgjjfjg)) p.mo.v. torusz (Naimark-Sacker) bifurkdcio

—d=3

2= ’”‘“xﬂs) p.mo.v. periddus—kett6z4 (period doubling) bifurkdcié — d=3

—qy

3

o [

o F(x)=x+pux—x* p.mo.v. transzkritikus bifurkdcié — d =2
( p.mo.v. vasvilla bifurkdcic — d =2

T)=T+pr—x

A bifurkdcio megnevezése utdni d az a lehetséges legkisebb dimenzio, amelyben az illetd
bifurkdcio mint periodikus megolddsra vonatkozo bifurkdcio megualosulhat.

A periodus—kettdzd bifurkdcio F ( ) (H((x)) ( o "q’f;rx ) leképezése szorzat alaku,

ahol G, H : R — R egydimenziés lekepezesek A periédus—kettoz6 bifurkaciot a
G:R-R, z— —x—pr+a®

leképezés mar énmaga is megvaldsitja, de csak a szamegyenesen értelmezett diszkrét

idejii (semi)dinamikaban. Az origé kornyékén G nemlinedris tiikrozés. Dinamikajat a

fixpontok ,korményozzak”. Természetesen az z* =0 fixpont. Ez az x* =0 fixpont |u| < 1

esetén izolalt — a G leképezésnek vannak mas fixpontjai is, de az origotdl tavol. Mivel

G'(2*) = —1—p, =1 < 1 < 0 esetén z* stabil/vonzé, 0 < u < 1 esetén instabil /taszité.
Az igazan érdekes az, hogy

G(z)=—(1+pz+z® = G(z)=G(G(x))=—(1+p)G(x)+(G(x))’

= G(a)=1+p) s — 12+ (—(1+p)z+a®)’ ~ (1+2p)z — 20

szerint a G leképezés 6nmagaval vett G = G oG kompoziciéjanak 0 < << 1 esetén harom
fixpontja is van az origd kozvetlen kozelében. Az egyik fixpont természetesen az origd
maga, r% = r* = 0, a masik kettd pedig jo kozelitéssel az x = (1+2u)z — 22® fixpont—
egyenlet két tovdbbi megoldasaként x*; o = £,/u. Az egyes fixpontokban a derivaltak jo
kozelitéssel

G'(z%)=1+2u>1, illetve G'(z*12) =1+2u—62"|pp i==1—4p<1.

Tehét a G leképezésnek 2% =0 instabil fixpontja (ezt szamolds nélkiil is tudhattuk volna:
hiszen a G-nek is az), 2% » pedig stabil fixpontjai. Mit jelent ez magara a G leképezésre
nézve? A G fixpontjai G ketto—periodusu pontjai. Kozottitkk vannak a G fixpontjai is:
esetiikben a minimdlis periédus egy. Az x*; o pontok nem fixpontok, ezért a periédus—
kett6z6dés: G(z*1)=a*y# 2%, G(G(x*1))=1",. Ha az eddigiekkel ellentétben —1 < 11 <0,
akkor a G leképezésnek az origd egy kis kornyezetében egyetlen fixpontja van, maga az
origo.
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Az F leképezés G koordindtafiiggvénye csak az x, H koordinatafiiggvénye csak az
y valtozotdl fiigg, ez utébbi a p értékétdl is fiiggetlen tiikrozéses kontrakeid, H(y) = —
—qy, —1 < —¢ < 0. Mind a G (mar amennyiben p > —1), mind a H megvéltoztatjik
a szamegyenes iranyitasat. Most mar sejtjiik, mi sziikség volt a méasodik koordinatara.
A G leképezés onmagaban, sikbeli periodikus péalya Poincaré kovetofiiggvényeként nem
realizdlhato. A formdlis ok a 2.70. Tétel. Az G leképezés fixpontja z* = 0 és az ottani
sajatérték G'(z*) = —1—pu < 0, amely Poincaré kovetéfiiggvényrdl 1évén sz6™, Floquet
sajatérték. De akkor a k1 = —1—p < 0 nem lehet egyediil. Sziikség van legalabb még egy
masikra is: ez az algebrai valasz. A geometriai valasz latvanyosabb is, érthetobb is: a
Mébius szalag nem fér el a sikban.

A T(u)CR3, u<0 periodikus palya stabilitdsa tehdt a bifurkdciés paraméter p— peqi =
= 0 — u véltoztatdsakor attevédott egy, a I'(0) periodikus pélyardl lefiiz6d6, nagyjabol
kétszer akkora periédusideji y(u), pu > 0 periédusi péalyara. A bifurkacié a I'(u), >0
periédusi péalydk k; = —1 —pu, |k1| > 1 instabil sajatértékéhez tartozé kétdimenzids (a
mésik dimenziét a korbeforgds adja), a p paraméterrel egyiitt maga is lassan véltozo és
nagyobbodé M"(T'(u)) instabil sokasdgén valésul meg. Ez az instabil sokasdg Mobius
szalag: egyetlen darabbdl all6” pereme van, maga a v(u) periodikus pélya (hiszen x; <0
miatt a Poincaré kovetéfiiggvény egy korbefordulds utan ,titkrosen” jon vissza). Ekozben
a ke = —q sajatérték a |q| < 1 vélasztas miatt végig stabil maradt. A bifurkalédé I'(0)
periodikus palya a p > 0 paraméterértékekre tehat kétféleképpen folytatodik: egyrészt
(a lényegében valtozatlan forgasi idejli és) nyeregszertien instabil I'(u), p > 0 periodikus
palyacsaladban, masrészt a mintegy kétszer akkora periddusidejii és aszimptotikusan
stabil (), p > 0 periodikus pélyacsaladban.

Ehhez képest a torusz, vagy mas néven Naimark—Sacker bifurkdcio sokkal konnyebben
értheto: ami a Poincaré metszésikon invarians kor, az a periodikus palya koriil invari-
ans torusz. A diszkretizalt Hopf bifurkdciéondl mér alkalmazott (2.14)—(2.15) szdmoldst
utdnozva nem nehéz megkapnunk az invaridns kor, illetve térusz ro =ro(p) sugarat is. A
radidlis szimmetriat hasznélva, az R? = X?+Y? és r? = 2% + 22 jelolésekkel

R% = r? cos?(0) + (14 p)*r? sin?(0) — 2r* cos(#) +75.
Az origé kozelében maradva, a |u| < 1 paraméterekre kapjuk, hogy
R=r>0 < 7r'—=2r%cos(0)+(2u+pu*)sin’*(0) =0

= (13(0)), = cos(6) & 4/ cos?(6) — (2u+ ) sin* (),
s ha —1 < p < 0, akkor nincs tovabb, mig a 0 < u < 1 esetben

1 (1) = cos(0) (1= /1= (2u+ 1) tan (6))

Az F leképezés (;, )=(0) fixpontjahoz tartozé Jacobi métrix természetesen (a koordinata-fiiggvények

szétesd, szorzat—szerkezete miatt) diagondlis. Igy a sajatértékek k3 = G'(2*) = —1—pu <0 és ko = H'(y*
x) = —q < 0. A 2.70. Tételnek megfelelen r1rs > 0.
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= rg(p) = cos(d) (1 — (1 - % (2u+ p?) tan(9)>> ~ psin(f).

Egy kicsit megfejelve ezt az eredményt R >r ha ro(p) >7r>0 és r> R ha r>ry(u), tehat
a I'(u) periodikus palya p < 0 stabilitdsa a p — e = 0 — 1 &tmenetkor attevédik
az 6t p > 0 paraméterértékekre koriilolels és ro(p) ~ y/psin(f) sugard T (u) téruszok
stabilitasara.

A neurdlis dinamikabdl ismert tizelés (burst) jelensége mogott nagy frekvencidju, sii-
riin felcsévélt invarians téruszok koriili gyors trajektoriaszakaszok éllnak. A tiske (spike)
jelenséget a lasst és a gyors mozgéasok kétféle idoskalajat természetes modon kombind-
16 relaxacios oszcillaciokkal szokas modellezni. A szinkronizacié az idegrendszerben is,
elektromos aramkorokben is és a matematikaban is egyarant szinkronizacio, de attol
még mindharom szakmaban titokzatos marad.

A most felsorolt stabilitasveszt6 bifurkdciok kozos lényege az, hogy a P(u) egyen-
sulyi helyzetek és a I'(u) periodikus pélydk domindns (dominant), mas széval vezetd
(leading/principal) sajatértékei a komplex C sik stabil tartoményabdl a paraméter fig.;
kritikus értékénél atjutnak az instabil tartomanyba. Egyensulyi helyzetek esetén az a
dominéns sajatérték, amelyre Re Ay maximalis. Periodikus palyak esetén az a domindns
(Floquet) sajatérték, amelyre |ky| maximélis.

A stabilitas szempontjabdl kritikus képzetes tengelyen torténd athaladas tipikus méd-
jai a stabilitas elvesztésekor:

e cgyensilyi helyzetek nyereg—csomd, transzkritikus, vasvilla bifurkacioi:
Ap) € R és A perit) =0, N (pterie) >0

e cgyensulyi helyzetek Hopf bifurkacidja:
>‘172(ﬂ) = O[(:u) ilﬂ(:u) € C\R és a(Mcrit) =0, al(ﬂcrit) >0

A stabilitas szempontjabol kritikus komplex egységkoron torténdé athaladéas tipikus
modjai a stabilitas elvesztésekor:

e periodikus palyak nyereg—csomd, transzkritikus, vasvilla bifurkacidi:
K(:U’) >0 ¢és ’f(,ucm't) - 17 Kl(ﬂcm‘t) >0

e periodikus palyak térusz bifurkacidja:
k12(1t) € C\R és |k12(perir)| = 1, %|51,2|(Mcm‘t) >0

e periodikus palyak peridduskettozé bifurkacidja:
k(1) <0 és K(perit) = —1, K (pterie) <0

Ismételten utalunk ra, hogy a fenti leiras valtoztatas nélkiil érvényes leképezések fixpont-
jainak bifurkacidira. A peridduskettoz6 leképezések kaszkad sorozatai a kdosz kialakula-
sanak egyik tipikus utjak kisérik.
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A nyereg—csomdé bifurkaciéo egy szempontbdl kiilonleges: a bifurkaléds egyensilyi
helyzetek illetve periodikus megolddsok stabil és instabil 4ga egyarant a p < i (vagy a
> [leri) Paramétertartomanyhoz tartozik. A nyereg—csomoé bifurkécié jéval gyakrabban
fordul el6, mint a transzkritikus és a vasvilla bifurkacié egyiittvéve — ennek komoly
matematikai oka van, de itt és most legyen elég a szamitégépes tapasztalatra hivatkozni
— a vasvilla bifurkacié altalaban a rendszer belsé szimmetridira utal.

Egyre nagyobb természetességgel hasznaltuk a A= A(u), kK =k(p), sé6t P=P(u), I'=
=I'(p), M™(I'(p)) jeloléseket. Minden, ami a dinamikéban el6fordul, szabalyosan fiiggene
a paraméterektol 7 A véalasz alapesetben igenlé. Mindaddig, amig nem torténik bifurkacio,
a i — Objektum(u) és a p — Indikétor(u) fliggés reguldris.

Héarom egyszerii, egymaéassal rokon allitas megerositi ezt az intuiciét, amelynek nulladik
szintjén az implicit fiiggvény tétel jut kifejezésre.

2.77. Tétel Legyen f:RIxRF — R C! fiigguény és tekintsiik a i = f(x, p) differenci-
alegyenletek csalddjat.

A.) Tegyiik fel, hogy eqy p = po € R* paraméterértéknél f(wzg, o) =0 és azt is, hogy
az flL(xo, po) Jacobi mdtrix sajatértékei kozott a A=0 szdm nem szerepel. Ekkor az xg=
= P(uo) egyensilyi helyzet a {u € R¥ || —po| < 1} paraméterekre egyértelmiien és C*
mddon folytathatd ki eqyensilyi helyzetek eqy P(u) csalddjdvd.

B.) Tegyiik fel, hogy eqy pu= o € R* paraméterértéknél T'y olyan periodikus megoldds,
amelynek Floquet sajatértékei kozott a k =1 szdm nem szerepel. Ekkor a To = T'(u)
periodikus megoldds a {u € R*||u—po| < 1} paraméterekre egyértelmien és C* mddon
folytathato ki periodikus megolddsok egqy I'(u) csalddjdva.

C.) Tegyiik fel, hogy a n€R* paraméterezéssel elldtott C* mdtrizcsaldd A(ug) tagjanak
(a 1= po € R¥ paraméterértéknél vett tagjanak) egy o € C szdm eqyszeres sajdtértéke.
Ekkor a Mo = Npo) sajdtérték a {u € R¥||u—po| < 1} paraméterekre egyértelmiten és C*
mddon folytathato ki az A(u) madtrizok sajatértékeinek eqy \(i) csalddjdva.

Bizonyitds. Csak a legutols6 allitdst igazoljuk, mert az a legegyszer(ibb. (A kérdéses
méatrixcsaldd leginkdbb A(u) = f1(P(u), p) vagy A(u)=FL(P(u), 1) alakd, attdl fiiggden
hogy paraméterekkel ellatott autoném differencidlegyenlet egyensilyi helyzeteit vagy egy
paraméterekkel elldtott leképezés fixpontjait vizsgaljuk.) Tekintsiik a

p(\, 1) =0 egyenletet, ahol p(\, p) = det(M — A(u)), A€ C, peR".

Mivel \g az A(pug) sajatértéke, a p(A, o) polinombdl a (A—N\g) gyoktényezd kiemelhetd.
Ami marad, eggyel kisebb fokszamu ¢(A) polinom, ahol g(Ag) # 0, hiszen a A\ sajatérték
egyszeres volt. Igy p(Ao, po) =0 és

PA(o, o) = %((A—Ao)Q(A))IhAO = () +(A=20)d'(A))[a=r0 = ¢(Xo) #0,

tehét az implicit fiiggvény tétel feltételei teljesiilnek: a p(A, u) = 0 egyenletbél az elsd
véaltozéd A = A(u), | — po| < 1} alakban kifejezheté. Az eredmény lokalis jellegii, és a
Ao = A(po) tulajdonség is lényeges. ]
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Menet kézben masszivan kihasznaltuk a nemcsak polinomokra, hanem minden f :C—
C analitikus fiiggvényre, s6t minden f :R—R C*fiiggvényre (k>1) is érvényes ha gyoke
van, ki lehet emelni

F(2) = (z—=)gl) és f@w=u—xw[:f@m+wx—m»dﬁ

tulajdonsagokat. Mi koze van ennek a két formulanak egyméashoz? Talan bizony New-
tonhoz és Leibnizhez is van koziik? Hanyszor lesz derivalhatd a gyoktényezo kiemelése
utani mésik szorzétényez6? Ki lehet emelni tovabbi szorzdtényezdket ?

2.78. Megjegyzés Valamennyi sajatérték (a multiplicitastol figgetlenil) a paraméterek
folytonos fiigguénye.

De lassunk végre egy igazi példat!
2.79. Példa Vizsgdljuk a gondosan preparalt

-1 0 7
A= 1 -1 0
0 -1 —-1+4%&

3 x 3 mdtrizcsaldd sajatértékeit a p € R paraméter fiigguényében! Tényleges feladatunk
a sajatértékek viselkedését leiré pu — \.(p), k = 1,2,3 paraméteres gorbék elemzése. A
karakterisztikus polinom

—1-=A 0 Ju
p(A\, p) =det(A(p) —AI) = 1 —1-A 0
0 -1 —1+5&-A
_ 3 2 M / _ 2 %
S ) =~ PO a5 ) = B0 1) ()

Palh ) = —6(A+1)+5 =0

Ladtszik, hogy =0 esetén a A= —1 hdaromszoros gyok. A p(\, ) =0 egyenletbdl

A1)
()\+1)3:M<_1+( 12) > = A3~ —1++v/—p hap=0.
Most megkeressiik azokat a paraméterértékeket, amelyekhez kétszeres gyokok tartoznak :

/ — _ 3 2
P p)=0 = X+1 18}:> L

p(A, 1) =0 183 182 12
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= pu=0 ezmarvolt, p=—108 és A\=—7, pn=108 és A=5.
A p(\, 1) =0 egyenlet a (A, 1) = (5,108) pont kdré tirténd polinom—dtrendezéssel

(A=5)*(9+(A—5)) = (u—108) (2+(>\—5)+%(A—5)2)

2
= )\1,2%5:|:§\/,u—108 ha 1~ 108.

A sajdtértékek viselkedése a (A, u)=(5,108) pont kis kornyezetében élesen elvdlik eqymdstol
attol fiiggden, hogy <108 vagy p1>108 : konjugdlt komplex szdmok, illetve két valos szdm.
Ez az eredmény vildgosan mutatja, mennyire fontos volt a 2.77. Tétel C.) részében, hogy a
sajdtérték egyszeres legyen. A sajdtértékek mozgdsa a paraméter fligguényében most nem
derivdlhato : eqyszerre fentrol és alulrol merdlegesen a valds tengely egqy pontjahoz, majd
a pillanatnyi 6sszeolvadds utdan jobbra el és balra el. Természetesen ugyanez torténik a
(A, ) =(=7,—108) pont kis kornyezetében, hiszen az egész feladat szimmetrikus a (A, u)=
= (—1,0) pontra.
Most megnézziik, hogy a sajdtértékek hogyan masiroznak dt a képzetes tengelyen :

p(iB,p) =0 <& —(PB+3i*B+3iB°+1)+(i*6%+2i3+ 1)% —1=0

3p2—1+(1-5%){5—n=0 e 12
ﬁ3_36+5%20 = =0 ésigy po=——

= 11
valamint (% = 3—% és igy p* —120u+576 =0 : = ju15=60-+v3024.

A macska pofozza meg! Pedig mennyit veszédtem vele, hogy a gydék alatt tiszta négy-
zetszdmot kapjak és tessék: eggyel mellément : 552 = 3025. Ha nem is pontosan, de jo
kozelitéssel iy =5 és B2 = %, valamint pe = 155, amelyhez azonban nem tartozik valds
B. Mivel i = 0-nal mindhdarom gyok a képzetes tengelytol balra van, és p = 108-ndl egy

kettos gyok jobbra, az eredmény az, hogy a paraméter novelésével
o cqy komplex gyokpdr = 5-nél balrol jobbra datlépi a képzetes tengelyt
e eqy valos gyok p = —%fjobbrél balra dtlépi a képzetes tengelyt

Teljes képet csak akkor kaphatunk, ha valamit a pu— 00 aszimptotikus viselkedésrol
is mondunk. Ha |p| > 1, akkor a p(-, i) harmadfoki polinom menetének (nagybani, dur-
va, de nem minden dtlet nélkili) dbrdzoldsa eldrulja, hogy mindhdrom gydke valds. Es

4a kétvaltozds p(A, p) fiiggvény (A, p) = (5,108) pont koriili Taylor sorfejtésének elsé néhany tagjét
— esetiinkben a teljes Taylor sorat — szamoljuk ki, ami persze a lehetséges &altaldnositasokra is jol
ramutat: de inkabb egy ,tele” példat lassunk, mint egy iires” altalanositast
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természetesen az is igaz, hogy pdratlan fokszdmi valos egyiitthatos polinomnak mindig
van valos gyoke.

Az eddigi lokdlis észrevételeket (az aszimptotikus viselkedés is bizonyos értelemben
lokdlis, hiszen a végtelen tdvoli pont kicsiny” kdrnyezetére vonatkozik) a 2.77. Tétel C.)
fényében tmmdr nem nehéz osszerakni a teljes képpé.

Muwvel valodi komplex gyok csak akkor vdlhat valdssd, ha kétszeres, ugyanaz a komplex
gyokpdr fut dssze (A, p) = (5,108)—ndl, mint amelyik a A = —1 pontbdl 60 fokos szig
alatt jobbra indult, s amely destabilizdlodott i =5-nél. A A= —1 pontbol £60 fokos szig
alatt balra indulé komplex gyokpdr (A, u) = (=7, —108)-nél éri el ujbol a valds tengelyt.
Osszességében a komplex sajdtértékek a C komplex sikon eqy lemniszkdtdra megszdlaldsig
hasonlé alakzatot futnak be. A A |u| > 108 paramétertartomdanyban nincsenek komplex
sajatértékek. Egyetlen olyan sajdtérték van, amely valamennyi p € R paraméterértékre
mindvégig valos maradt.

Nehezebb volt, mint gondoltam. Nem lehetett volna az egész feladatot a szamitégépre
bizni?

A pontokba szedett eredmény stabilitasi részét kozvetleniil is megkaphattuk volna a
lassan 150 éves Routh—Hurwitz kritérium segitségével is. Az 1.21. Tétel (n = 3 specidlis
esete) szerint az £ =A(u)x linedris differencidlegyenlet xy=0 egyenstlyi helyzete pontosan
akkor aszimptotikusan stabil, ha

ag >0, ay >0, ap>0 és ajay >ag, ahol p(\) =N +a 2 +a\+ag

a karakterisztikus polinom, a féegyiitthato az = 1 véalasztasaval. Esetiinkben

1 1 11
A)=\? ——pu ) N\ — a1+ =
p(A) +(3 12u> +(3 GM) +( +12u)

12
= S <k<I8 & 11> —120p+576 > 0.

Ez pedig a mar kordbbrél ismert p € (— %, 5) eredmény. A stabil sajatértékek szama 2

ha—oo<u<—%,3ha—%<,u<5és1ha5<,u<oo.
Mostanra lett igazén vilagos, miért foglalkoztunk annyit differencidlegyenletek kis
perturbacidival, paraméterektdl valo fliggésével:

e normalesetben nincsen igazi valtozas (strukturdlis stabilités)
e az 1j minoség bifurkdcidk soran, sét bifurkaciok sorozataban jelenik meg
e a diszkretizacié maga is kis perturbacio, ahol a 0 < h < hg 1épéskoz a paraméter

Numerikus szempontbdl a legfontosabb eredmény az alabbi tétel, mely a technikai
részletek megfogalmazasa nélkiil is jol érthetd.
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2.80. Tétel Strukturdlis stabilitds kicsiny C' perturbdcickra = strukturdlis stabilitds
kicsiny lépéskozii diszkretizdaciokra.

Kritikus esetekben a h lépéskoz maga is lehet bifurkdciés paraméter. Bifurkaciok
szamitogépes vizsgalatakor a p = peq €s a 0 < h < 1 paraméterek hatasa egymassal is,
amint azt a (2.13) egyenlet példajan lattuk, kicsit dsszekeveredhet.
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2.14. Megjegyzések a nem—autoném esetrol

Ez az alfejezet rovid és valdjaban csak jelzés—szerti.

A nem-autoném eset — ha van egyenletesség®® — akkor csak kevéssel nehezebb az
autoném esetnél. Ha azonban nincs egyenletesség, akkor sokkal-sokkal nehezebb. Hogy
mi is ez az egyenletesség, és hogy annak hidnya milyen komplikaciokhoz vezet, azt a
stabilitas példajan mutatjuk be. Egyuttal az is kideriil, miért nem definidltuk eddig a
stabilitas fogalmat autonéom egyenletek tetszoleges megoldasara, miért csak egyensulyi
helyzeteire (illetve kompakt invaridns halmazaira).

Legyen ¢(t) megoldasa az © = f(z) autoném differencidlegyenletnek. A stabilitéds fo-
galmét a ¢(t) megoldasra az © = y+ ¢(t) transzformdcié segitségével értelmezik, amely
az & = f(x) differencidlegyenlet ¢(t) megoldasat az ¢ = g(t,y) nem—autoném differenci-
alegyenlet azonosan—nulla megoldasaba viszi, ahol g(t,y) = f(y+@(t)) — f((t)), hiszen

y(t) = &(t) —@(t) = f(y(t) +(t)) = f((t) és g(t,0)=0VieR.

A stabilitds fogalmat az &= f(x) autoném egyenlet p(t) megoldasara tehat igy kell/lehet
definidlni, mint az y = ¢(¢, y) nem—autoném egyenlet yy = 0 megoldasanak stabilitdsét:

Ve>0VitgeR F0>0 hogy VEER, t >ty és ly—yo| <9I esetén |V(t, to,y)—yo| <e.
Osszehasonlitva ezt az autoném esetre érvényes
Ve>030>0 hogy VteER, t >0 és |[x—xo| < esetén |P(t,x) —xo| <&

definicioval, a kiilonbség nem tlinik nagynak.

Nem tiinik nagynak. Attdl fiigg. Ha a § csak az e—t6l fligg, a ty—tdl pedig fliggetlen,
akkor nincs semmi baj: a stabilitas egyenletes. Ha azonban — dinamikaja valogatja —
d = d(e, ty), akkor a to-tdl vald fiiggés esetleges anomadlidi, durva nem-—egyenletességei
bizony nehezen kezelhetok.

Ljapunov stabilitaselméletét ezzel egyiitt ki lehet terjeszteni nem—autoném egyenle-
tekre is.“® A bifurkécick elméletét mar nem, legalabbis altaldnos tételekben nem lehet
reménykedni. Még a Hopf bifurkédcié esetében is csak egymassal versengd, egyedi példa-
kon alapuld, egymassal nem—ekvivalens definicié—kisérletek ismeretesek.

A nehézségek természetét vilagosan mutatja a kovetkezo példa.

45 A7 egyenletesség” a matematika egyik alapfogalma, alapkoncepcidja, jéllehet altaldban rejtve ma-
rad. Azok az esetek, amikor barmiféle egyenletesség barhogyan is megsériil, kellemetleniil nehezek tudnak
lenni. Az R? korldtos és zart halmazai egytittal kompakt halmazok is: R%ben egy halmaz pontosan ak-
kor kompakt, ha korlatos és zart. Az Olvasék egy része tanulta az absztrakt definiciét is. A kompaktsig
>igazdbol< egyenletesség (kompakt halmazon folytonos fiiggvény egyenletesen is folytonos; fiiggvény-
sorozat egyenletesen konvergens, ha van konvergens numerikus majordns).

46Ey a szabalyozds—elmélet szempontjabdl rendkiviil fontos, hiszen a beavatkozdsok nagy része csak
rovid ideig tart, és automatikusan, amikor a sziikség hozza alapon torténik.
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2.81. Példa Tekintsiink eqy ravaszul megkonstrudlt, kétdimenzios nem—autonom, homo-
gén linearis differencidlegyenletet.
Ime, melynek van rime:

(-0 - (i )

Kozvetlen szamolassal ellenorizheto, hogy

(x(t)) i (cos(t))
— e2 .
y(t) sin(y)
megoldds, amely t — oo mellett nem korldtos. A bokkend csak az, hogy az A(t) mdtriz
sagdtértékeinek valds része minden tER esetén negativ, sét minden t—re pontosan ugyanaz
a negativ szam:
1 V7
Mo(t)=—+i— ViteR.

1,2( ) 1 ? 4

Tehdt egyediil a sajatértékekbol nem lehet semmiféle stabilitasra kovetkeztetna.

Hogy valami j6t is mondjak (Floquet utan szabadon): A specidlis eset, amikor A()
periodikus t—ben, visszavezetheto az autoném esetre. Oké, Floquet!

De az igazan orvendetes az, hogy a szabdlyozas—elmélet képes a nem—autoném, sét a
véletlenszer( idépontokban bekovetkezd (de azért nem drasztikusan nagy) ,megzavart-
sagok”, perturbaciok kezelésére, hatasuk kivédésére.
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2.15. Osszefoglalé példak

Ameddig a hagyomanyos értelemben vett matematikai vizsgdlat nagy biztonsaggal elér,
az a szimmetriaviszonyok, valamint a nemkritikus egyensiilyi helyzetek jellegének tisz-
tazdsa. Természetesen mindezt a (ha csak lehet, kis szamu) paraméter fiiggvényében. A
lokalis vizsgalatok nem nehezek: az els6 1épést mindig meg tudjuk tenni.

A lokalistdl a globalis felé haladdsnak nincs altaldnos receptje. Fazisportré—elemzéseknél
masodik 1épésben

e az egyes attraktorok izoldlasaval

e a szeparatrixok, az instabil és stabil sokasagok altali 6sszekotottségek megéllapi-
tasaval

kell/lehet probalkozni, illetve
e Ljapunov feliiletekkel, Ljapunov fiiggvényekkel
e periodikus palyak keresésével

Szamitogép felhasznaldsaval sokkal messzebbre jutunk. Magatol értetodik, hogy a
szamitogépes tapasztalatokat a matematika nyelvén, illetve az eredeti mérnoki, fizikai,
kémiai, biologiai feladat kontextusaban kell interpretalni.

A szamitégépes tapasztalat ellendrzi a kézzel végzett szamitasokat és ramutat a hibas
részletekre. Olyan esetek is el6fordulhatnak, amikor a szamitogépes tapasztalat szorul
korrekciora — ez utébbi az Arnyékok és szellemek a numerikaban alfejezet témaja. Az
is lehetséges, hogy a szamitégép az eredeti feladat olyan részleteit deriti fel, amelyek
hozzaférheték a tovabbi, kézzel végzett matematikai elemzés szamara, vagy amelyek a
mogottes szaktudomanyok szamara jelentenek 1j, tovabbi kihivasokat.

Paraméteres feladatokban az egymast kovetd bifurkaciok feltérképezése, a kritikus
paraméterértékek megallapitasa, a bifurkacios diagram felrajzolasa kifejezetten nehéz és
kézi szamolasokkal szinte reménytelen. A paraméter menti folytatas (parameter continu-
ation) modszere segit, pontosabban az ennek alapjan késziillt AUTO és MATCONT nyilt
hozzaférésti programcsomagok. Ha csak egyensiilyi helyzeteket vizsgalunk, akkor tizentt—
hisz dimenzios fazistérben két bifurkécidés paramétert még néhany tucat egymast koveto
bifurkacié erejéig jol kezelnek. Periodikus megoldasokat illetGen rosszabb a helyzet. Egy-
részt nehezen indulnak®”, masrészt hamar elszéllnak, de kozben azért torténik-torténhet
egy s mas. Az AUTO és a MATCONT programcsomagok hasznédlatanak megtanulasa,
jollehet a kisér6 dokumentécié igen magas szinvonali, tobb nap munkat igényel.

47igen, az a bizonyos educated initial guess — és most legyen szabad Hermann Hesse egy sorat idéznem
Keresztury Dezs§ szép forditdsdban: ,vardzs él mind a kezdetekben” (,Und jedem Anfang wohnt ein
Zauber inne”)

161



1.) A pipa (de csak ha messzirdl nézzik):

u=0.01
50 T T T

40

-10 ‘
-100 -80

-60 -40 -20 0

2.7. abra. A (2.33) egyenlet fazisportréjanak részlete: az origd egy viszonylag kis
kornyezetébdl induld palyak kozos aszimptotikus viselkedése a p = 0.01

paraméterértéknél — A szinpad kiiiriil. Osszes szerepld: balra el!

Tekintsiik a

t=pr—y> , y=—y+a’ (2.33)
differencialegyenletet, ahol u a bifurkacids paraméter. Két egyensilyi helyzet is van,

() - a0 ()
J:(Z’; __3?{2> = J(P):(“ /

4
_( r 3
A karakterisztikus polinomok

pp(AN) = (A+1D)A=p) s pouy(N) =N —(n—1)A+5p

_ 2
= MP)=—1, M(P)=pu és /\1,2(Q(u)):1 /H:W'

A P pont <0 esetén stabil csomo, ;>0 esetén nyeregpont. A ;=0 eset tobb szempontbdl
is kritikus ... ekkor P és Q(u) osszeolvadnak egy pillanatra
szamitogép.

... bizony jél jonne egy kis
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A masik kritikus paraméterérték = 1, amikor is az egyenlet Hamilton szerkezet(

0 0 oyt
—~H  §g=——H hol H —ay—— 7
oy T U= aho (7,y) =zy T4

i
A H(z,y)=0 szintvonal matematika elemzése a szeparatrixokhoz vezet. A P pont instabil
sokasdganak jobbra indulé dga a (1) pontot megkeriilve mint a P pont stabil sokasa-
ganak felsO dga tér vissza a P-be. A paraméter u = 1 értékénél ,odapattané—elpattand”
(az elnevezés a P pont instabil sokasdga jobbra indulé dgdnak a P-hez |u—1| < 1 mel-
lett torténé ,majdnem vagy igazan” visszatérésére vonatkozik) homoklinikus bifurkdcio
jatszodik le — g = 1-nél P homoklinikus pont, Q(1) pedig centrum.*®

A tovabbiakat illetéen rabizzuk magunkat az animaciok egyikére.

2.) A kobra avagy (a szelidebbek kedvéért) a lepke:

A feladat most is a fazisportré megértése és felrajzolasa. Az egyenlet:
t=—xy , y=a—y—14+puly—y?), ahol 0<p <4 paraméter. (2.34)

Ami régton a szemiinkbe 6tlik, az az, hogy x=0 esetén £=0, specidlisan ha egy megoldas x
koordinataja valamikor 0, akkor mindvégig az marad. Ez geometriailag az x=0 fliggoleges
egyenes invarians voltat jelenti, s6t a ra vonatkozo szimmetriat is sejteti. fgy is van, a
Differencidlegyenletek megolddsainak dbrdzoldsa alfejezet végén irtaknak megfeleloen a
vektormezé és igy a fazisportré is szimmetrikus az y tengelyre nézve).

Az els6 teendo az egyensulyi helyzetek meghatarozasa, és a koriilottiik torténd lineari-
zalds :

—2y=0 = =0 vagy y=0:
y:O = 5172—120 = .1]172::|:1,
=0 = —(+)+uwl-yd+y)=0 = (F+1)(-1+py(l-y))=0

= y=-1 vagy py(l-y)=1.

Mivel az y — y(1—y) fiiggvény legfeljebb az }l értéket veheti fel (és az y = % pontban fel
is veszi), a p € [0,4) esetén az y = —1 mellett tovabbi megolddsok mar nincsenek, p = 4

48 A homoklinikus bifurkécié globdlis bifurkdcid, de nem tartozik a globélis bifurkéaciék deriilt—égbdl-
mennykdesapés (blue—sky) fajtai kozé. Ezzel egyiitt szamitégéppel csak megsejteni lehet, pontosan be-
mutatni nem. A kemény tény, amelyet a matematikai elmélet igazol, az nem maga az odapattands—
elpattands, hanem az a tény, hogy a p =1 esetben a homoklinikus hurok belseje periodikus palydkkal
van kitoltve.

A mogottes matematika Liouville (1.14) formuldja, pontosabban a div(u) = u— 1 kifejezés p = 1-nél
torténo eléjelvaltasa. Ugyanez magyarazza egyébként a ,pipa” alakjat és elnevezését is.

Ha a Q(u) pontot vizsgéljuk, akkor p=1-nél elfajult Hopf bifurkdciét tapasztalunk, hiszen p<1 eseten
a @ stabil fékusz, p > 1 esetén a @ instabil fékusz. Tehat a Hopf féle virdgkehely sikka, pontosabban
sikdarabbd van kiegyenesitve. Ilyetén elfajuldsra nem most latunk példat elészor: hasonld viselkedésre
a van der Pol egyenlet is képes.
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2.8. dbra. A (2.34) egyenlet fazisportréja a p = 1.14 paraméterértéknél. Kérdés:
valédi—e a kobra pupilldja?

esetén y = % is megoldas. Tehat a 0 < p < 4 paraméterértékeknek megfelel6 egyensilyi
helyzetek

e 0<pu<4esetén P, = (_01), P = ((1]), Q= (_01)

o p=4esetén P, = (_01), Py = (é), Q= (_Ol)a R= (0?5)

A derivdlt-, mas néven Jacobi-mdtrixz egy altalanos pontban

J=(.Y e
S\ 2z —1+p(1-3y%) )"

specialisan az egyensilyi helyzetek mindegyikében 0 < 1 < 4 mellett rendre

J(P) = (g

—1
—1+pu

). s

0
-2
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0

0
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és
1
J(R)= ((2) 8) (az R egyenstlyi helyzet csak p =4 mellett 1étezik).

A J(Q) és az J(R) métrixok diagonalisak. Sajdtértékeik 1 és —1—2p <0, illetve £ és 0.
Tehat a @) nyeregpont, az R esetében pedig a linearizalas énmagaban nem ad elegendd
informaciot a jelleg eldontéséhez. Szerencsére az y tengely invarianciaja segit. Mivel a (?)
pontban y = —2, a (8) pontban pedig y = —1, a dinamika mind az R egyensiilyi helyzet
felett, mind kicsivel alatta — egészen a kovetkezo, a @ egyensulyi helyzetig — lefelé
halad. Tehat az R feliilr6l vonz, alulrdl taszit. A sajdtvektorok mindkét esetben i = ((1))
(ez a taszité irdny), és j = (0) (a @ vonzé és az R neutrdlis irdnya).
A J(P) és a J(P,) matrixok karakterisztikus polinomja egyarant

M)~ BV
’ 2

p(N) =N+ (1—p)A+2 :  amelynek gyokei

A 0 < p <4 értékekre szoritkozva négy esetet kiilonboztethetiink meg:

o 0<u<l = Rela(p) <0, ImAo(p)#0
= P, P, stabil fokusz

e u=1 = Re(M\a(p) <0, Im(A2(p))#0 = tovdbbi vizsgalat

o 1< < 3 = Re)\l,g(u) < O, Im)\m(,u) 7& 0
= P, P, instabil fokusz

o 3<u<4 = M), (p)>0 = Py, P, instabil csomd

Ay =1 paraméterértéknél Hopf bifurkdcio torténik: a A;o(p) komplex sajatértékpar
(egy-egy paraméteres gorbén haladva) dtmetszi a képzetes tengelyt, a P;, P, egyenstlyi
helyzetek instabilla valnak, stabilitasuk attevodik a beloliik lefiz6do egy-egy periodikus
megoldésra. PAPIRON, CERUZAVAL ennyi egy szorgalmas didktdl is elvarhato.

A SZAMITOGEPES SZIMULACIOK azt mutatjak, hogy ezek a I'y, I’y periodikus megol-
dasok egészen a p =4 paraméterértékig egyre csak hiznak, amikor is — az R egyensulyi
helyzet egyideji megjelenésével egyiitt — beleolvadnak az () nyeregpont akkor éppen az
R pontba érkez6 szeparatrixaiba.

Mindez vilagosan utal arra, miért volt célszeri a p paraméter értékét megszoritani
a [0,4] intervallumra. Mér jéelére a leendé Hopf bifurkdciét allitottuk vizsgdlédasaink
kozéppontjaba. A lényeget az animéciok egyike pontosan kifejezi.

Az R egyensiilyi helyzet egyébként, alighogy megsziiletett, maris szétesik két masikra:
p >4 esetén a puy(l—y) =1 masodfoku egyenletnek két valés megoldésa van,

pr 2 —4p 1 p—w=4p 1
= > — =—F5 <3
yl(ﬂ) 2/,11 2 €s y2(/’L> 2,LL 2’
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amelyek rendre az R;(u) = (ylou)) és az Ro(p) = (y;()u)) egyenstlyi helyzetekhez vezetnek.

Természetesen ezek koriil is lehet linearizdlni. A Jacobi-mdatrixok

_ (W 0 o
J(Ry) = < 0 —1+,u(1—3y%)> (az Ry csak p >4 mellett 1étezik),

0 —1+p(1—3y3)

tehat az R; vonzd csomd, az Ry pedig nyeregpont. A részletes paraméter—vizsgalatok
elvégzése helyett elegend6 arra hivatkozni, hogy p > 4 esetén g(0, %) = %(u—él) >0 és
0<ys<y; <1.Tehdt a p=4 paraméterértéknél az (0, %) pontban nyereg—csoma bifurkdcio
torténik.

J(Ry) = (_y2 0 ) (az Ry csak p >4 mellett 1étezik) :

3.) Egy programozdsi feladat furcsa eredménye:

Roppant tanulsagos a kiséré dbrasorozat: ugye milyen szép? Egy kikereked6 szemt
kobra ... . De mi torténik a paraméter p = 0.2 értékénél? Milyen kiilonos pusztuldsa
ez a szimmetridanak ... az alvd kobra megmarja énmagat? Talan a MATLAB program
valahogyan hibas? Mi tortént ?

Ime a kérdéses MATLAB programrészlet :

% x’ —-X*y;
hy =x2-y-1+mx* (y-y~3);

clear all;
close all;

Tolh

% xkp: a referencia kezdopont x koordinataja
% ykp: a referencia kezdopont y koordinataja
% N: a kezdopontok halojanak merete (NxN)

xkp = 2;
ykp = 2;
N =11;
global mu;
mu = 4;
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h = .05; % finomsag
K = 100; % lépésszam
origo = 1; % origo "tavolsaga" az abrazolasnal

% a rendszer kezdopontjai
x0 = ones(N"2,1);

yO = ones(N"2,1);

xlepes = 2*xkp/(N-1);
ylepes = 2*ykp/(N-1);

% a kezdopontok halojanak megkonstruallasa

k=1;
for i=1:N
for j=1:N
x0(k) = xkp-xlepes*(i-1);
yo(k) = ykp-ylepes*(j-1);
k=k +1;
end
end

% Analitikus megoldas

T = (K-1) * h;

t=0:h:T;

% fi = zeros(X,2);

zeros (K,N"2);

fiy = zeros(K,N"2);

forn=1: N"2
[t,fi] = ode45(@(t,y) lepke_de(t,y,muw), t, [ x0(n) yo(n) 1);
fix(1:numel(fi(:,1)),n) = fi(:,1);
fiy(1:numel(£fi(:,1)),n) = £fi(:,2);

fix

end

%% Megjelenitesek

% A fazister

figure(1)

hold on;

plot(fix,fiy); % sok szinu abra

% plot(fix,fiy,’r’); % egy szinu abra

plot(x0,y0,’x’)

axis([-abs(xkp*origo) abs(xkp*origo) -abs(ykpxorigo) abs(ykp*origo)]);
xlabel(’x’);
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ylabel(’y’);
title(’Fazister’);
% grid on;

hold off;

168



3. fejezet

Az egyszeriitol a bonyolult felé

Az er6sebben differencialt és integralt rendszert nevezziik komplexnek.!

3.1. Egydimenzids egyfajmodellek

Most tekintsiik az

22,

e =0,1,2,... 3.1
1+4z, eSS (3.1)

xo > 0 adott, és wx,1 =
Beverton—Holt tipust nemlinearis rekurziét. Az n paraméter itt is az id6 mulasat, az z,,
valtozé pedig egy faj éloanyaganak mennyiségét jelenti az n—edik generaciéban.
Bevezetve az a, = -- 1j valtozét, majd (3.1) mindkét oldalénak reciprokét véve az

1 1
ag = — >0 adott, és api1==a,+2 , n=0,12,...
ZTo 2

linearis rekurzidhoz jutunk. A homogén rész altalanos megoldasa 2% ¢, ahol ceR éllandé.
Az inhomogén rész egy partikularis megoldasat kereshetjiik a,, = K alakban. Visszahe-
lyettesités utan a K = %K +2 osszefiiggés adodik, ahonnan K =4. A homogén dltaldnos
plusz inhomogén partikuldris szabaly alapjan

1
a,=—c+4 & r,=——,
n Letdg

2TL

ahol ce R, n=0,1,2,....

1 A differencidltsdg egy rendszer (egy szerv, mint az agy, egy személy, egy csalad, egy testiilet, egy
kultira, az emberiség egésze) OsszetevOrészei kiilonbozdségének a mértéke (felépitésiiket és funkcidjukat
tekintve). Az integréltsag egy rendszer Osszetevérészei kozotti kommunikdlds és egyiittmiikodés (egymés
céljainak a megvaldsitdsa érdekében) mértéke. Az erésebben differencidlt és integrélt rendszert nevezziik
komplexnek.” (Csikszentmihdlyi Mihdly, A fejlédés ttjai, Nyitott Konyvmiihely, Budapest, 2007.)
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A ¢ allandé értékét a kezdeti feltételbol kapjuk:

1 1 1

Tog=——— & Tog=
0 2%@—1—4 c+4 To

A végeredmény tehat
1

1 1
2—n<%—4)+4

Vegyiik észre, hogy tetszOleges zg > 0 esetén z, — 1, a (3.1) feladat tehdt az erdfor-
raskorlatokat markénsan figyelembe veszi. Biolégiai relevanciaja természetesen csak az
T < }l kezdeti feltételnek van. Maga a dinamika — mas szoval az allapotok valtozasdnak
szabalya — roppant egyszerii:

Ty = , n=0,1,2,....

Tpr1=f(xn) © = xp=flz,) © 2—=>X=f(r) & X=f(r),
ahol
2z
C l+4x
folytonos fliggvény. A fiiggvényvizsgalat szokasos modszerei helyett érdemes atalakitani

f képletét:
1 4dr 1 det+1-1 1 |
== == = (1- .
I =5 T =2 T 2( 1+4x)

fgy f grafikonja linearis moédon transzformalt hiperboladg, amibol azonnal latjuk, hogy f
korldtos (0< f(z) <3 Vz €0, 00), szigorian monoton névekeds (st f'(z) >0 Vae[0, 00))
és szigoruan konkav (sét f”(z) <0 Vz € [0,00)) fiiggvény. Amint azt az adbra mutatja,
az [ fiiggvénynek két fixpontja van, z; =0 és 2% = i, ez utobbi aszimptotikusan stabil,
(0, 00) vonzasi tartoméannyal. Az x =0 fixpont instabil és taszité. Az zy € [0, 0o) kezdeti
értékbdl indulé trajektoria az

zo, 21 = f(20), 22 = f*(@0), ..., Tns1 = flzn) = F(f"(20)) = f""(20), ..

pontsorozat, ahol az f (kiilon nem jelzett 0,1, illetve) 2,3,...,n+1, ... kitev6i az iteraciok
szamat jelentik, maga a dinamika pedig az f fiiggvény iteralasanak dinamikaja.

f:[0,00) = [0,00) , =— f(x)

3.1. Tétel Legyen f:[0,1] — [0,1] folytonosan differencidlhatd fiigguény és tekintsik f
egy x* € (0,1) fizpontjdt. Ekkor

e [S|] Ha|f'(z*)| <q<1, akkor f kontrakcid az x* fixpont egy kis, [x* —ng, z* 4+ o]
alaki kérnyezetében a q < 1 kontrakcids dllanddéval.
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o [U] Ha|f'(x*)|>Q>1, akkor az x* fizpont egy kis, [x*— 0y, x*+0¢] alaki kdrnye-
zetébdl indulo trajektoridk mindegyike (leszdmitva magdt az x* fizpontbdl induld és
mindvégig ottragado trajektoridt) valamikor elhagyja ezt a kirnyezetet

Az xp1 = f(x,) képlettel definidlt rekurzid/iterdcio viselkedése az x* fizxpont egy kis
kornyezetében monoton, ha f'(x*) >0, és alterndld/oszcilldlo, ha f'(x*) <0. Monotonitds
szempontjabol az f'(x*)=0, stabilitds szempontjabol az |f'(z*)|=1 eset a kritikus, amikor
tovdbbi megfontoldsokra van sziikség.

Bizonyitds. Jollehet tobb kiilonbozo esetet felsoroltunk, ezek egyiittvéve is csak alig ér-
demlik meg a tétel nevet. A Tétel név haszndlata a pokhalé—diagramok (cobweb plot/diagram)
szépsége mellett a matematikai elemzés veszedelmesen komoly nehézségeire is felhivja a
figyelmet. Csak a lokalis viselkedés megértése konnyt.

Az [S] és az [U] éllitasok abszolut lokalis jellegliek és remek—jol szemléltetheték.
Lassuk a formalis bizonyitdsokat?!

[S] Az [’ derivaltfiiggvény folytonossiga miatt létezik olyan 7y > 0, hogy [z* —ng, z*
x+1o] C[0,1] és

F@)<q Yaoele —n,a+m).

gy minden z,7 € [2* —no, *+np] mellett a Lagrange féle kozépértéktétel szerint | f(z)—
—f@) =11 &) (z—2)| < q|-x—7Z|. Az T =z vélasztédssal |f(z) —a*| = |f(z)— f(z*)]| <
< q-|z—x*|, tehdt x € [z* —ng, 2* +no] esetén f(x) € [z* —ng, 2"+ 1] is teljesiil. Tehat az
f figgvénynek az [x* —ng, z* 41| intervallumra vett megszoritdsa valéban kontrakei6 és
tetszéleges xg € [x* —ng, z* + 1] esetén

|z, —a*| < ¢"|vo—2] , n=0,1,2,....

[U] Az f’ derivéltfiiggvény folytonossdga miatt létezik olyan 6y > 0, hogy [x* — 6y, 2* +
+6y] C [0,1] és
If'(2)]| >Q VY axelx*—0,x"+6).

Legyen xq € [2* — 0y, z* + 6]\ {x*} tetszbleges. Az [S] részhez hasonlé gondolatmentettel,
mindaddig, amig xg, 1, ...,zx € [z*—0y, 2%+ 6], az is igaz, hogy

lzn — 2| > QN|2zg—2*|, ami elegendden nagy N esetén ellentmondds.

Az f'(x) > 0 Va € [0,1] pbtldlagos feltétel csak egyféle dinamikat enged meg: egy
tetszoleges xy € (0, x*) kezdOpontbdl indulé trajektéria szigortian névekvé médon, egy
tetszbleges xy € (z*,1] kezdépontbdl indulé trajektéria pedig szigorian cstkkené médon
tart az x* fixponthoz.

2 Abra-kommentérok, abra—magyarazatok, semmi tobb! Az dbrédkat az Olvasé rajzkészségére bizzuk,
csakigy mint az z* =0, * = 1 esetek targyalasat.
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Lényegében ugyanez a dinamika valésul meg az egy faj ,létszamanak”, valdjaban
éléanyag-mennyiségének valtozasat leird legegyszeriibb eréforraskorlatos modellben, Ver-
hulst logisztikus

:t:rm(l—%) Kz,
t) = 3.2
z(0)=xz9, 0<20 < K } = =(t) 2o+ (K —z)e " (3.2)

differencialegyenletében, ahol a r > 0 a novekedési rata, K > 0 pedig a kornyezet eltar-
toképessége.

Természetesen a novekedési rata és a kornyezet eltartéképessége mint paraméterek
az altalunk eddig téargyalt R=2, K = % Beverton—Holt (3.1) modellbe is beilleszthetk :
xn+1=% } S oy = Kxg
To, 0<zg< K zo+ (K —zo) RN

(3.3)

Itt R>1 jelenti a novekedési ratat, s a logisztikus (3.2) differencidlegyenlethez hasonléan
most is K >0 a kornyezet eltartéképessége. A K — oo hatdrdtmenettel (3.2) illetve (3.3)
a sokat kritizalt, de nagy torténeti fontossagu (folytonos ideji t=ax, a>0 illetve diszkrét
idejit x,41) = (14+a)z,, a > 0 Malthus modellekbe megy at. A kamatos kamat gyakorla-
taban megjeleno exponencialis novekedés illuzidja a pénziigyek vilagaban szivosabbnak
bizonyult, de j6 ideje méar a mainstream kozgazdaszok és a banki matematikusok sem
hisznek benne, s6t legtijabban nem is propagaljak.

A teljesség kedvéért ismertetjiik a megfelel6 kezdetiérték—feladatok megoldasainak
levezetését. A Verhulst differencidlegyenlet esetében

) x Kdzx
l’—?"l’(l—?) = m—rdt,

majd a valtozok szétvalasztasa utan mindkét oldalt integralva, a bal oldalon all6 fiigg-
vényt parcialis tortekre bontva

K A B

——=—+ K=(-A+B AK VreR
oK =) —te— © (—A+B)z+ T €

0=—A+B é K=AK & A=1 és B =1, majd integrdlva

T
=ce™ ahol c=

K—z

log(x)—log(K —x) =rt+C = Koz

mig az altalanos Beverton—Holt rekurzi6 esetében

. B R - 1 _}_R—l R
e %—i—% T K Tp41
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és most az a, = zi 1j valtozora az a = %, B = %—If = % = —% 1j paraméterekkel
N
N a’ —1
pi1=aa,+3 = ay=a ¢+ =]
1 K$0

= INZ 1 ad-1 N
N L — o o+ (K —z9)x

a teendok.
A megoldasok meghatarozasanal sokkal fontosabb az az észrevétel, hogy a semiimp-

licit Euler diszkretizacio

& R=1+hr vilasztds mellett

:L’n+1> a h— R—-1
K o
a folytonos idejii Verhulst differencialegyenletet a diszkrét idejii Beverton—Holt rekurzi-
6ba viszi. Valoban,

Tpi1 = Tn+hrx, <1 —

R—-1 Tn R—-1
$n+1:$n+r7xn (1— [;1) <~ xn—i-l:Rxn_Txnxn—l—l <~ (33)

Megallapithatjuk tehat, hogy a némiképpen ad hoc semiimplicit Euler modszer az, ame-
lyik megfelel a Verhulst differencidlegyenlet belsé természetének. A szokasos explicit és
implicit Euler mddszerekkel valé 6sszehasonlitasban

e 1,1 =x,+hrx, (1 — %) . explicit Euler

— kvadratikus rekurzio, amely nem oldhaté meg zart alakban

o T, 1 =xpthrr, (1 — %) . implicit Euler (ez is ,explicit”)
— kvadratikus egyenlet az x,, 1 ismeretlenre
o ., =x,+hrx, (1 — %) . semiimplicit Euler
— linearis egyenlet az az x,,, ismeretlenre, ami a zart alakban megoldhato
(3.3) rekurziéra vezet

A diszkusszi6 tényleges célja, hogy ismét felhivja a figyelmet a mar sokszor emlitett
alapelvre: Minden feladathoz olyan szamitogépes—numerikus eljards keresendo, amelyik
nemcsak kvantitative jo kozelités, hanem a leheto legjobban megfelel a feladat belso
természetének is.

A generaciok véltakozasanak figyelembevétele a modellezés sordn tobbféle modon le-
hetséges. Lehet az id6, mint példaul Fibonacci d=2 vagy Leslie d>2 matrix—modelljeiben,
diszkrét. Ezekben a modellekben az egyes korosztalyok mas és mas ratdknak megfele-
16en élnek tovabb, illetve szaporodnak. A tényt, hogy szaporodas csak az ivarérettség
elérése utan lehetséges, folytonos idejii modellekben idokésleltetés bevezetésével szokas
kifejezésre juttatni. Nicholson Ricker (3.4) fliggvényét is felhasznélva igy jutott el az

i(t) = a(t—r) (%) —a(r)
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alaku késleltetett differencidlegyenlethez, ahol a 7 > 0 konstans az idékésleltetés, 6 > 0
pedig a haldlozasi rata. Ebben a modellben is lehetséges kdosz. Verhulst (3.2) modelljét
Hutchinson (a 2.11. Példdban mér felemlitett)

#(t) = ra(t) (1— ‘”(7))

alakra mddositotta. Integro—differencidlegyenlet modellek is lehetségesek, amelyek az
egyes populacidk folytonos koreloszlasasat is figyelembe tudjék venni.
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3.2. A Ricker modell. Kaoszrol altalaban

A (3.3) Beverton—Holt rekurziéhoz hasonléan a Ricker altal bevezetett kétparaméteres
xo >0 adott, és x,41 = xneR(lf%) , n=0,1.2,... (3.4)

nemlinedris rekurzio ugyancsak egy faj éléanyaga mennyiségének valtozasat probalja ge-
neraciérol generaciéra modellezni. Az R > 1 és K > 0 allanddk itt is a novekedési ratat

illetve a kornyezet eltartéképességét jelentik. A K paraméter azonban egyszerre utal az

1 , , s 7 R e . , . _ . ,
er6forrasok korldtozottsdgara (az wel(1-%) kifejezés maximuma % e#71) illetve a zstfolt-

sdg nehezen elviselhetd voltara (z — oo mellett v (%) - 0).

A Ricker éltal valasztott iteraciés képlet, ellentétben a Beverton—Holt rekurziéval,
bonyolult és szembeotlen ,szabalytalan” dinamikara vezet. Ez mar a K = R specialis
esetben is lehetséges. Bevezetve az A = Ref'™! jelolést (és K—t mindvégig R-nek vélaszt-
va), a tovabbiakban csak ezt az

xo > 0 adott, és z,.1=Az,e”™ | n=0,12,... (3.5)

egyparaméteres rekurziot vizsgaljuk, az A paraméter A > 0 értékeire.

A=1427
N A=1293

3.1. dbra. A (3.6) Ricker leképezés grafikonja az A > 0 paraméter bizonyos értékeire

A Ricker leképezés, méas széval az

f=f(A-):]0,00) = [0,00) , z— f(x)=Azxe ™™ (3.6)
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fliggvény — az egyszertiség kedvéért az A paramétert nem mindig irjuk ki — tulajdon-
sagai egyszeriien megallapithatok:

>0 ha <1 = [ novekszik
f(x)=Ale*—ze™®) = f'(£) =0 ha z=1 = maximumhely
<0 ha >1 = [ csokken

<0 ha <2 = f konkav
f"(z)=A(x—2)e™ = f'(z)< =0 ha x=2 = inflexids hely
>0 ha >2 = [ konvex

Az f fiiggvénynek két fixpontja van: a 0 mint fixpontot leszéamitva (ha egy faj a kezdeti
idopontban nem volt jelen, akkor késébb sem lesz — ez minden migraciémentes populéa-
ciédinamika alaptulajdonsdga) z* =log(A) (méar amennyiben log(A4) >0 < A >1) az
egyetlen nemtrivialis fixpont. Mivel f'(log(A)) =1—1log(A), ez a fixpont a 3.1. Tétel [S]
része szerint 1 < A < e? esetén stabil és vonzé, [U] része szerint e® < A esetén instabil
és taszité (A = e? esetén pedig tovabbi vizsgalat sziikséges). Az A paraméter A = e?
értékénél az (A—val egyiitt novekvd) z* fixpont elveszti stabilitdsat. A szamitégépes szi-
mulaciok pokhalé—diagramja szerint a stabilitas attevodik egy, az x* fixpontbdl lefiz6do
ketto—periédusu palyara, amely a paraméter tovabbi novekedésével négy—periddusi stabil
palydba megy at, és igy tovabb ... amig a peridduskettézd bifurkaciok sorozata, kicsivel
a paraméter A = 15 értéke el6tt el nem tinik egy, az eddigieknél sokkal bonyolultabb
dinamikéban. A kaosz kialakulasanak egyik prototipusat értiik tetten.

A mogottes matematikat jol lehet szemléltetni az f, az f2, az f4, az f2 etc. fiiggvények
grafikonjan, a fixpontok — ahol ezek a fiiggvénygrafikonok metszik az atlot — az A pa-
raméter novekedése altal okozott véltozdsainak tanulmanyozasaval. (Meg is tessziik ezt,
de nem a legelso, a kaoszt eloszor | kifejleszt6” peridduskett6zo bifurkacidk sorozatdban,
hanem a kaotikus paramétertartomanyon beliili periodikus ablakok egyikében — amint
az a 3.4., 3.5. és 3.6. Abrékon pontosan kovethetd.) Magdtol érteté6ds, hogy f? fixpontjai
f-nek vagy fixpontjai, vagy pedig ketté—periodikus pontjai, f* fixpontjai pedig f-nek
vagy fixpontjai, vagy ketté—, illetve négy—periodikus pontjai. Altaldban is, N () =z
esetén

xg EN xy = f(xp) EANREN xy = fN(xy_ ) =z periodikus palya, és

a minimalis periddus a legkisebb egynél nagyobb osztéja az N > 1 egésznek.

A periodikus pélya stabilitdsa azon mulik, hogy
d
T fN ) = FUNT@) ST ER) (P ) - £ (f(ap) - f(5)
= fl(@f_n) - fl@f_g) - f(@3)) - £ (7)) f (25)
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T T T T T
— Lyapunov exponens (i) 1

X(0)

(a) Az 1 < A < 30 paramétertartomdny

T T T
Lyapunov exponens (L)‘ 41

(b) A 14 < A < 22 paramétertartomdny

3.2. dbra. Ljapunov exponens és bifurkacids abra a (3.6) Ricker leképezésre
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abszolut értékben kisebb—e (aszimptotikus/exponencidlis stabilitds) vagy nagyobb—e (in-
stabilitds, exponencidlis taszitds) egynél. Ha |d% N (m3)| = 1, akkor tovabbi vizsgalatra
van sziikség.

A 3.2. Abrén l4thaté bifurkdcios diagram a szo szigoru értelmében csak az A para-
méter kicsivel 15 elotti értékeire tekinthetd bifurkacios diagramnak, egészen addig, amig
a kaosz a peridoduskettézo bifurkacidk végtelen sorozatdnak végére meg nem sziiletik.
Jollehet most a tananyagban kicsit elore szaladunk, a diagram nagyobb része az idddtlag
= térdtlag ergodikus hipotézishez kapcsolhaté. A diagram — 1—valdszintiséggel teljesen
mindegy, hogy melyik konkrét x, € [0, é] kezdéértékbol indulunk — a (3.5) Ricker itera-
cioval kapott

{2200(A), 2201 (A), ..., xg00(A)}  (aholis z¢(A) =x0=0.2)

véges pontsorozatokat abrazolja, természetesen az A paraméter lassu léptetése mellett.
Az ugynevezett periodikus ablakokban — példaul a 3.2. Abra szerinti A~ 16.05, A=~18.6,
A~ 23.5 értékeknél — is van kdosz , de csak taszitd kdosz, nulla—mérték halmazokon.

A Ljapunov exponens (kiilon a maximalis Ljapunov exponensrél egy dimenziéban
nem beszélhetiink) legegyszertibben ugy értheté meg, mint ennek a periodikus palyakra
vonatkozo stabilitdsi kritérium kézenfekvé altalanositasa. A (2.4) becslés utani, autoném
kozonséges differencidlegyenlet-rendszerekre vonatkozé

) 1

ALjap(o) =limsup — In || (2, zo)]|
t—o0 t

formula egydimenzios, diszkrét idejii dinamikus rendszerekre vonatkozé valtozata

Asjapl0) = Timsup - 0 [V (a0)) - /(7o) £/ (o)) (o).

N—oo

A numerikus tapasztalat arra utal, hogy — a (3.6) Ricker leképezésre (a ,mérsékelt” zq—
ok [0, 4] intervallumén) — a limes superior 1-valészintiséggel limes, és Apjq, (7o) értéke
fiiggetlen zo—tél. A fizikusok a Ricker leképezést azokra az A paraméterekre mondjak
kaotikusnak, amelyekre Ap ., > 0.

Egy dinamikus rendszer kaotikussdga egyszeriien annak bonyolultsagat jelenti,

e topoldgiai — kezdeti feltételektdl vald érzékeny fiiggés

e kombinatorikus — mindkét iranyban végtelen
0-1 (L-R, L-N—R etc.) sorozatokkal torténé kédolhatdsag

e mértékelméleti — az idoben aszimptotikus viselkedés kapcsolata
térbeli eloszlasfiiggvényekkel
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szempontbdl. Nyomatékosan ismételjiik, hogy ebben a jegyzetben kizardlag determinisz-
tikus kdoszrol, determinisztikus dinamikus rendszerek kaotikussagarol van szo. A topolo-
giai és a kombinatorikus szempontokrdl az 1.31. Tétel, pontosabban a &+ 154+ = cos(t)
differencidlegyenlet kapcsdn mar beszéltiink. A mértékelméleti szempontokra® is csak egy
konkrét, nemtrividlis példa — az a = 4 paraméterli logisztikus leképezés — erejéig tériink
ki. J6jjon tehat a logisztikus leképezés targyalasa, elsoként mértékelméleti szempontbdl.

Nagy ritkasag, hogy egy leképezés kaotikus voltat zart alakban is megadhato képletek
fejezik ki. Ez a helyzet az

F:[01] =101, z—4z(l—2)
logisztikus leképezéssel, amelyre idddtlag = térdtlag, alkalmas sulyfiigguénnyel :

3.2. Tétel Neumann Janos és Stanislaw Ulam, 1947 Van olyan E C [0,1] kivételes
(exceptional), nulla—mértékii halmaz, hogy minden [a,b] C[0,1] intervallumra a logisztikus
leképezés dltal indukdlt x, 1 = F(x,) rekurzio rendelkezik az aldbbi tulajdonsdggal :

. #A0<n<N|uz,
lim

clablt [ 1
Jm N+ -/ o)

Ezt az eredményt emészteniink kell, azzal egyiitt, hogy a gazokra vonatkozo idddtlag
= térdtlag Boltzmann féle ergodikus hipotézis nem ismeretlen a szdmunkra.* A gazdi-
namikaban ergodikus hipotézisrol beszélnek, nem pedig ergodikus tulajdonsagrél, mert
még soha senkinek sem sikeriilt a statisztikus fizika mikroszkopikus iitk6zési modelljeibdl
a (3.7) hatarérték—létezést és hatarérték-relaciét levezetnie.

Y 2o € [0,1]\ E.

3annak megjegyzésén tiil, hogy a dinamikailag trividlis aszimptotikusan stabil egyenstlyi helyzet a
trivialis, egy pontra koncentralt Dirac-mértékkel hozhaté kapcsolatba

4Képzeljiik el, hogy egy, a kornyezetétdl hermetikusan zart tartdlyban oxigén van, amely sok—sok, egy-
maéssal, és a tartaly faldval véletlenszeriien és rugalmasan iitk6z6 molekuldt jelent. Az oxigén—molekuldk
egyikét megkiilonboztetjiik a tobbitol, és csak ra figyeliink. Hogy izgalmasabb legyen a dolog, legyen ez
az egyetlen molekula piros szinti, a tobbi pedig szintelen. A kérdés az, hol van a piros molekula a térben
és az idOben, amikor annak mikroszkopikus mozgasat, az egymas utani iitkdzéseket etc. nem ismerjiik.
Minden egyes eltelt perc utdn, egy teljes éven keresztiil kiilon—kiilon fényképet készitiink a tartaly eliilsd,
ko6zépso, és hatulsé egyharmaddrdl. Ez 3 x (365 %24 x 60) fénykép, amelyeket hdrom csoportba gytijtiink,
annak megfeleloen, hogy a tartaly eliilso, kozépsd, és hatulsé egyharmadat mutatjak. Kézenfekvd arra
gondolni, hogy a fényképek mindharom csoportjaban a piros molekulat nagyjabol 365 x 24 x 60 fényképen
latjuk viszont. Minden jézan megfontolas amellett szol, hogy minél tovabb véarok, a piros molekula egyre
inkdabb %7%7% relativ gyakorisdggal tartozkodik a tartaly eliils6, k6zépso, és hatulsé egyharmadaban —
igazabol persze csak az szamit, hogy a tartalyt harom egyforma térfogatu részre osztottuk. Barhogyan
is vélasztjuk ki a tartdly egy mesh(V') térfogati V részét, azt reméljiik, hogy egy—valdszintiséggel

lim #{0 <n < N | position(n) € V} mesh(V)
NSoo N+1 ~ mesh(container)’

(3.7)

ahol position(n) a piros molekula helyzetét jelenti az n—edik médsodpercben, n =0,1,2,....
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A 3.2. Tétel bizonyitasa nem is olyan rettenetesen nehéz. Abbdl a megfigyelésbol
indulunk ki, hogy az F leképezés, vagy ami ugyanaz, az zo € [0,1], x,.1 = 4x,(1 —x,)
rekurzié Osszes trajektéridja felirhato az

z, = sin? (gZ”c), n=0,12..., cel0]]

paraméteres alakban. Vegyiik észre azt is, hogy az egymastol kiilonb6z6 N—periodikus
pontok szdma (ahol most N > 1 nem a minimadlis peridédust jelenti, hanem azon pontokra
utal, amelyek minimalis periédusa osztéja az N szamnak) pontosan 2VV. Fel is lehet ket
sorolni Oket, mint az

ToN ., _ mo0
52 0—52 C+k7T

TN =z € [0,1] g { gQNc:W—%200+k7T

egyenlet (a fentiek szerint két kiilosnbzd osztalyba tartozd) o =sin® (;#%;) (illetve c €

€1[0,1]), k=0,1,2,...,2Y"1 —1 megolddsait. (A felsorolds képlete az N =1 esetben nem
értelmezett. Az N =1 periédusi pontok a fixpontok, nevezetesen xg =0 és az xo = %)

A logisztikus leképezés mind a Ljapunov-exponens Apjq, = In(2) > 0 tulajdonsiga
szerint, mind a kdosz (matematikusok &dltal kézkedvelt) Devaney féle definicidja szerint
a teljes [0,1] intervallumon kaotikus.

3.3. Definicié Legyen (X, d) kompakt metrikus tér és legyen f: X — X folytonos le-
képezés. Az f iterdltjai dltal generdlt dinamika az X halmazon (az X halmaz egészén)
Devaney értelemben kaotikus®, ha teljesiil az aldbbi hdrom tulajdonsdg:

o fkezdeti feltételektol valo érzékeny fiiggés
dny Ve Vo AN 37, hogy d(7,7) <e és d(fN(z), fN(z)) >no

® a hosszu periddusi pdlydk siriek 3 )
Ve Ve VN 37 AN, hogy d(z,z)<e, N>N és fN(z)=17

o [étezik surid pdlya
da* Ve Vo AN |, hogy d(fN(x*),z) <e

Devaney kaosz—definicidja folytonos idejii dinamikus rendszerekre minimalis valtoz-
tatasokkal fogalmazhatoé at.

Samigy a kdosznak nincsen igazi, mindenki &ltal egységesen és kizarélagosan elfogadott definicidja.

Vannak standard példak, mint a Smale—patkd, a szolenoid-leképezés, a logisztikus leképezés, Arnold
macskdaja etc. Ha egy dinamikus rendszer sok olyan tulajdonsdggal rendelkezik, mint ezen alappélddk
egyike—masika, akkor kaotikusnak tekintendé. A legismertebb kaotikus differencidlegyenletek a Lorenz—
rendszer és a Chua—kor. Mindkett6t targyalni fogjuk, de csak érintélegesen, a szinkronizacidkrodl széld
példak egyikeként.
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A tipikus egyébként az, hogy a palydk valdszintiségszamitasi és topoldgiai értelemben
vett oriasi tobbsége stirti. Egy kaotikus halmazon beliil teljes az 0sszevisszasag, de maga a
kaotikus halmaz egésze, mint szuperstruktira, gyakorta kifejezetten stabil. S6t az is lehet,
hogy a pontos definicié teljes értelmében, strukturalisan stabil. Egy dinamikus rendszer
teljes fazistere a Devaney definicié értelmében tartalmazhat tobb, egymas mellett 1étezo
sOt egymastol fliggetlen kaotikus halmazt.
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3.3. Kaosz egy dimenzidban. A legegyszeriibb tételek

A korlatos és zart intervallumokat énmagukba képezo6 folytonos fiiggvények — roviden
intervallumleképezések — iteracidinak harom—periodikus pontjai kiilonleges jelentoségii-
ek. Fontossagukat két klasszikus eredmény mutatja.

3.3. dbra. Sarkovszkij neve, lengyel atirdsban (II. Janos P4l papa kézirédsa)

3.4. Tétel Sarkovszkij®, 1964, egyszeriisitett valtozat Legyen f : [a,b] — [a,b] folyto-
nos leképezés. Abbol a ténybdl, hogy f-nek van (nemtrividlis, tehdt nem fixpont) hdrom—
periodikus pontja, mdr kévetkezik, hogy tetszoleges N pozitiv egész esetén van N —periodikus
pontja is, ahol N a minimalis periodus.

3.5. Tétel > Period Three Implies Chaos< (Tien—Yien) Li és Yorke, 1971 Legyen f:
:[a, b]—a, b] folytonos leképezés. Abbdl a ténybdl, hogy f-nek van (nemtrividlis, tehdt nem
fixzpont) hdrom—periodikus pontja, mdr kovetkezik, hogy (legaldbbis az [a,b] intervallum
eqy részhalmazdn) f kaotikus.

A most kovetkezokben eloszor azt igazoljuk, hogy elegend6en nagy A esetén Ricker
(3.5) modelljének van harom—periodikus pontja. Ezutan is a periodikus pontok maradnak
a figyelem kozéppontjaban. Jéllehet torekedni fogunk bizonyos altalanossagra, a Ricker
(3.5) modellhez, pontosabban a Ricker féle (3.6) fiiggvényhez idérél idére visszatériink

6MielStt betegsége komolyra fordult volna, II. Janos Pal papa vendégiil latta a Krakkéi Jagells
Egyetem néhany tanarat, akiket régéta ismert. Egyikiik, Krzysztof Ciesielski — akitol ezt a torténetet
hallottam — kis konyvecskét vitt magéaval ajandékba: sok abraval, afféle kozépiskolds matematika szak-
kori fiizetet, amelynek térsszerzdje volt. Amikor két vagy harom nappal késébb (mindannyian tudték,
immadr véglegesen) elbtcstztak az egykori egyetemi lelkészt8l, a papa széba hozta az ajandékba kapott
szakkori fiizetet. >>Atlap0ztam azt a kis konyvecskét a kdoszrél — mondta — igazan érdekes volt. Hogy
is hivjdk azt az ukran matematikust?7< A kérdezett eltatotta szdjat és egy hang nem sok, annyi sem
jott ki a torkdn. De meglepetése csak fokozdodott. Még az épiileten beliil voltak, amikor egy fiatal férfi
utolérte 6ket. Egy Ad—es papirlap volt a kezében, és a papirlapon egyetlen szé, az ukran matematikus
neve.
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majd. fgy a targyalasméd, minden absztrakcid ellenére, csakigy mint a jogrend Anglid-
ban, precedens/példa alap.

3.6. Tétel A Ricker féle (3.0) leképezés harmadik iterdltjanak létezik nemtrividlis fix-
pontja, amennyiben A > 55.

Bizonyitds. Harom-—periodikus pélya kereséséhez az z* = f3(x*) fixpontegyenlet (amelyet
egy harom—periodikus ZEoi)Qﬁl i>:162 i)[l?;g:.fo palya minden egyes xg, x1, T2, T3 =g pontja
kielégit) kell megoldani, arra is vigydzva, hogy z* # f(z*) legyen. Az x — f(x) = Aze ™
Ricker fiiggvény mésodik és harmadik iteraltjanak

z x

f2 (ZE) — A2m6—x6—Aa}e* és f3 (JJ) — ABme—aze—Axe’me—Agxe’me’A"_
képleteit nem nehéz felirni, de azok kezelhetetleniil bonyolultak.

Igy a bizonyitas csak a fiiggvényvizsgélat szokasos és jol ismert modszerein alapulhat.
Elséként azt vegyiik észre, hogy Ricker (3.5) leképezése a [0, 2) intervallumot Snmagdba
viszi, hiszen amint mar megallapitottuk,

A

argminxe[o,oo)f(x) =0 és f(O) =0 ) argmaxxe[(],oo)f(w) =1 és f(l) = 27

ugyanakkor

2
f (é) = A?e_é roppant kicsiny, ha A nagyon nagy.
Ez adja az otletet, hogy az g, x1, x2, 3 = x9 harom—periodikus trajektériat az ro <z =
= f(x0) <xo = f(x1) & 1és v =13~ f(1) feltételek teljesitésével nyerjiik.

Bolzano tétele értelmében elegend6 kimutatnunk, hogy alkalmasan valasztott 0 <xg<
< Ty <log(A) esetén f3(zo) < xo és f3(Zo) > To.

Ez utébbi a kénnyebb: az Ty =log(A)—¢ vélasztdssal — itt A>e? és >0 elegendben
kicsiny allandé — a 3.1. Tétel [U] része szerint f(Zg) >1log(A), f2(Zo) <log(A), f3(Zo) >
> log(A) és készen is vagyunk.

Ami az xq valasztast illeti, probalkozzunk az A = e és az xq = e~ 7 értékekkel, ahol
~v > 0 kés6ébb meghatarozand6 paraméter. A minden x € R esetén érvényes e * > 1 —
—x egyenlGtlenséget (ami csak annyit jelent, hogy az e~ mint konvex fiiggvény a (0,1)
ponton dtmend érintéje felett helyezkedik el) alkalmazva

1>z =f(rg)=e® >1—e7=£6>0.

Mivel az f novekvé fiiggvény a [0,1] intervallumon, ebb6l

e’ —1

e

= xy=f(r) > f() =" (1—e e ) > >1 (ha 7> 2)
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adddik. Mivel f csokkend fiiggvény a [1,00) félegyenesen, azt kapjuk, hogy

5 m= ) SO < e < < (ha > 4),

mert ekkor a kitev6k sszehasonlitdsdval 3y —e?~t < 0. Végig ,nagyvonalt egyenlétlen-
ségekkel” szamoltunk, igy az A =Y > e* = 54.59. .. valasztds béven elegendd. [

A szamitdgép itt is éridsi elényben van. A plot(f) numerikus vizsgédlatok szerint az
x* = f3(z*) egyenletnek pontosan akkor van nemtrividlis (tehat az f fiiggvény 0 és log(A)
fixpontjaitdl kiilonb6z6) megolddsa, ha A > A,, ahol A, =22.265... (harom tizedesjegy
kozelitéssel. A 3.6. Tétel ennél joval gyengébb eredményt bizonyit.)

A kovetkezo két Lemma egyiittesen arrdl szol, hogy intervallumleképezések esetén
egyetlen harom—periodikus pont létezése hogyan implikalja a periodikus pontok egy sok-
kal gazdagabb, megszamlalhaté szamossagui csalddjanak l1étezését. Jollehet a 3.8. Lemma
I, 5, ..., Iy intervallumainak mindegyike valaszthato a 3.7. Lemma-beli L és R hal-
mazok barmelyikének, a 3.8. Lemma nem a 3.7. Lemma kozvetlen folytatasa: a (3.8)
tulajdonsag szerint a 3.8. Lemma F fiiggvénye a 3.7. Lemma F' fliggvényének énmagéval
vett kompozicidja, az Fo F' = F? fiiggvény.

Ricker modelljéhez visszatérve mindebbdl az kovetkezik, hogy A>55 esetén tetszoleges
N pozitiv egész szdmhoz Ricker (3.6) leképezésének legaldbb 2V egyméstél paronként
kiilonboz6 2N—periodikus pontja van (s kozottiik olyanok is, amelyeknek 2N a minimalis
periédusa: szép és nem nehéz feladat meghatarozni ez utébbiak pontos szdmaét).

3.7. Lemma Legyen [a,b] az R szdmegyenes korldtos és zdrt intervalluma. Legyen to-
vabbd
F:la,b] = [a,b]

folytonos fiigguény, és legyen
F F F . o .
Ty — X1 — To — X3 =xo hdrom—periodikus pdlya,

melynek hdrom a minimdlis periddusa. Ekkor léteznek olyan L, R C |a,b] korldtos és zdrt,
diszjunkt intervallumok, hogy

F*(L)DLUR és F*R)DLUR. (3.8)

Bizonyitds. Az &ltalanossdg megszoritdsa nélkiil” feltehetd, hogy x1 < xy < w3 és (ha
sziikséges, az x tengely irdnyitdsat megforditando)

F(QTl) =T , F(ZL‘Q) =2x3 , F($3) =T . (39)

"A (3.9) hdrmas—ciklus tulajdonsdg az x1, T2, 3 pontok tetszdleges nagysdg szerinti sorrendjét engedi
meg. A 3! =6 kiilonb6z6 sorrend az x1 < xo < T3, T2 < x3 < x1, T3 < 1 < X2 illetve az 3 < o < 1,
To <11 < x3, T1 < x3 < T2 csoportositdsnak megfelelden kétféle tipusra esik szét.
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A =10.000

(a) A=10: a dinamika még nem kaotikus

A =20.000

(b) A=20: a dinamika mér kaotikus
3.4. abra. Ezen és a kovetkezo két dbran a pontozott vonal az f grafikonja, a vastag

vonal az f3 = fo fo f grafikonja. A harom-periodikus pont az A, = 22.265
paraméterértéknél jelenik meg és az Gsszes ennél nagyobb A értékre is megmarad
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A =22.265

0.2

045~ '
o1f

0.05

(a) A =22.265: nyereg—csom6 bifurkécié hdrom pontban egyszerre

A =23.400

(b) A=23.4: a harom—periodikus stabil pdlya dominél

3.5. dbra. A frissen sziiletett hdrom—periodikus palya azonnal szétesik egy stabil és egy
instabil harom—periodikus palyara a periodikus ablakban
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A =24.100

0.2 6

0415 v st

01f

0.05 N

X
------- ) ——(x)

(a) A=24.1: az els§ periéduskettéz6dés, haromrdl hatra

A =26.000

0.2 }

0.15|

01 f

0.05

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(b) A =26: kifejlett kdosz

3.6. dbra. A 3 —6 — 12— 24 — ... periéduskettozo bifurkaciésorozat véget vet a
periodikus ablaknak. Kicsivel késobb kialakul a kifejlett kaosz
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Mivel F(z3) > xs és F(x3) < x3, az F fiiggvény grafikonja az xo és az x3 pontok kozott
metszi az origon athalad6 45 fokos egyenest. fgy az F' fiiggvénynek létezik fixpontja az
(x9, x3) intervallumban. Jeloljiik ezt a fixpontot z—vel és vegyiik észre, hogy F'(x1) < z és
F(xz5) > z. Ismét csak Bolzano tételét hasznélva, létezik olyan y € (1, ) pont, amelyre
Fly) ==z

Mivel F([a,b]) C [a,b], az F fiiggvényt lehet iteralni. Tekintsiik a ¢ = F? mdsodik
iteralt—leképezést az [y, z| intervallumon. A konstrukcié szerint

oy)=F(z)=2z, ¢(x) =F(z3) =01 <y, ¢(2)=F(2) ==z.

Bolzano tétele most olyan u € (y, x2) és v € (2, z) pontok létezésére vezet, amelyre p(u) =
=p(v)=y. Az L =[y,u] és az R = [v, z| valasztassal (L), o(R) D [y,2] D LUR. O

3.8. Lemma Legyen N > 1 egész szam, és legyenek I, 15, ..., Iy az R szimegyenes
korldtos és zart, pdronként nem feltétlentil diszjunkt intervallumai. Legyen tovdbbad Iy =
= Iy és legyen

F:U{lx|k=12...,N} =R

folytonos fiigguény. Bevezetve az Iy, SN I, jelolést s, tegyiik fel, hogy
LT, o FI)>L, k=12,...,N.
Ekkor létezik olyan
F F F . ,
Tog—> T — - — TNy =29 periodikus pdlya, melyre vy € l,, k=1,...,N.
Bizonyitds. A kiindulas tehat
Lhosns Sy S v S Iv=1.

A Bolzano tétel egy, a szokasosndl kicsit igényesebb alkalmazéasa az Iy_; <E> Iy = I
feltevés alapjan olyan Jy_; C Iny_1 zart intervallumhoz vezet, amelyet az F' pontosan a
Jy = In = Iy intervallumra képez: F'(Jy_1) = Jy. Megismételve az érvelést, 1étezik olyan
JIN_2 C Iy_o zért intervallum, amelyre F(Jy_o) = Jy_1. Es igy tovabb, lefelé halado
indukcioval. Az utolso elotti és az utolsod lépésben azt kapjuk, van olyan J; C I zért
intervallum, amelyre F'(J;) = J és van olyan Jy C Iy zart intervallum, amelyre F'(Jy) =
= Ji1. A konstrukci6 azt is mutatja, hogy az F' fiiggvény N—edik iteraltja értelmezve van
a Jo (korlatos és) zart intervallumon, valamint azt is, hogy F*(Jy) = Ji, k=1,2,..., N.
Mivel Jy = Iy = Iy D Jy, a k= N vélasztassal az adédik, hogy FN(Jy) D Jy, més széval

N
Jo S o

Most ismét a Bolzano tétel egy, a szokasosndl mar csak nagyon kicsinyég igényesebb
alkalmazasa kovetkezik: az FV : Jy — R fiiggvénynek 1étezik o € Jy fixpontja, FN(xq) =
= 29. Amint azt mar igazoltuk, F*(Jy) = J, k=1,2,...,N. oy z) = Fk(x0) € Jy, C I,
k=12,...,N. n
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A fejezet f6 eredménye azt mondja ki, hogy egy dimenziéban bizonyos, konnyen ellen-
orizheto feltételek esetén az egymastol bal-jobb sorozatok altal kombinatorikusan meg-
kiilonboztethetd trajektoridk szamossdga kontinuum. A 3.6. Tétel, valamint a (3.10) és
a (3.8) tulajdonsdgok tsszehasonlitdsa azt mutatja, hogy a konklizié A > 55 esetén igaz
a Ricker féle (3.6) leképezésre is.

Az 1.31. Tétel és a 3.9. Tétel szerkezeti azonossiaga természetesen nem a véletlen
miive. Az egyszeriiség kedvéért azt mondjuk, hogy a {Qy},., sorozat mindkét irdnyban
végtelen LR sorozat, ha @y € {L, R} minden k € Z esetén.

3.9. Tétel Legyenek L, R C R korldtos és zart, diszjunkt intervallumok. Legyen
F:LUR—R
olyan folytonos fligguény, amelyre
F(L)DLUR é F(R)DLUR. (3.10)

Legyen most a {Qr},c, tetszileges, mindkét iranyban végtelen L-R sorozal. Ekkor
van olyan {xy}, ., pontsorozat, hogy

T €Qr €s  xpy=F(vg), kKEZ. (3.11)

Mas szoval létezik olyan, mindkét irdnyban végtelen trajektoria, amely az L és az R
intervallumokat az eldre meghatdrozott sorrendben ldtogatja végig.

Bizonyitas. Elso pillantésra meglepd, hogy a kérdéses trajektéria mindkét irdnyban vég-
telen, jollehet az F' leképezés (3.10) miatt nem invertalhaté. Ezért el6szor azt a specidlis
esetet bizonyitjuk, amikor {Qy}, .y tetszoleges, de csak az idében elére iranyba végte-
len L—R sorozat. Csak ha ezzel készen vagyunk, akkor kezdiink bele az altalanos eset
targyalasaba.

Tekintsiink tehat egy tetszoleges, de csak az idében eldre iranyba végtelen L—R soro-
zatot. Legyen ez {Qr}yen- [rjuk fel ennek elsd egy, két, harom, négy etc. elemét egy-egy
sorban, rendre egymas ala:

Qo
Qo
Qo Q1 Qo

Qo @1 Q2 @3
Majd soronként periodikusan, ismételjiik meg az ottani egy, két, harom, négy etc. elemet:

Q Qo Qo Qo Qo Qo Qo Qo Qo Qo
Q Q1 Qo @1 Qo Q1 Qo Q1 Qo
Qo Q1 Q2 Qo Q1 Q2 Qo Q1 @2 Qo
Qo Q1 Q2 Q3 Qo 1 @2 @3 Qo
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Ismét csak soronként egyesével, alkalmazzuk az el6z6 Lemmat, rendre az N =1,2,3/4, ...
valasztassal. Léteznek tehat egy—, ketté—, harom— négy— etc.—periodikus trajektoriak,
rendre az

F )
Ty = 1] = 1} és  xy € Qo
2 B 2 F 2 _ 2 4 2 2
Ty —> T T3 =1 és  w5€Qo, 17 €Q
3 F 38 3 F 3_ 3 4 3 3 3
Ty —> T =Ty — Th =T és x5€ Qo, 13 € Q1,75 € Q2

4 B 4 F 4 F 4 F 4 4 / 4 4 4 4
To—= 2] 2Ty =TT =25 65 x5€ Qp,r] € Q1,75 € Qa, x5 € Qs

tulajdonsagokkal. Ezutan mér alig maradt teendo, csak a Bolzano—Weierstrass tételt és
a folytonossag sorozatokkal torténo definiciéjat kell alkalmazni.

Rendezziik el a kapott periodikus trajektéridk pontjait a legelsé tablazatnak megfe-
lel6en, de most explicit modon feltiintetjiik az N = k esetet is:

L

3 3 3

4 4
Ty X} Ty @y

ko ook ok ok k
x5 Xy x5 TS ... TP,

Zo

Ebben a tablazatban mar van egy lefelé mutaté nyil is — gy korlatos és zart intervallum
lévén, az {zk},-, C Qo sorozatrdl az dltaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
konvergens (és hatérértéke, az x, pont benne van a Qq halmazban). Mivel 2% = F(zf)€Q
minden k> 2 mellett, a k— oo hatdratmenettel kapjuk, hogy az {x§ } -, sorozattal egyiitt
az {}},., sorozat is konvergens, s az z; € Q, hatarértékre x; = F(x,). Megismételve a
gondolatmenetet, 25 = F(2%) € Q, minden k > 3 mellett és ebbl x5 = F(z1) € Q2, majd
2k =F(2%) € Q3 minden k>4 mellett és igy z3=F(z2) € Q3, és ez vég nélkiil folytathaté:

0o,
Ty T3
3 3 3
4 4 1 4

k
Lo Xy Xy I3 L1
R ol
To T i) r3 ... T Th+1
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ahol xp € Q és w1 = F(xg), k € N. (A lefelé mutaté nyilak most is konvergenciét
jelentenek.) Ezzel a specidlis eset bizonyitasat befejeztiik.

Attérve az az altaldnos eset bizonyitasara, az eddigieket egy 1ij gondolatmenettel kell
megfejelniink. Az ,11j” gondolatmenet régi ismerosiink az w—hatarhalmazokkal és attrak-
torokkal kapcsolatos tapasztalatainkbol. Jollehet mindkettejiiket csak a dinamika idoben
elére tulajdonsdgai alapjan definialjuk, mind az w—hatarhalmazok, mind az attraktorok
teljes (més széval az idében elére— és ,visszamend”) trajektoriakbdl allnak — még akkor
is, ha maga a dinamika nem invertalhaté. Az ok intuitiven is jol értheto: mivel autoném
rendszereket vizsgalunk, az id6 kezdépontjat mindig tehetjiik korabbra és korabbra, ad
infinitum negativum. Matematikailag ez a Cantor féle atlés eljaras bevetését jelenti.

Tekintsiink tehat egy {Qx},cz, mindkét irdnyban végtelen L-R sorozatot. Célunk
most olyan {xy},., pontsorozat létezésének kimutatdsa, amelyre a fenti tulajdonsig a
negativ k indexek esetén is teljesiil.

Lényegében ugyanazt az érvelést hasznaljuk, amelyet a specidlis esetben az Gsszes
részlet megadasaval ismertettiink. A lényeg két tablazatban is elfér:

Q-1 Qo G
R Q1 Qo Q1 Qo

Qi i Qo Qr Q Q& @ . O

és
I
1’22 x%l .T% ZL’% €Ty
U DU . S . S
N T e S e L S
x_(kH) T ... T_o9 T_1 X T To ... Tk Tkt

Kommentarként elegend6 a specialis esettel valo 6sszehasonlitds. Az elsé tablazat elso
két sora nagyobb részletességgel

Q1 Qo @1 @ Q 1 @ Qo
@ Q2 Q2 @ Qo Q1 Q2 Qo Q-

[gy az el6z6 Lemmét rendre az N = 3,5,7,9, ... vélasztdssal, soronként alkalmazzuk. Az
{:Bf}?:_k véges ponthalmaz

E Fok F F r F kF  _ k (. Nk _ Nk
T oAty o oy ap =2l (68 Qpy = Q%)

szerint 2k + 1-periodikus trajektoria, F2*1(z* ) =", valamint z, € Qq és zpy1 = F(2¢),
{=—k,—k+1,..., k. Most forditsuk figyelmiinket a masodik tablazat nyilaira. A limeszt
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el8szor a kozépss, a nulladik oszlopban képezziik. Ez igazabdl az {zf}, ., sorozat egy
részsorozatara valé dttérést jelent. Ez az els6 nyil. Ezutan a(z indexek) részsorozat(dnak)
részsorozatat véve, a nulladik oszloptél kozvetleniil balra 1évo, minusz egy sorszamu
oszlopban vessziik a hatarértéket. Fz a masodik nyil és igy tovabb, egyre csak balra. A
Cantor féle atlés eljaras értelmében a részsorozatok részsorozatai soha nem fogynak el.
A nulladik oszloptdl balra 1évé nyilak mindegyikének megrajzolasa utan a jobbra 1évé
nyilakat mar gy kapjuk, mint a {Q},.y specidlis esetben. O

Az eddigiek némi izelit6t adnak az egydimenzids leképezések kaosz—elméletének ele-
meibdl. Maga Sarkovszkij egyébként mar 1964-ben is tobbet bizonyitott.

3.10. Definicié A pozitiv egész szamok Sarkovszkij féle rendezését azok
3570911, . .06010014>18>220. . .012020028>36>440 . .. . ..
>2F. 328 52k 72k g2k 11 >2Np . 51608040201

alaku felsoroldsa definidlja. Az n>n képletet gy olvassuk ki, hogy n nagyobb mint n a
Sarkovszkij féle rendezésben.

Mivel a pozitiv egész szamok egyértelmiien irhatok fel kett6—hatvanyok és paratlan
egész szamok szorzataként (azaz n = 2Fp, ahol k nemnegativ egész, p pedig paratlan
szém), a definiciéban megadott felsoroldsban minden pozitiv egész szdm pontosan egyszer
szerepel. (A kipontozdsok jelentését a > (szigoru rendezési) relacié

_ ok ioks - (p=p=1&k>k) vagy (p>p=1&VkVEk)
n=2prrp=n & {vagy (p2]5>1&k:<k) vagy (]5>p>1&k§k)

formalis megaddsa teszi teljesen egyértelmiivé.)

3.11. Tétel Sarkovszkij, 1964, eredeti véltozat Legyen f : [a,b] — [a,b] folytonos le-
képezés. Ha nn és f-nek van n—periodikus pontja, akkor n—periodikus pontja is van.
(Mind az n, mind az i esetében periodus alatt itt a minimdlis periddus értendd.)

Kezdve Li és Yorke 1971—es Period Three Implies Chaos cikkétol, a kdosz sz6 hatalmas
karriert futott be mind (a matematikdra hivatkozd) kozbeszédben, mind magédban a
matematikaban. Sarkovszkij ,csupan” a sok ciklus egyiittes létezését vette észre, Li és
Yorke a kaotikus kévetkezményt is. A kdosz matematikai felfedezéje egyértelmiien Smale,
az 6§ 1960-as patkd—konstrukciéja (Smale horseshoe) volt a legelsd, teljesen megértett
példa kaotikus dinamikéara. A villamosmérnok Van der Pol és Van der Mark mar 1927—
ben hallottédk a determinisztikus kdosz hangjat egy aramkorben. A debreceni Barna Béla,
aki az Otvenes évek elején negyedfoku polinomok gyokeit kereste a Newton mddszer
segitségével®, is egyike a kdosz—elmélet jeles eléfutdrainak. Legfontosabb felfedezését a
kovetkezo alfejezet a 3.16. Tételeként ismertetjiik.

8ahogyan Tamdssy Lajos, a debreceni matematikusok doyenje néhany éve mesélte: ,a szényeg felte-
kerve, a butorok félretolva, a Béla — egyik kezében ceruza, mésik kezében hosszi, vékony, egyenes léc
— ott hasal egy nagy lepedényi csomagolépapiron és huzigalja az érintoket”.
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3.4. Fraktalok és Newton modszer

Newton mddszer alatt Newton klasszikus (3.13) érinté—moddszerét és ennek magasabb
dimenzids, természetes altaldanositasat értjiik.

3.12. Példa Tekintsiik a z>+1=0 egyenletet a komplex sikon. Ha ezt a zp41 = 2, — Z§;§1

Newton médszerrel oldjuk meg, akkor eqy valdszintiséggel minden zy € C komplex szdmbdl
indulva a keletkezd sorozat a —1 szdm kébgydkeinek, tehdt a z; = —1, 23 3= %:i:z‘/T3 szd-
mok eqyikéhez tart. A dinamikdnak igy hdrom attraktora van, amelyek eqyenként eqy—eqy
pontbdl dllnak. A z7, 25, z5 attraktorok A(z]), A(z), A(z3) vonzdsi tartomdnyai nyilt, de
nem 0sszefliggd, megszamldlhatoan végtelen sok komponensbdl dllo halmazok. A vonzdisi
tartomanyokat (azokat a celldkat kell az egyre finomodd rdcsokbdl eqybegyiijteni, amelyek
N iterdcid utan mdr elegendéen kozel vannak a hdrom pont—attraktor egyikéhez) hdrom
kiilonbozo szinnel szinezve azt kapjuk, hogy az attraktorok medencéinek hatdrai bonyo-
lult szerkezetiek €s ahol szomszédosak, ott mind a hdarom tartomdny mindkét mdsikkal
hatdros. Szép és viszonylag eqyszeri, szamitogépes feladat, amely a valds és a képzetes

részeket z, = x,+1y, szerint az

— 2z z3—Yn
zi41 Tl = 5P 5

n+ n 322 _ 2yn _ 2TnYn
" Yt =TT )

koordindtdkra szétvdlasztott alakjukban is jol kezeli. A hdrom szines tartomdny Cantor
jgellege (és persze a szazhisz fokos forgdasi szimmetria) rogton szembedtld.

Az absztrakt matematika mindenben megerositi a szamitogépes tapasztalatokat. A
vonzasi tartomanyok hataraira

T =0A(2) = 0A(2) = 0A(Z) (3.12)

és ez a (Gaston Julia francia matematikus tiszteletére elnevezett) J Julia halmaz nulla-

mértéki. A 7 halmaz a Newton médszer Ny(z) = 2 — 2L leképezése taszité periodikus
pontjai halmazéanak lezartja. Bels6 szerkezetének bonyolultsagat a boxdimenzi6 fogalmé-

val lehet szamszerisiteni.

3.13. Definicié Legyen C. az R? tér ¢ > 0 oldalhosszisdgi kockdkkal torténd szokdsos
rdcsfelbontdsa. Az egyes kockdkat/celldkat C jeléli. Legyen tovdbbda A C R korldtos hal-
maz. Az A alsé illetve felsé boxdimenzidja

. In(N(e)) A In(N(e))
dimg(A) = hgégf /e dimp(A) = h?i?#p (/)

ahol
NE)=#{Cel. | CNA#(}.

Ha a limes inferior és a limes superior megegyeznek, akkor boxdimenziérdl beszéliink.
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3.7. dbra. A klasszikus Newton médszer a 2% +1 = 0 egyenletre a komplex sikon: a

kiiléonb6z6 szinarnyalatok a 27, 235, 25 gyokok mint attraktorok vonzasi tartomanyait

jelzik. A hérom vonzési tartomany kozos hatara a Julia halmaz. Az dbra (részben)
onhasonlo jellege vilagosan felismerheto.

A klasszikus esetben visszakapjuk a megszokott dimenzié szamértékét. Valéban, a d
dimenzids és Ny € N oldalhosszisagti A = [0, No|* kockédt a Cy /i kockardes (Nok)? darab
cellaja fedi le, tehat

dimB([O,NO]d) = lim ln(( — lim d(ln(No)+ln(k))

WO S =d.

Ha egy A C R? korldtos halmaznak van belsé pontja, akkor a boxdimenzié szintén 1étezik
és d.

Ha egy A C R? korlatos halmaz boxdimenzéja létezik és nem egész szam, azaz ha
dimp(A) €N, akkor az A halmazt sokan fraktdlnak nevezik. A magunk részérél vitatjuk
a szohasznalat ilyetén jogossagat. A hires—nevezetes

Syy={ce€Cla 2=0, 2,41 = 2> +c rekurziv sorozat korlatos }

Mandelbrot halmaz hatéra, (a belsé ponttal nem rendelkezd) 0S5y, halmaz ugyancsak
toredezett/fragmentalt, s6t egy egész sor latvanyos énhasonldsagi tulajdonsiggal is ren-
delkezik, de a roppant nehéz dimp(0S),) = 2 tulajdonsidg miatt nem volna fraktal.
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A fraktal szonak a szakirodalomban nincs egységes definiciéja. Ugyanaz a helyzet,
mint a kaosz elnevezéssel. Ha egy dinamikus rendszer sok olyan tulajdonsaggal ren-
delkezik, mint a Smale-patkd, a szolenoid-leképezés, a logisztikus leképezés, a Lorenz—
rendszer, a Chua—kor vagy éppen Arnold macskaja etc., akkor kaotikusnak tekintendd.
Ha R? egy A részhalmaza sok olyan tulajdonsaggal rendelkezik, mint

e a 23+1=0 egyenlet Newton médszerrel képzett J Julia halmaza

e az S); Mandelbrot halmaz 0S,; hatara

o ablz)=Y ", Si“ginx) valos fiiggvény grafikonja

e egy iterdlt fliggvényrendszer attraktora (pld. a Barnsley pafrany)

objektumok egyike vagy maésika, akkor A fraktdlnak tekintendd.”

Jollehet a b fliggvény képlete Weierstrass zsenialitasat dicséri, a hozzavezeto konst-
rukcié geometriajat mar Bolzano is részletesen kidolgozta majd 6tven évvel korabban.
Minden olyan R — R fiiggvény grafikonja, amely mindenditt folytonos, de sehol sem dif-
ferencialhato — koztiik a b fliggvényé is — fraktal. Az énhasonlésag, a felnagyitott kicsi
részek lényegi hasonlosdga a nagyobb részekhez tulajdonsag a fenti példak mindegyikében
markansan megjelenik. Az dnhasonlosdg egyszerre utal a fraktélszerkezet bonyolultsaga-
ra, de paradox moédon arra is, hogy az 6nhasonld szerkezet informdciétartalma (szdmos
fraktalt lehet egyszerti képletekkel lefrni) viszonylag csekély.

A soronkovetkez6 fejezet teljes egészében iterdlt fiiggvényrendszerekrdl fog szolni.

A fraktalok a természetben gyakran el6fordulnak. Mandelbrot (aki egyike volt Neu-
mann Janos utolsé tanitvanyainak) els6 példai: “Clouds are not spheres, mountains are
not cones, coastlines are not circles, and bark is not smooth, nor does lightning travel in
a straight line.” A Préter utca leendé mérnokeihez egy Gssze-vissza hajtogatott nano—
antenna, egy fraktalkondenzator, a feliiletkémia bizonyos bevonatai, a nyalkahartyakat
borité baktériumflora biofilmjei, vagy éppen a piramissejtek dendrit—fai bizonyara sok-
kal kozelebb &llnak. Amik egy matematikushoz is nagyon kozel allnak, azok a Kékes
északi lejtojének kiillonbozo szinii korallgombai — csak dvatosan, van kozottiik eheto és
nem ehetd egyarant; mindannyian védelem alatt allnak: hadd gyonyorkodjenek masok
is benniik.

Ahogyan a pozitiv Ljapunov exponens kdosz—indikator, igy a nem egész szamu box-
dimenzié fraktal-indikator. Az egydimenzids esetet leszamitva sajnos mind Az,p, mind
dimp meghatarozasa kemény szamitégépes feladat: a megfelel hatarértékekhez torténo
konvergencia, ha egyaltalan konvergenciat tapasztalunk, notériusan lassu szokott lenni.
Mind a kdosz—, mind a fraktal-indikatoroknak se szeri, se szama. A boxdimenzié mellett

9Ha mér az épitészet a kébe vésett zene és az épitészek a megfagyott muzsikusok ... akkor a fraktal
a megfagyott kdosz.
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gyakran hasznélatos a Hausdorff és a hasonldsdgi dimenzié fogalma is, amelyek szintén
fraktél-indikatorok. De dimp({0,1,271,371, ..., n~1 ...}) =0.5 — vannak meglepetések!
A 3.12. Példa f:C — C, z — 2> +1 fiiggvénye utdn most a Newton mdédszer konver-
gencidjat altalaban, divergenciajat pedig a szamegyenesen, kiilon is megvizsgaljuk.
Legyen f:R? — R? kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvény. A Newton médszer —
ha mér elegendden kozel vagyunk az f(z) = 0 egyenlet egy z* € R? gyokéhez —

f(zn)

fl@)=0 & zop=a,—[f(x0)] " flzn) (tetszBleges d > 1 esetén) (3.14)

kényelmesen implementalhatd, gyorsan konvergdld eljarast szolgaltat az x* gyok megke-
resésére.

Az egyszeriiség kedvéért legyen d =1 és tegyiik fel, hogy f az [x*, x| intervallumon
monoton névekvo, szigorian konvex fiiggvény. (Ekkor f'(z,) # 0, és igy z,—nel egyiitt
Tni1 € (%, 2,) is végig definidlt, n =0,1,2,....) Azt is kikotjiik, hogy f'(z*) # 0.

Induljunk ki az x,, pontbeli érinté egyenes (az elsérendii Taylor polinom) hibéjara
vonatkoz6 Lagrange féle maradéktag integralos alakjabol:

flz)=0 & zp=x,— (csak a d =1 esetben) (3.13)

F(@%) — Fla) — [ (e)) (@ — ) = / (L= 7)f" (£t 7(a" — 20)) dr- (2" — )"

Az n—edik iterdcié hibajara bevezetve a H,, = |z, —z*| jelolést, a (3.13) definialé formula
szerint
f'(@n) f'(xn)

Tnp1— 2" =T — 2" = (f (") = f@n) = f'(an) - (@ = 20)),
és igy o

%7

m=min{f'(z) | 2" <z <z} , M =max{f"(x) | 2" <x<x}.

Hyppr < QH?  ahol Q= (3.15)

(Az f figgvényre tett egyszeriisito feltételek miatt m=f'(z*)>0.) Amennyiben Hy=|xo—
—2*| olyan kicsiny, hogy ¢ = QH, < 1, akkor (3.15) kvadratikus konvergencia—becslést,

Hy <Q*'HY & H,1<¢ 'Hy—0 ha n— oo,

pedig elképesztéen gyors konvergenciat jelent.'” A (3.14) iterdcié (3.15) formuldhoz ha-
sonlatos kvadratikus konvergencia—becslésének levezetése ugyanezt az utat koveti. A kér-
dések kérdése természetesen az xy € RY kezddérték megvalasztasa.

0Vannak magasabb-rendfi, a gyokkeresésre alkalmas médszerek (példdul az

_ ) (| T )
f(.T)—O = n+1 n f,( ) <1+ Q(f/(-’lfn))Q )

Tn
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3.14. Megjegyzés Ha d=1 és f(x*) = f'(2*) = --- = fB(2*) =0, de fFTV(z*) #£0,
akkor a (3.13) Newton mddszer konvergenciasebessége kvadratikus helyett csak linedris
és
H,1 k
% [
H, k+1

n— 00 €s persze ,sikeres” xy esetén.

A (3.13) iteracio vizsgéalatara vezessiik be (ahol csak definidlhaté) az

J{f((g;)) fiiggvényt és vegyiik észre, hogy %Nf ()= %

Ebbdl azonnal latszik, hogy 2* egy kicsiny kornyezetében Ny kontrakeié (hiszen ott f(x)~
~ f(2*)=0 miatt g= ‘%N f| < 1) és a kontrakeiés allandé a kornyezet zsugoroddsa esetén
nulldhoz tart.

Ny(v) =z~

3.15. Példa Konnyi példdat mutatni arra, hogy a (3.13) Newton iterdcionak lehet aszimp-
totikusan stabil ketto—periodikus trajektoridja. Az

x3— 2142 d 6z(23 — 2z +2)
_r merrs SN2 =
=2 @ W T Ty

f(x)=2—-22+2 , Ny(z)=2z

vdlasztds megfeleld, hiszen N¢(0) =1, Ny(1) =0 miatt 0 H1toes

d d d d d

—N?(0) = —N(N —N = —N(1)-—N =6-0=0.

T NH0) = Ny (N7(0)) - Ny(0) = -+ Ny(1)- - N7(0) = 6:0 =0

A Newton iteracié nem—konvergens pontjai halmazanak szerkezetét a valds fliggvé-

nyek egy tag osztalydra elészor Barna Béla fejtette meg.

3.16. Tétel Barna Béla, 1953 Legyen f olyan negyedfoki polinom, amelynek négy
kiilonbozo valos gyoke van. Ekkor

{zo € R | az onnan indulé (5.13) Newton iterdcié nem konvergens} = BUC,

ahol B izoldlt pontok egy megszamlalhato halmaza, C' egqy nulla—mértéki Cantor halmaz,
és BNC = 0.

Householder féle harmadrendi mdédszer), de nem szokds haszndlni 6ket. A konkrét alkalmazdsokban
a Newton—mddszer abszolit prioritdst élvez. Mivel a (3.13) de kiilondsen a (3.14) iterdcidk leginkdbb
szamoldsigényes része a derivalt reciprokanak illetve a derivaltmatrix inverzének meghatarozasa, a gya-
korlatban inkabb az

flx)=0 < zpp1=z,— (o)

f@)=0 &  zp=a,—[f (20)]  flzn)

eljarasokat hasznaljak — kiilonosen akkor, ha mar viszonylag kozel vagyunk a meghatarozandé gyckhoz.
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Jéllehet a kdosz—terminolégia akkor még egydltalan nem létezett, ez bizony (a {6 ered-
ményt kiséré megjegyzéseket osszerakva) kdoszt, éspedig taszité kdoszt jelent a javabdl!
Smale On the efficiency of algorithms of analysis (Bull. Amer. Math. Soc. 13(1985), 87—
121.) cikkében t6bb mint egy oldal hosszan ismerteti Barna Béla Uber die Divergenzpunk-
te des Newtonschen Verfahrens zur Bestimmung von Wurzeln algebraischer Gleichungen
(Publ. Math. Debrecen 3(1953), 109-118.) dolgozatat és kicsit kés6bb publikalt tovabbi
eredményeit. (Az akkor mar 76 esztendds nyugalmazott matematika—tanart még éppen
idejében érte a nemzetkozi elismerés.)

Fraktdlokkal mar az 1.31. Tétel kapcsan végzett szamitogépes kisérletekben is ta-
lalkoztunk. Az ottani (1.31) egyenlet 2m—id6periédusdhoz tartozé ®(27,0,-) : R? — R?
megoldé—operator globalis attraktoranak a tranziens kaoszért felelGs, nyeregszerii része
maga is fraktdl. Ezt a halmazt az {(¢,z,y) € R x R?} hdromdimenzids térben tgy lehet
tettenérni, mint a fékezett, periodikusan gerjesztett (1.31) inga/hajohinta aszimptotiku-
san stabil F}", k € Z periodikus megolddsaihoz tartozé A(F} ") vonzasi tartoményok
kozos részét. Ez a végtelen sok vonzési tartomany a fractal basin boundary elve szerint
gabalyodik egymasba. A

J = MkezOA(FF) C R x R? (3.16)

Julia halmaz pontjai mindegyikének minden kérnyezetébdl az aszimptotikusan stabil F'"
periodikus megoldasok mindegyikéhez indul tralekto’ria.
zgz-;ll
zénak tulajdonsigai a komplex szdmsikon. Ha a Newton médszert a 2% +1 = 0 komplex
egyenlet helyett az 2®+ 1 = 0 valés egyenletre alkalmazzuk, akkor sem kaotikus, sem
fraktal jelenségeket nem tapasztalunk. A Barna Béla altal felfedezett tulajdonsagokkal a
harmadfokd R — R polinomok egyike sem rendelkezik.

A Newton médszer vizsgalatat fejezziik be egy, csirdjaban mar a babiloni matematika
altal is ismert példaval.

Ez tobb is, kevesebb is, mint a 2,11 = 2, — Newton iterdcié (3.12) Julia halma-

3.17. Példa Sajdt elsé féléves analizis tanulmanyainkbol is emlékezhetink rd, hogy a
V2 kizelits értékét az

1 2
ro=2 adott, xn+1:§(xn+x—) ,n=12,...

rekurzid alapjdn lehet kiszamitani. Ez a rekurzids formula nem mds, mint a (3.13) képlet,
ha azt az > —2 =0 egyenletre (tehdt az f(x) = x*—2 esetre) alkalmazzuk.

Mi a teendd, ha /7 értékere vagyunk kivancsiak ?
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3.5. Iteralt fiiggvényrendszerek.
Halmazértékii és véletlen iteracidok

Az egész matematikai analizis egyik alapveto mddszere kontrakciok fixpontjanak itera-
ciékkal torténo kozelitése. Lattuk, hogy ez az eljaras természetes médon fordul el egy
egész sor feladatban, dgymint

e specidlis szerkezetii linearis egyenletrendszerek megoldasakor
— Gauss—Seidel iteracio, Jacobi iteracio

e nemlinedris egyenlet(rendszer)ek gyokeinek meghatarozasakor
— Newton mddszer

e kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldésandl
— implicit Euler moédszer, Picard féle szukcessziv approximacié

e kozonséges differencidlegyenletek fazisportréjanak megrajzolasakor
— nyeregpont instabil, stabil sokasaganak numerikus eldallitasa

Most egy tjabb, a képtomoritésben is hasznédlatos médszer mogottes matematikajat is-
mertetjiik. Lényegében ugyanez az eljaras vezet a legegyszeriibb fraktalok szamitogépes
eléallitasahoz is.

A teljesség kedvéért idézziik fel magat a kontrakcids fixponttételt is, amely a 2.21..
sorszamot viseli. Célunk a kontrakcié fogalmanak kiterjesztése halmazértékli leképezé-
sekre. Ehhez el6szor a Bolzano—Weierstrass tétel altalanositasara van sziikség.

Jelslje R? nem-iires, korldtos és zart részhalmazainak rendszerét S. Ha 9, S€S, akkor
tavolsagukat a Hausdorff altal bevezetett

dy (S, S) = max{max{d(3,5) | € S}, max{d(s,S) | s€ S} } (3.17)

képlet definialja. Itt d(s, S) =min{d(s,5)|5 € S} az s pont és az S nem-iires, korlétos és
zart halmaz tavolsaga, d(s, S) = |s— 5| pedig az s és az § pontoké.

3.18. Tétel A dy Hausdorff tavolsdg az S halmazt teljes metrikus térré teszi.
Igaz tovdbbd, hogy az (S, dy) tér tetszdleges korldtos sorozatdnak van konvergens rész-
sorozata. Mds szoval ha az {S,} .| CS sorozat korldtos, akkor van olyan S* €S halmaz

és van olyan Sy, hogy dg(Sy,S*) — 0 ha n' — oco.

Magét a Hausdorff tdvolsdgot R? két nem-—iires, korlatos részhalmaza kozott (s6t
altaldban egy metrikus tér két nem—iires, korlatos részhalmaza kozott) is lehet definidlni
— de ekkor a (3.17) képlet kapcsos zérdjelén beliil 1évé két max helyett sup, az utdna

kovetkezé d(s, S) képletben pedig min helyett inf veendé.
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Az 2y € R? pont € > 0 sugart nyilt és zart
B(zg,e) ={z € R | |z —x0| <} , Blzo,e] = {x € R | |z —z¢| <}
gombjeinek mintajara, S € S esetén vezessiik be a
B(S,e)={r R | d(z,S) <¢e} , B[S,e]={rcR?|d(z,S)<e}

jeloléseket. A B(S,¢) halmaz az S halmaz € >0 sugard nyilt, a B[S, €] halmaz pedig ¢ >0
sugarid zdart kérnyezete.

Ha S, S # S € S, akkor Hausdorff tavolsaguk a (3.17) képlettel teljesen egyenértéki,
de kicsit masfajta szemléltetést lehetévé tevd

dy(S,S)=min{e >0 | S CB[S,e] és Sc B[S, ]} (3.18)
formulédval is megadhato.

3.19. Definicié Legyenek F, :R? - R? ¢ =1,2,..., L kontrakcick, a q; <1 kontrakcids
dllandoval. Az {FZ}ZL:1 kontrakciok csalddjat iteralt fiiggvényrendszernek hivjuk, amely
iterdlt figgvényrendszer az (S,dy) téren az indukalt F halmazértéki leképezéshez vezet.
Ez utobbit az

F:§=>S8, S>FO)=U{F(5) | (=1.2,...,L}

képlet definidlja.

3.20. Lemma Az {F,}i_, iterdlt figgvényrendszer dltal az (S,dy) téren indukdlt hal-
mazértéki F leképezés kontrakcio.

Bizonyftds. Azt fogjuk igazolni, hogy tetsz6leges S, S € S esetén
dy(F(S), F(S)) < qdy(S,S), ahol g=max{q |(=12,...,L}. (3.19)

A (3.19) kontrakciés egyenl6tlenség két 1épésben ellenérizhetd:

< max dy(Fy(S), Fi(S)) < (max qe) dy(S,S).

T1<U<L

Természetesen meg kell mutatnunk, hogy

L L
dy (U St, UT€> <max{dy (S, T1),...,du(Sp, Tr)} ¥V Sy,...,TL€S

/=1 (=1
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és
d(Fi(s), Fy(3)) < qud(s,3) Vs,5€R?
= dp(Fi(S), Fi(S)) < qud(S,S) VS, S€S.

A szimmetria és a Hausdorff tavolsag tartalmazasos, (3.18) altal torténd definiciéja miatt
a fenti két tulajdonsig az

L L
Sy CB[Ty,e) VL = | S c|JB[Ti,e) CB[TU...UT, max e

(=1 (=1

és az

Se CB[Se,el] = Fu(Se) C Fy(B[Si, &) C BIFi(Se), qeed]
kovetkeztetésekre egyszeriisodik (érdemes ezeket lerajzolni!l) és mér készen is vagyunk.[]

3.21. Tétel Hutchinson Az {Fg}le iterdlt fiiggvényrendszer dltal a (S, dy) téren in-
dukalt halmazértékii F leképezésnek egyetlen S* € S fizpontja — ha gy teszik, egyetlen

S*=F(S*) o S =U{F(S)|t=12,.. L} (3.20)

tulajdonsdgi — fizponthalmaza” van, és tetszéleges S €S halmazbol indulva F"(S)— S*
ha n — oo.

Vilagos, hogy a kontrakcids fixponttétel azonnali, egyszerii alkalmazasardl van szo. A
kérdéses konvergenciara (2.5) szerint a

n

* q
dn(F(5),5°) <

du(F(5),5)

hibabecslés érvényes. Az S* C R? nem-iires, korlatos és zart halmaz az iterdlt fiigguény-
rendszer attraktora. Szokasos az A = S* jelolés is.

Amennyiben az {Fg}le iteralt fliiggvényrendszer kontrakcioi mindannyian koélesono-
sen egyértelmii, oda—vissza folytonos leképezések, és az A attraktor legalabb két pontot
tartalmaz, akkor a (3.20) fixpont—tulajdonsig szerint az A attraktor énhasonlé halmaz.

3.22. Definicié Egy H C R? nem-—iires, korldtos és zdrt halmaz 6nhasonlé halmaz'!, ha
léteznek olyan kolcsondsen egyértelmi, oda—vissza folytonos ¢y H — H, £ =1,2,..., L
(L > 2 pozitiv egész) leképezések, hogy

H=U{¢(H) | t=12,...,L} és ¢(H)#H, ¢(=12,...,L.

LA definicié értelmében a sik barmely négyzete is 6nhasonlé halmaz. Hogy az ehhez hasonlé trividlis
eseteket kizarjuk, az 6nhasonlésag fogalmat azokra a halmazokra tartjuk fent, amelyek fraktdldimenzidja
nem egész szam.
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Az 6nhasonlosag szemléletes, a részletek, akarhanyadszor is nagyitjuk fel oket, mind
eqgymdsra emlékeztetnek tartalma a definicioban megkovetelt tulajdonsag

H:U{(¢ko¢€)(H) | ]f,g:l,Q,...,L},

H=U{(¢ppoppopn)(H) | k,{,m=12,...,L}

etc. kovetkezményeiben jelenik meg. Az énhasonldosag kiilonosen markans akkor, amikor
a {o(H )}f:1 halmazok koziil barmely ketté egymést csak véges sok pontban metszi.
Iteralt fiiggvényrendszerek esetén az A=5* attraktor ilyetén 6nhasonlésdgahoz elegendo,
ha tigyesen valasztott Sy € S halmazra az {F, g(SO)}L,L:l halmazok paronként egymést csak
véges sok pontban metszik.

Legfontosabb az a specialis eset, amikor

Fy(x)=Apr+b,, ahol A, dxd méreti matrix és by € R?, (3.21)

¢ =1,2,..., L. Természetesen azt is megkoveteljiik, hogy a fenti F, : R — RY leképezé-
sek mindegyike egytttal kontrakcié is legyen. Az F(x) = Ax + b képlettel definidlt affin
transzformacié (ahol is A adott d x d méretdf matrix és b € R? adott vektor) pontosan
akkor lesz kontrakcid, ha a

d(F(s), F(3)) <qd(s,3) Vs,5€R? & |As|<q|s| VscR?
tulajdonsag egy alkalmasan vélasztott ¢ < 1 konstanssal teljesitheto. Az
|As| < q|s| VseR? o |As|<q V(seR? & |s|<1) (3.22)

egyenlStlenségek nem ismeretlenek el6ttiink. Az A métrix || A|| norméjat ugy definialtuk,
mint a (3.22) egyenl6tlenségeket kielégit6é ¢ > 0 szdmok minimumat. Tehat a (3.21) affin
fiiggvénycsalad tagjai pontosan akkor lesznek mindnydajan kontrakcidk, ha az A, matrixok
| Ag|| norméi (¢ =1,2,..., L) mindnydjan kisebbek mint 1.

Az affin transzformdaciokbdl allé (3.21) iteralt fiiggvényrendszer attraktoranak léte-
zéséhez egyébként sziikséges és elegendd feltétel, hogy az A, (¢ =1,2,..., L) matrixok
mindegyikének Osszes sajatértéke abszolit értékben egynél kisebb legyen. (Az iteralt
fiiggvényrendszer attraktoranak énhasonlésagahoz a 3.22. Definicioban megkovetelt egy—
egyértelmiiség és oda—vissza folytonossag ebben a specidlis esetben nyilvén a det(A,) #0,
(=12, ..., L feltételek teljesiilését igényli.)

3.23. Megjegyzés A(z alsd és felsd) fraktdl (box—, hasonldsdgi, Hausdorff etc.) dimen-
zi0hoz hasonloan az dnhasonldosig fogalma is tébbféleképpen definialhato. A mdgdttes
tuicio és a szemléletes tartalom lényegében mindig ugyanaz, de a technikai részletek
kiilonbozosége miatt nem, vagy nem minden esetben ekvivalens definiciokat kapunk.

Az elemi geometria hasonldsdagi transzformdcionak azokat az F(x) = Ax+0b képlettel
definialt affin leképezéseket nevezi, amelyek matriza A=r M alaki, ahol az r#0 dllando
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(a hasonlésdg ardnya), az M mdtriz pedig ortonormdlt. Eqy iterdlt figgvényrendszer
attraktordnak dnhasonlésdga killondsen markdns, ha a (3.21) specidlis eseten belil még
Ap=ryMy és|rel=qe<1, €=12,..., L is teljesil. Ilyen példdiul a Sierpinski hdromszdyg,
a Koch gorbe vagy a klasszikus Cantor halmaz.

Jollehet az {F;}r_, iterdlt fiiggvényrendszer A = S* attraktordt az (S, dy) téren in-
dukalt halmazértéku F leképezés fixpontjaként definialtuk, a A konkrét, szamitogépes
eléallitdsa a gyakorlatban is lehetséges az Fy: R? — R? £ =1,2,..., L leképezés—csalad
segitségével.

A 3.21. Tétel altal garantalt

tetszOleges S € S halmazbdl indulva F"(S) - S*=A ha n— oo

tulajdonsag mellett igaz annak szelekcids, véletlen iteracidos altalanositasa is. A véletlen
iteraciok altal képzett

x, = (F;, o

in in—1

o...oF,0oF,oF;)(x), n=12,...
pontsorozat segitségével egy ujabb, az F"(S) halmazsorozatnal sokkal egyszer(ibb
Hn:{In+1,$n+2...,$2n,1,$2n} y n:1727'--

halmazsorozatot képziink, amely — szintén az R? nem-iires, korldtos és zart részhal-
mazainak Hausdorff metrikaval ellatott (S, dpy) terében — ugyancsak az {Fy}r_, iteralt
fiiggvényrendszer A attraktorahoz tart:

H,—A ha n— oo.

A véletlen iteraciésorozat iy,is,13,...,%,_1,%, indexeinek barmelyike lehet 1,2,..., L,
éspedig rendre a pi,po,...,pr elore rogzitett, a 25:1 pe = 1 feltételt kielégité p, > 0,
1,2,..., L valoszintiségekkel.

Ez igy persze til szépen hangzik, hiszen csak 1-valdszintiséggel igaz. De kicsire nem
adunk, és pontosan a nagy az, ami szamit! ,Mindig” konvergenciat tapasztalunk — és
ez a ,mindig-konvergencia” mindig latvanyos. A kdosz—jatékot, akarhanyszor is jatszuk,
nem ronthatjuk el. Mindig 6rémiink telik benne.

3.24. K6vetkezmény A kdosz—jdtékot barmely x € R? pontbdl inditva, a véletlen iterd-
ci0s0rozat 1,19, . .., iy, - . . indexeinek 1-valdsziniséggel torténd vdlasztdsa esetén

n—00

Amit a fenti kbvetkezmény matematikdjabol igazan fontos megérteniink, az az (S, dp)
teljes metrikus tér mellett a Borel féle normalis szam fogalma. Ez magyarazza el, mit
jelent a véletlen iteracidésorozat indexeinek 1-valdszintiséggel torténo megvalasztasa.

Osztonosen érezziik, hogy majdnem minden b € [0,1] esetén a b szdm tizedes—tort
reprezentaciojaban a 0,1,....,9 szamjegyek mindegyikének relativ gyakorisaga %). Borel
normalis szamokrol szdl6 tétele szerint ennél tobb is igaz.
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3.25. Tétel Van olyan EC|0,1] kivételes, nulla—mértéki halmaz, hogy minden be[0,1]\ E

esetén a b szdm 3=2,3,... egész alapu'® szdmrendszerbeli
oo .n b .
s> 20 Gmep 1) (3.23)
felbontasaban, barmely K =1,2,... mellett, a K hosszisdgu
$182...5k , sx€{0,1,...,6-1}, k=12,....K (3.24)

szelet (string) eléforduldsdnak relativ gyakorisdga B~.

Es most néhény latvanyos példa, a legismertebbek koziil, amikor is az iterdlt fiigg-
vényrendszer az R? tér L > 1 szamu affin kontrakciéjabél 4ll.

3.26. Példa Barnsley péfrany: d=2 és L=4:
A(o) = () +o=(oon ove) () (om)
r () =) = (G o) () + (o)
m(n) =) = (oo o) () ()
()= () (8 5) ) (2
A wvéletlen iterdciosorozat

(F,oF,_,o.. FFF)(‘“) n=12,...
X2

ahol az (’”1) €R? kiinduldpont tetszbleges, az iy, i, i3, ..., in_1, %, indevek bdrmelyike lehet
1,2,3,4, espedzg rendre a p; = 0.01, po =0.85, p; =0. 07 p1 = 0.07 valdsziniiségekkel.

Erdekes kiprébalni a p; = i, Py = i, L= i, L= i valoszintiségeket is. Itt a pafrany
erezete épiil fel gyorsabban. A limes ugyanaz, ha Z?Zl pe=1ésp;>0,1=1234—a
nagy, 85 szazalékos valészintiséget Fh-re azért célszerii feltenni, mert ez rajzolja meg a
pafranylevélzet kiils6 konturjat.

12Az Olvasé jél érzi, hogy vannak nem egész alapi szamrendszerek is. Azt is jol érzi, hogy normé-
lis szdmnak lenni egyfajta ergodikus tulajdonsdg. A b € [0,1]\ E szdm pontosan attél normdlis, hogy
tetsz6leges B =2,3,... esetén a (3.23) felbontds egyértelmii (a [0,1] intervallumba tartozé S—-adikusan
racionalis szdmok megszamlalhatéan sokan vannak és mindnydjan beletartoznak a kivételes E' halmaz-
ba) és a {jn(b)},—; = {jn(b,B)},—, sorozatban barmely elvileg lehetséges, K hosszisagi (3.24) szelet
(string) "idé4tlag”™a S~K. (A "tératlag” nyilvan 3~K.)
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3.8. dbra. Példa iteralt fiiggvényrendszer attraktorara: Barnsley pafrany

3.27. Példa Sierpinski haromszoég: d=2 és L=3:

T T 1/1 0 T 0
! i) ! i) o 2\0 1 i) + 0
T1 o T . 1/1 0 T 2
Fy N A, 2 +by = ACERIAY + 0
1 1 1/1 0\ (2 1

F3 - = A3 - +b3 = 5 0 1) . + \/g

A véletlen iterdcidosorozat

(Eno in—lo“'OE3OEQOE1) xl) D n:1,2,...

ahol az (i;) kindulopont tetszoleges, az i1,19,13,...,1n_1,1, indexek barmelyike lehet
1,2,3, éspedig rendre a p; = %, Do = %, L= % valosziniségekkel.
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Ez a szokésos kdosz jdték, amelyben a tetszbleges Py € R? pontbdl elindithaté itercié
kovetkez6 pontjat az alabbi szovegli geometriai szabéllyal szokés ,legyartani”:

Kossiik 6ssze a legutoljara megkapott P,_; pontot — rendre %7%7% valoszintiséggel
— az (8), ((2)), (\}g) pontok egyikével, majd vegyiik az 0sszekoté szakasz felezépontjat.

Legyen ez a P, pont, n=0,1,2,....
3.28. Példa hépehely, avagy Koch gorbe: d=2 és L=4:

A=) e300 () (0)

1
F4 (xl) — A4 (x1> +b4 - =
T2 T 3

A véletlen iterdcidosorozat

G

o...oE3oF}20F}l)(x1) , n=12 ...

(Fi, o F;
o)

n—1

ahol az (2) kiindulopont tetszoleges, az t1,12,13,...,1in_1,tn tndexek bdrmelyike lehet

1,2,3,4, éspedig rendre a p; = %L, P2 = i, p1= i; P = }l valosziniségekkel.

Ez is egy kdosz jaték, ha gy tetszik. Tetszik?'® — Sikeriil-e a geometria nyelvén is

definialni?
Befejezésiil a klasszikus d =1, L = 2 Cantor halmaz, ahol

1 1 2
Fi(z)=Aix+b = §x+0 és Fy(r) = Asx+by = §x+§
Az ehhez tartozé véletlen iterdcidsorozat természetesen
(F;, oF; ,o...0oF ,0oF,oF;)(z), n=12,...

ahol x €R tetszolegesen valaszthato, az iy, 19,13, ..., 4,_1, ¢, indexek barmelyike lehet 1,2,
éspedig rendre a p; = %7 P2 = % valoszintiségekkel.
Es mit kapunk, ha Fy(z) = 27z és Fy(x) =2 Y (x+1)?

In(3) In(4)
In(2)° In(3)

és a Barnsley—péfrényé ~ 1.45 (képlet hijan — nehézkes és rettenetesen lassi

13Tovabbi szép és halds feladatok: dimp(Sierpinski-triangle) =
_ In(2)
= n(3)>
szémitégépes kozelitéssel), valamint az elsé harom példa médszerével dim g (Sierpinski-tetrahedron)=2.

dim g (Koch—curve) =

dim  (Cantor—set)
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(b) Sarga korallgomba (Ramaria flava)

3.9. abra. Azt gondolja a természetet nem esmérd ember, hogy a penész csak valami
rusnya por és pelyhes nyadlkdssdg, melly a romldsnak és rothadasnak kovetkezése: holott
mindaz, ami nekink illyennek latszik, egynehdny ezer apré pldntdkbol dszvecsoportozott

erdocske, amellynek gydkerei, szdrai, agai, virdgi és magvai vagynak, s amellyet jo
nagyitotivegen szemlélni kibeszélhetetlen gyinyoriiség. — Csokonai: Dorottya (Jegyzetek
No.77)
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3.6. Iteralt fiiggvényrendszer és képtomorités

Tudjuk mar, hogy minden iteralt fiiggvényrendszernek van attraktora. Az attraktor sziik-
ségképpen az S halmazcsaladba tartozik, azaz nem—iires, korlatos és zart részhalmaza az
R? euklideszi térnek.

Az el6z6 példakban szerepld alakzatok egy—egy iterdlt fiiggvényrendszer attraktorai
a sikon, illetve az egyenesen. Ezek az alakzatok elso pillantasra meglehetésen bonyo-
lultnak tinnek, de az altaluk hordozott informéacié kevés. Ahelyett, hogy magukat az
alakzatokat tarolnank, elegendd az 6ket szarmaztato iteralt fiiggvényrendszereket térol-
ni. Barnsley pafranyat példaul négy kétszer kettes métrix és négy sikbeli vektor hatarozza
meg. Ezeket elég ismerni: segitségiikkel maga a pafrany — legalabbis tetszoleges, elére
adott pontossagig — mindig djra és djra eloallithato.

Természetes médon meriil fel a kérdés: ha adott egy A € S halmaz, létezik—e (ez
a matematikusok tipikus kérdése) olyan iteralt fiiggvényrendszer, amelynek az adott
A halmaz az attraktora. A matematikusok tudjak a valaszt: 1étezik olyan nem-—iires,
korlatos, zart és Osszefiiggd sikbeli halmaz, amely egyetlen iteralt fiiggvényrendszernek
sem attraktora.

A mérnokok és az informatikusok kérdése sokkal gyakorlatiasabb: A képtomorités
kontextusaban meriil fel. Hogyan lehet megkonstrudlni egy olyan iteralt fiiggvényrend-
szert, amelynek az attraktora ha nem is maga az A halmaz, de legaldabb kozel van hozza.
Az A térolasa helyett (amely A halmaz szamunkra képként, pontosabban egy fekete—fehér
kép fekete részeként van adva) elegendd az 6t jo kozelitéssel el6allito iteralt fiiggvény-
rendszert tarolni.

A most kovetkezd megfontoldsok alkalmazhaték egyszinti, fekete—fehér, illetve szines
képekre is. Egy fekete-fehér kép'® a 0-1 értékeket felvevd karakterisztikus fiiggvényként,
egy szines kép pedig, a harom alapszinnek megfeleléen, jo kozelitéssel harom 1épcsos
fiiggvény segitségével irhatd le.

3.29. Tétel Minden A € S halmazhoz és minden ¢ szdmhoz van olyan, kontraktiv ha-
sonlosagi transzformdciokbol dllo {Fg}fil iterdlt fiigguényrendszer, amelynek S*. attrak-
tordra dy(S*., A) <e.

Bizonyitas. Egy fapados konstrukciot mutatunk be, amely képtomoritésre kozvetleniil
nem alkalmas, hiszen végsé elemzésben a pixeleket veszi csak egyenként szamba. A kép-
tomoritésre alkalmas hatékony algoritmusok — ha van koziik az iteralt fiiggvényrendsze-
rekhez, ha nincs — boven tartalmaznak heurisztikus 1épéseket is.

Elegendd olyan olyan iterdlt fiiggvényrendszert konstrualnunk, hogy az altala meg-
hatdrozott F. halmazértéki leképezésre dy(F.(A), A) < (1 —q)e teljesiiljon. Valéban,
ekkor

dH(S*E’ A) < dH(]:a(S*a)a }—a(A)) +dH(‘F£(A)> A)

1A (grayscale) sziirke 6tven arnyalatat kiilon nem taglaljuk — ha valakinek van néhényezer Forint
kidobandé pénze, akkor vegye meg a hasonl6 cimi bestsellert.
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& dy(S',A) <qdp(S*.,A)+(1—q)e < du(S™.,A)<e.

A gondolatmenet a 2.22. Kovetkezmény bizonyitasahoz hasonld, amelynek az iteralt fiigg-
vényrendszerek korében kiilon neve van: kolldzs—tételnek hivjak.

Az egyszerliség kedvéért legyen d = 2 és tegyiik fel, hogy A C @, ahol @ =[0,1] x [0,1]
az egységnégyzet. Tekintsiik a Q halmaz k=' (k=1,2,...) oldalhossziisdgt négyzetekre
valé szokésos racsfelbontasat, majd gytjtsiik ki azokat a cellakat, amelyek belemetszenek
az A halmazba:

Chs = {($1) eR? | k) < < Zf(kli+1 és ”](f) <y < ]—E(k)H} .
X2

k - - T k

Itt ig(k), jo(k) az A halmaz altal meghatdrozott nemnegativ egész szamok és (=1,2, ..., N(k™1),
ahol
N(k ') =#{C | C a racsfelbontés cellaja és CNAF#D}.

Legyen most F} ¢ olyan hasonlésagi transzformacio, amely a ) egységnégyzetet rdhizza
a Cyy cellara. A legegyszer(ibb vélasztés

1 1 /1 0\ (= 1 (ig(k) -1
F == - (=12,...,N(k
W(!ﬂz) k (0 1) ($2)+k(j£(k) ’ e N
és legyen

Co=U{Cro|l=12,... . NN} |, Fo=U{F|l=12,....,Nk™")}.
A Hausdorff tavolsag kozvetleniil (3.19) utdan megfogalmazott tulajdonsaga miatt

di(Fr(Cr),Cr) = du(UeFro(Ck), UrClp) < max 5 di(Fre(Cr), Crpe)

¢=12,..,N(k~

s mivel az AC () egyszeriisité feltevés révén Fy (Cy) C Fy o(Q) C Cy. s, az utolsé egyenlStlen-
ség jobb oldala legfeljebb a Cj, cella atméréje, azaz (az euklideszi normaban szdmolva)

\/Ti. [gy magét a (3.19) egyenlétlenséget hasznalva
d(Fr(A), A) <dg(Fr(A), Fr(Ck))+du(Fr(Ck),Cr) + du(Ck, A)

s mert a Cy definicidja miatt (szintén az euklideszi norméban szdmolva) dy (Cg, A) < \/Té,
a végso becslés a

du(Fr(A),A) < %dH(A,ck)M/;MH(Ck,A) < (%H) g+g

alakot 0lti, és igy a kollazs—tétel értelmében készen is vagyunk. n

Els6 pillantasra is — miutan lecsontoztuk a matematika technikai részleteit — vilagos,
hogy a bizonyitasban leirt konstrukcié ugyanaz a mddszer, mint amellyel a boxdimenzié
fogalmat definialtuk.
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3.7. Példasorozat szinkronizaciora.
Kiilonféle szempontok

1.) Alappélda (szinkronizacié az atléhoz)

Legyen f:R—R olyan fiiggvény, amely eleget tesz az | f(z)— f(y)| < L|x—y| Lipschitz
egyenlétlenségnek. A csatolasi paraméter k > 0 értékei mellett tekintsiik az

&= flz)+kly—2z) , §=[fy)+klz—y) (3.25)

egyenletrendszert és a V(z,y) = (x—y)° segédfiiggvényt. Vegyiik észre, hogy

ZV®),y0)|,_o =2 =y) (@ =9)|,_, = 2e—y)(f(z) = f(y) = 2k(z—y))

<2L(zx—y) —dk(z—y)* =2(L—2k)(z—y)* <0 Vaz,y#zeR,

amennyiben k:>§. AV fiiggvény tehat Ljapunov fiiggvény, ha a k>0 csatolasi paramétert
elegendGen nagynak valasztjuk.

A rogzitett (z(t),y(t)) megoldasra definialt v(t) = (x(t) —y(t))” fiiggvény a fentiek
szerint eleget tesz a 0(t) < —2(2k — L)v(t) egyenlétlenségnek, amelybol

o(t) o(t) g
ES —2(2k—-L) = / tdt</0 —2(2k— L) dt

= )| <—2k—L)T = o(T)<v(0)e 20T vT >0,

o
A szimmetria miatt a A={(z,y) ERxR|y=x} invaridns halmaz, igy a levezetés érvényes
a v(0) =0 esetben is (s6t v(0)#0 =v(T)#0 VT >0). A gondolatmenetnek kiilén neve
van, a (2.7) Gronwall Lemma differencidlos valtozatdanak hivjak.

Tehét a (3.25) differencidlegyenlet valamennyi megolddsa exponencidlis sebességgel
jut be a A dtlé (diagonal) barmely elére megadott kicsiny kornyezetébe és ott is marad,
a A C R xR mint halmaz exponencialisan stabil.

Ugyanezt az eredményt az

A=zx+4y, C=y—2 & r=——,y=—— (3.26)

koordinata—transzformacié utan kapott

e f(A2C>+f(A—5C>,C f<A2C) f(A—gC)—%C

differencidlegyenlet limy_,., C(T) = 0 tulajdonsagaként is kifejezhetjiik.
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2.) Ugyanez magas dimenzidban (a csatoldsi métrix szerepe)

Tegyiik fel, hogy az f:R?—R? fiiggvényre teljesiil az | f(z)— f(y)| < L|x—y| Lipschitz
egyenlStlenség. A (3.25) egyenlet altalanositasaként tekintsiik az

(E) &=f@)+Ky—2z) , y=[fy)+Kz-y)
egyenletet. A K csatolasi matrixrol azt tessziik fel, hogy szimmetrikus és pozitiv definit:
K=K' & (Kz,y) =(z,K'y) =(r,Ky) Va,ycR’

M|z]? < (Kz,z) < Mglz]> ¥V zeR?,

ahol 0 < A1 < X\p < ... < )y a sajatértékek (és ahol a pozitiv definitdst a Rayleigh elv
segitségével irtuk fel).

AV(z,y)=(r—y,z—y)= ]a:\2 segédfiiggvény most is Ljapunov fiiggvénynek bizonyul,
amennyiben a legkisebb sajatérték is elég nagy. A A\ >§ feltevés mellett azt kapjuk, hogy

Vigy(z,y) = (i —g,2—y) +(x—1), 2 —9)|,_,

= (f(z)=fly) —2K(z—y),z—y)+(z—y, f(z) - fly) —2K(z—y))
<2Llz—yP =AMz -y =2(L-2\)|z—y/° <0 Vaz,y#zecR?

Az egydimenzids esethez hasonléan a A = {(z,y) € R? x R?|y = z} 4tl6 most is expo-
nencidlisan stabil invaridns halmaznak bizonyul. (Attraktornak csak azért nem nevezziik,
mert az attraktor elnevezést a kompakt invaridns halmazokra tartottuk fenn.)

Ha A\ > %, akkor sokkal erdsebb allitast is kimondhatunk. Az egyes trajektori-
ak/mozgasok nemcsak gy altaldban tartanak a atléhoz, hanem mindegyikiik egy ki-
valasztott, az atlén megvalosuld konkrét, egyedi mozgashoz tart. A most kovetkezd tétel
a Periodikus palydk vizsgdlata alfejezet legvégén targyalt aszimptotikus fazis fogalmat
altalanositja.

3.30. Tétel Tekintsik az (E) egyenletet a Ay > é feltétellel egyiitt. Tegyiik fel, hogy az
i = f(x) egyenlet végtelen tdvoli pontja taszité".
Ekkor létezik olyan folytonos F : R4 xR —R? leképezés és olyan w >0 dllandd, hogy

‘(I)(t) €, y) _(I)(tv .F(.T, y)7 .F(Q?, y))’ < COTlSt(&?, y) et vt >0 Vv T,y € R?.
Az egyazon dltaldnositott aszimptotikus fazishoz tartozd isochrone pontok

Fao ={(z,y) ER*xR? | F(z,y) =20} , x0€R?

5amit technikailag példéul a (2.28) tulajdonsdg biztosit, ha azt egy régzitett R > 0 helyett minden
Ry > R, > 0 esetére, a d =2 helyett pedig az dltaldnos d-re kotjiik ki
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halmaza d—kodimenzids feliiletet hatdroz meg, amelyet az xo<— (9, x¢) azonositds utan
a A &tl6 pontjaival is lehet indexelni. A {F,,}, cpa feliiletcsalad az R? x R? tér egyrétii
fedését adja.

3.) A csatoldsi paraméter novelése (bifurkécidk a szinkronizaci6ig)
Most a (3.25) egyenlet egy specidlis,
i=r—2’+k(y—z) , y=y—y’ +k(z—y)

alaku esetét vizsgédljuk a k& > 0 csatolas ereje novekedésének fiiggvényében. Azt tapasz-
taljuk, hogy a szinkronizacié egymas utani bifurkacidk egy sorozatan keresztiil valdsul
meg, egészen addig, amig a teljes struktira ra nem roskad az atlora. A teljes folyamatot
egyszeriibb a (3.26) koordindta—transzformaci6 révén nyert

. A?4+3C? . 8k+3A%+C?

differencialegyenlet-rendszerre bemutatni:

e ('=0& A=0 amennyiben 0 <k

e ('=0& A==+2 amennyiben 0 <k
— a (f6)atlén mindig ugyanaz a hdrom egyenstlyi helyzet van

e A=0& C?=4(1—-2k) amennyiben 0 <k < 1
— a mellékatlon maximum még ketto egyensulyi helyzet lehet

o A2 =1-3k & C? =14k amennyiben 0 < k < %
— az atlokon kiviil maximum még négy egyensiilyi helyzet lehet

9 ha 0<k< %
#{egyenstilyi helyzetek} =< 5  ha % <k<ji

A paraméter novekedésével csokken az egyensulyi helyzetek szama. Csupa szimmet-
rikus, de alaposan elfajult bifurkacié van, hiszen minden egyes esetben harom egyensulyi
helyzet olvad 6ssze. Ha pontosan 6t egyensulyi helyzet van (azaz ha %S k< %), azok koziil
kettd elfajult. Az origé mindvégig nyeregpont, a A (f6)atlon 1évé masik két egyensiilyi
helyzet mindvégig stabil csomo.
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4.A) Szinkronizacio kaotikus megolddshoz (két csatolt Lorenz rendszer)

X=0Y-X),Y=rX-Y-XZ,Z=XY—-bZ (3.27)
t=o(y—z), y=rX—y—Xz, 2=Xy—bz (3.28)
.ZL'(O):{E() ) y(o) =Y , Z(O):ZO ’

Most két Lorenz rendszert csatolunk egymassal, de a csatolas markdnsan aszimmetri-
kus. Az els6 (a ,master”) fiiggetlen a masodiktdl és tnmagédban is teljesen értelmes, a
méasodik (a ,slave”) fliigg az els6t6l. Az elsé Lorenz rendszer megolddsénak X koordindta—
fiiggvénye megjelenik a masodik Lorenz rendszer utolsé két egyenletében. Ami torténik,
teljes meglepetés: a méasodik rendszer — fiiggetleniil sajat x(0) = xq, y(0) = yo, 2(0) = 2o
kezdeti értékeinek megvalasztasatol — aszimptotikusan atveszi az elsé rendszer viselke-
dését, szinkronizaldédik hozza.
A bizonyitas mindossze néhany sor. Bevezetve az

a=X-z, f=Y—-y,y=2Z-z2

kiilonbségeket, a rajuk vonatkozo differencialegyenlet—rendszerben a csatolast megvalo-
sité X = X (t) fiiggvény két helyen is szerepel:

(E) a=0(f—a), f=-B—X7,y=XB-by.

Az (F) tehédt énmagaban, az elsd, a ,master” Lorenz rendszer nélkiil meg sem oldhatd.
Mégis el6bbre vagyunk, mert egy iigyesen valasztott'® Ljapunov fiiggvény garantélja a
globalis aszimptotikus stabilitast:

V(e 8,7) =% Goﬂﬁ?ﬂ?)

= Vip(,B8,7)=a(B—a)+B(—B—X7)+7(XB-b7)
= Vimlo,8,7) =B -~ F—br? = — 2 (0?45 +(a—B)") ~b7*.

J6l ismert, hogy a klasszikus o = 10, r = 28, b = 8/3 paramétervalasztasnal a Lorenz
rendszer kaotikus. A szinkronizacié tehat az X (0) = X, Y(0) =Yy, Z(0) = Zy kezdeti
értékek altal ,kijelolt” kaotikus megolddshoz torténik.

163 V segédfiiggvény megvalasztasa nagyon is természetes: a f=—3— X~ egyenletet B-val, a =X —
—by egyenletet y-val szorozva, majd a két egyenletet dsszeadva 35+7y=—[B2—by?, azaz % (%,6’2 + %72) =
= — 2 —by? adédik. Es ez, matematikai reflexeink szerint aligha lehet mds, mint egy Ljapunov fiigg-
vénnyel torténd szdmolds egy részlete. Innen a sikeres V' (o, 8,7) képlete mér csak egy macskaugrds. A

globélis aszimptotikus stabilitds a 2.56. Tétel B.) kovetkezménye.
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4.B) Titkos tzenet kiildése nyilvinos csatorndn (Lorenz add, Lorenz vevd)

A (3.27) Lorenz adé a t6le sokszaz kilométerre levé (3.28) Lorenz vevonek radidiizenet
forméjdban atkiildi az X (t) és az Y (t)+m(t) egyardnt kaotikus jeleket, amelyeket béarki
szabadon meg—, illetve lehallgathat. Nem sokra megy egyikiikkel sem ... Viszont a vevo,
aki az X (t) dtvétele utdn képes az Y (t) rekonstrudldsdra, az (Y (¢t)+m(t))—Y (t) miivelet
elvégzésével hozza tud férni az m(t) jelhez, ami a tényleges titkos iizenet. Mindebben egy
masik titok is szerepet jatszott: a teljes szinkronizacidhoz az kellett, hogy az add és a
vev$ o, r és b paraméterei paronként megegyezzenek egymassal. (Szerencsére a (3.27)
Lorenz rendszer kaotikus viselkedését garantdlé (o, r,b) paramétertartomény viszonylag
nagy részhalmaza az R3-nak.)

5.) Az eddigiek dsszefoglaldsa (két csatolt Chua—kor)
A villamosmérnoki tudomanyokban a kdosz prototipusa a Chua—kor, amelynek differen-
cidlegyenlete

t=a(y—x—gx)), ,y=x—y+z, =—Py (3.29)

és amelyet kifejezetten konnyti elektromos hélézatként megvaldsitani. Minddssze egy te-
kercs, egy ellenallds, két kondenzator, és egy Chua-diédanak nevezett fesziiltség—vezérelt
nemlinedris dramkori elem sziikséges hozza. Ez utébbi I = g(V') karakterisztikdjdat a g :
'R — R fiiggvény hatarozza meg, amelynek a matematikai modellben szokasos alakjai
— az eredeti véltozét z—el jelolve, a tovabbiakban ennél maradunk — g(z) = g1z + g3a®
(vagy az ezt jol kozelité szakaszonként linedris fiiggvények egyike). Ismeretes, hogy a
klasszikus ¢g; = —%, g3 = %, a= %, = 15 paramétervalasztasnal a Chua—kor kaotikus
és attraktora egy kettOs—tekercs (double—scroll).

A teljesség kedvéért bemutatjuk a Chua—kor kapcsolasi rajzat és vazoljuk a Chua—
kort leiré differencidlegyenlet-rendszer levezetését is:

h——® o
I |

-[CQ) VCQ IL) VL

o—>§—>®

| |
o o

ahol a ) illetve (&) jelolések Kirchhoff csoméponti térvényének kétszeri illetve huroktor-
vényének egyszeri alkalmazasara utalnak. Tehat

a Chua—kor alapegyenletei : (Ve )+1Io, =1g, lo,+Ir=1 , Ve,+Vp=0.
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Innen a linedris RLC kor (1.1) egyenletrendszerének levezetésekor is hasznélt Vi = &le,
Ve=RIg és Vi, = LI alapvetd osszefiiggések (esetiinkben V=V, — V¢, ) felhasznalasaval
a Ve, Vo,, I ismeretlenekre az

Ve, — Ve .
M , 02‘/02"‘

Ve, Ve _,
R L

0 , Ve, +LIL=0

I(Ve,)+CiVe, =
egyenletrendszer adodik, ami az  ~ Vg,, y ~ Vi, és z ~ I alkalmasan valasztott li-
nearis helyettesitések (skédlazds) utdn a Chua-kor szokdsos (3.29) alakjara vezet. (A ¢
nemlinearitast az [ = I(V(,) képletébél kapjuk.)

A kereskedelmi forgalomban is kaphaté Chua—készlet (Chua circuit kit) az

T Za(yl—lﬁ—g(xl)) Y1 =$1—y1+21+k(yz—yl) , 21 =B
iy =y — w2 —g(22)) , o =T2—1y2t+2+k(y1—y2) , 22 =—Pys

PN { &1 =o(ry—21—g(21)) , T2 =21 — 22+ 23 +k(y2—12) , T3 =—Pxs
h=aly—11—9(n)), o=y —Y+ys+k(xa—v2) , 3= —Py2

(formdban modellezhetd) valtozat megépitésére alkalmas, ami két egyforma Chua—kor
egyarant jobb oldali ) pontjanak Gsszekotésével valosithaté meg. Az dsszekdtés erejét
kifejez6 k = k.s > 0 paraméter (az als6 index a coupling strength kifejezés két szavanak
kezd6betiiire utal) egy véltoztathatéd extra ellenéllas révén szabdlyozhaté. (A veszteségek
potlasara két kilenc Voltos telepre is sziikség van, amelyek mindegyike a megfelel6 Chua—
diéda részét képezi.)

Az aramkori kisérletekben a k > 0.8 paraméterértékekre figyelheté6 meg szinkroni-
zalédas, részleges vagy teljes'” (a csatolds konkrét erdésségétél, és az aktudlis dllapottdl
fiiggben), amely hosszabb-rovidebb id6 utdn mindig eléllitédik.

A Ljapunov fiiggvényes érvelés most nem vezet érdemi eredményre:

V(X, Y) = V<3717 T2, T3, Y1, 3/2,?/3) = % ((é(l’l —?/1)2+(372—y2)2+%(333—?/3)2)>

17A szinkronizacié teljes, ha |x1(t) —y1(t)| — 0, |w2(t) —y2(t)| — 0 és |x3(t) —y3(t)] = 0 ha t — oo. A
szinkronizacio részleges, ha a nulldhoz tartas csak a koordinatafiiggvény—kiilonbségek egy részére teljestil.
Vilagos, hogy az aszimptotikus, t — co szimmetria kiilonféle fajtairdl van szé. Ha a csatoldsok nélkiili
rendszer példaul &; = f(z;), i=1,2,...,8, akkor az x3 = x7 = xg altérhez toérténé részleges szinkronizéicié
alatt a t — oo melletti |z3(t) —z7(t)] — 0, |z3(t) — zs(t)| — O aszimptotikdk teljesiilését értjikk. Maga
az atlé ebben az esetben az x1 = x5 = - - - = xg hatdimenzids altér (pontosabban 6d dimenziés, hiszen
x1,T2,...,28 € RY d > 1 is minden tovabbi nélkiil lehetséges). A teljes szinkronizacié ez esetben is
az &tléhoz (a f84tlohoz) torténik. A fenti fogalmak mindegyike kiterjeszthetd arra az esetre is, amikor
nem teljesen egyforma dinamikakat csatolunk, amikor tehat a magukra hagyott cellak viselkedését az
z; =b(z;) < @;= fi(z;) differencidlegyenletekkel modellezziik. Az elektromos vagy biolégiai halézatok
tigymond “elemi cell&i” soha nem lehetnek teljesen egyformék. Az elméleti matematika szdméra az | f; —
—fil<1,4,j=1,2,... 8 tipusu feltételek kezelése roppant nehéz. A szdmitégépes szimuldcidk lehetSségei
Osszehasonlithatatlanul tagabbak.
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= Vipxy)=—(z1—y)(9(@1) —g(n) — ((z1—y1) — (22 — ) — 2k (22— ),

ami csak nem akar negativ lenni. A nehézséget a —(x1—11)(g(x1)—g(y1))=— (21 —11)*(g1+
+g3(2? + 21y, +17)) fétag jelenti, amely a megadott g; = —% és g3 = % értékek mellett
ugyancsak vegyes eldjelii, amit a masik két 6sszeadandé nem mindig tud kompenzalni.
Ha lenne egy —k(z —y1)2 osszeadando is elegendOen nagy k = k1 + ko > 0 paraméterrel
... de sajnos nincsen. — De bizony van, csak ehhez mashogyan kell csatolni:

o { x'l:a($2—x1—g(x1)+f<;1(y1—x1)) s j:2:x1—x2+x3, igz—ﬁxg
y1=Oé(yz—y1—g(y1)+/<oz(x1—y1)) , Yo =Y1—Y2+Ys , Us = —Py2

Az eddigi k>0 paraméter értékét k=0-ra allitottuk. A k1 =0 eset a 4.) pontbeli master—
slave tipust szinkronizaciéhoz vezet. Latjuk azt is, hogy a 2.) pontbeli rendszernek is van
aszimmetrikus, & = f(x)+ K (y—x), y = f(y) + Ka(x —y) valtozata.

3.31. Megjegyzés Azt latjuk, hogy két identikus Lorenz rendszerben, csakiugy mint két
identikus Chua-korben a teljes szinkronizdcio létre tud jonni egyetlen koordindta—pdr
csatoldsdval.

Takens attraktor—rekonstrukcios tétele azt mondja ki, hogy eqy kaotikus attraktor —
és most egyetlen Lorenz rendszer vagy egyetlen Chua—kor kaotikus attraktordra kell gon-
dolnunk — jellemezhetd egyetlen megoldds egyetlen koordindta—fligguényének viselkedése
alapjan.

Hogy egészen konkrét legyek, az El Nino jelenség

t=By—C(z+p)
y=xz—1y , ahol B=102, C=3, p=0.83
z=—azy—z+1

alakd Vallis modelljének (ez lényegében eqy aszimmetrikus Lorenz rendszer) kaotikus att-
raktordt az (z(t),y(t), z(t)) megoldds elsd, x(t) koordindta—figguényébdl képzett

{(z(t),z(t—T,),z(t—2T,)) € R® | t > 0}

térgorbe az (x(0),y(0), 2(0)) = (o, Yo, 20) € R? kezdeti feltételek és a T, >0 idbkésleltetés
(time-lag) paraméter tetszéleges vdlasztasa mellett 1-valdszinidséggel jol jellemzi.

Egy viszonylag friss Prdter utcai informatika PhD dolgozat Takens attraktor—rekonstrukcios

tételének 1ddsoros vdltozatat epilepszids betegek EEG jeleihez tartozo kaotikus attraktorok
keresésére haszndlta. Es mindezt hét és nyolc dimenzioban.

Erdekes dolgok ezek. De az id6 muldsaval egyre kevésbé fognak kiilonlegesnek vagy
kiilonosnek szamitani.

6.) Szinkronizdcid az elemi celldk outputjai alapjdan (példa a valdsagbol?)
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Amint azt a 2.17. Példa mar el6vételezte, a
N
.’ti = b(l’l)—FZ’LU”f(.’L‘]) , = 1,2, . ,N.
j=1

feladat—osztalyt kiilonosen sokat vizsgaljak. A klasszikus, fazisszog szerinti szinkroni-
zécié (legyen szd bar aramkori, idegrendszeri, vagy éppen spin—oszcillatorokrdl) abban
a specidlis esetben jelenik meg, amikor minden egyes #; = b(z;) vagy altaldnosabban,
&; = b;(x;) cella—egyenletnek van sajat belsd, aszimptotikusan stabil p; = p illetve p; pe-
riodikus megoldasa. Az &ltaldnos, x € RV? vektorvaltozérdl ilyen esetekben — bizonyos
feltételek teljesiilése esetén — attérhetiink a p; = p illetve a p; periodikus megoldasok
¢ € RV fazisszog-vektorvaltozdjara. Ez az

X =(21,7,...,2y) ERY — ¢ =(¢1,¢n,...,0n) ERY

attérés matematikailag elképesztoen nehéz, mert egyszerre igényel analitikus, matrixal-
gebrai és kombinatorikus moédszereket. Es nem kevés szdmolési triikkot, amelyek csi-
rajukban a relaxacidés oszcillaciok vizsgalatanal is mar megjelennek. (Mindezek mélyén
ugyanaz a normal-hiperbolicitds van, amely a 2.) pontbeli Tétel bizonyitdsaban is lénye-
ges szerepet jatszik.)

Szabad (és sikamlds) a pélya a szimuldcids kisérletek el6tt!

Ennél is keményebb dié a csatoldasok topologidja versus szinkronizdcios mintdzatok
kérdéskor, amelynek aktualitasat djra és djra hangsulyozzuk. Maga a természet ugy tii-
nik, kifejezetten jol kezeli ezeket a problémaékat mind az idegrendszer, mind a bonyolultnal
bonyolultabb, ember—alkotta nano-aramkorok szintjén.

Gondolhatunk Huygens inga—dra tapasztalatara, amely minden szinkronizaciés példa
6smintdja. Koltéi kérdés: mi torténik a falban, Huygens mester miihelyének faldban'®,
amely minden egyes ingadra hatasat az osszes tobbi felé kozvetiti?

De az a legjobb, ha sajat élményiinket elevenitjiik fel: tucatnyi tiktakkolé metroném
egy liveglapon.

185, véletlen tapasztalatot Huygens tudatos kisérlettel erdsitette meg. Két tamlds—széket egymdsnak

héttal szembeforditott, egy deszkat tett rajuk, amelyre két inga—orat helyezett. De adjuk at a szot neki
maganak: ”... It is quite worth noting that when we suspended two clocks so constructed from two hooks
imbedded in the same wooden beam, the motions of each pendulum in opposite swings were so much in
agreement that they never receded the least bit from each other and the sound of each was always heard
simultaneously. Further, if this agreement was disturbed by some interference, it reestablished itself in a
short time. For a long time I was amazed at this unexpected result, but after a careful examination finally
found that the cause of this is due to the motion of the beam, even though this is hardly perceptible.”
— Scholarpédia, szé szerinti atvétel
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3.8. Lotka—Volterra tipusu modellek

Tekintsiik az

;‘c::c(l—g—y)} N :ifzx(l—%)—xy} (3.30)

y=y(—1-y+x) y=y(—1—y)+zy

differencidlegyenlet-rendszert. Négy egyensulyi helyzet van, éspedig

o) 7). o) n-(1)

A Jacobi—, mas szdval a derivalt—matrix értéke az egyensilyi helyzetekben

J_ l—x—y —
n Y —1-2y+x
alapjan rendre

i0=(5 5) m=(3 1) s=(F 3).am=(5 1),

Jollehet az egyensilyi helyzetek egyike sem elfajult és igy a lokalis fazisportrék szépen fel-
rajzolhatdk, a teljes fazisportré felrajzolasdhoz mas médszerekre is sziikség van. A (3.30)
egyenletrendszer & = za(x,y), y = yS(x,y) szerkezete jon segitségiinkre, amely egytttal
annak bioldgiai jelentéséhez is elvezet.

Az egyenletrendszer jobb oldala olyan vektormezot hataroz meg, amelyik az x ten-
gely minden pontjaban vizszintes, az y tengely minden pontjaban pedig fiiggéleges. fgy
mindkét tengely invaridns, azaz az x tengely pontjain athaladé trajektoriak nem lépnek
ki az x tengelyrol és hasonléképpen, az y tengely is teljes trajektoriakbol all. Mivel a
trajektoridk nem metszik at egymast, az x és y tengelyek a sikot olyan siknegyedekre
bontjak, amelyek maguk is invariansak.

A biolégiai interpretacié kézenfekvo, hiszen az x tengelyen az eréforraskorlatos néve-
kedés Verhulst—féle (3.2) egyenletének #=x(1—%) specialis esetét kapjuk vissza, ahol >0
egy faj (nagyszamu egyedének) osszesitett testtomegét jelenti. Kézenfekvo tehat, hogy
y >0 egy maésik faj (nagyszamu egyedének) tsszesitett testtomegét, pongyola széhaszna-
lattal annak ‘egyedszamat’ jelentse. Ez a masik faj azonban egyediil nem képes megélni,
hiszen akkor rd az y=y(—1—1y) egyenlet vonatkozna, specidlisan y > 0 esetén y <0 volna,
amib6l y(t) — 0 adédna t — oo mellett, barmely y(0) =yo > 0 kezdeti allapotbdl indulva.
Az els6 faj jelenléte azonban — amint arra az xy csatolds pozitiv eldjele utal — g el6jelét
x > 1y+1 esetén pozitivva teszi, és igy legalabbis elvi lehetdséget teremt a masodik faj
fennmaradédsara. A —xy csatolas negativ el6jele azt jelenti, hogy két faj kolcsonhatasa
az elso6 faj szamara kedvezotlen. fgy az x faj a zsdkmany, az y faj pedig a ragadozé. Az
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egyszerliség kedvéért hasznalhatjuk a nyulak és a rokdk elnevezéseket is. Természetesen
a rokak nemcsak nyulakat esznek, és a nyulakra mas ragadozok is vadasznak. A modell-
alkotas szempontjabdl azonban a novényevok—nyulak, ragadozok—rékak azonositds egy
hatarig jol védheto.

A tobb faj esetére vonatkozo altalanositas az

Ty = vpag(T1, T, .. xq) , k=12,...,d (3.31)

Kolmogorov rendszer — de minél inkabb &ltalanositunk, annél inkabb beleiitkoziink az
Qg : Ri — R fiiggvények meghatarozasanak nehézségeibe. Maradjunk tehat a nyulak és
a rokdk egyiittélésének (3.30) matematikai modelljénél.

Ha nincsenek rékéak, akkor a nyulak x = z(t) Osszesitett testtomege t — oo mellett
2-hoz tart, hiszen az x tengelyen az © =x (1 — g) egyenlet érvényes, és & elGjele 0 < x <
< 2 esetén pozitiv, 2 < x < 0o esetén pedig negativ. A csatolasi tag +xy valasztasa arra
utal, hogy a nyul-réka ,kolesonhatds” (gondolhatunk akér az egyedek taldlkozdsédnak
gyakorisagara is) egyenesen aranyos mindkét faj igymond ‘egyedszamaéval’.

A bioldgiai valosag 6sszehasonlithatatlanul bonyolultabb, mint ez az egyszert modell.
Ami az

Tt =2xz(c1+az+by)

y:y(62+a2$+b2y) } ahol Cl,CQ,al,a,g,bth eR (332)

alaki, igynevezett dllandé egyiitthatos'® Lotka—Volterra kétfajmodellek helyességét il-
leti, azok jobbdara csak egy Petri-csészében vagy egy tengerben érvényesek. (Az egyiitt-
hatok elgjele és nagysaga tekintetében nagy a szabadsdg, de azért tetszolegesek nem
lehetnek. Az ertforrasok korlatos volta megkoveteli, hogy a megoldasok ¢ — oo mellett
korlatosak maradjanak. Biologiai szempontbdl a legfontosabb a by és a as csatolési egytitt-
hatok eldjele, hiszen ezek fejezik ki, hogy az egyik faj jelenléte serkenti—e avagy gatolja
a masik faj gyarapodasat.) A matematikus Volterra egyébként halbiolégus vejének segi-
tett annak a jelenségnek a megértésében, hogy az Adria novényevd és ragadozé halainak
aranya markansan elmozdult az 1915 és 1919 kozotti években. Hogyan s miért, milyen
matematikai elvek alapjan okozhatta—okozta ezt a halaszat hdabori miatti sziineteltetése:
Volterra eredetileg erre a kérdésre keresett és talalt is valaszt. Modellje arra is alkalmas
volt, hogy annak révén — a haldllomanyok védelmében — a halaszati hatésagok idoérol
idore lehalaszasi kvétakat hatarozzanak meg. Mintegy harminc éven keresztiil, egészen az
Otvenes évek elejéig ez utébbi volt a populaciédinamika els6 szamu alkalmazasi teriilete.
Lotka demografiaval és kémiai kinetikaval foglalkozott: mas kérdéseket vizsgdlva és mas
uton jutott el a ma kettejiik nevét viselo differencidlegyenlet—rendszerekhez.

Ynem jelenti az 4ltalanossdg megszoritdsat, ha az egyiitthaték koziil harmat +1-nek valasztunk (de

nem tetszélegesen kivdlasztott harmat, s6t az 1-esek + elGjelei sem lehetnek tetsz6legesek) — erre a ¢
fliggetlen és az x,y fiiggd valtozdk egyenkénti linearis helyettesitései nyijtanak lehetdséget: ugyanezt a
médszert alkalmaztuk egyébként a Van der Pol egyenlet (1.4) normadlalakjédnak levezetésekor is
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3.32. Példa (Lotka egyik els6 példdja)

A+ X Pox G =—kiaz
ko T = kiax — kyxy
X+Y =27 = ) I

Figyeljiik meg, hogy a paraméterek kia = %, ko =1, ks = % vdlasztasa esetén az x €s
az y belsé reaktdnsokra vonatkozo & = kiax — kaxy, Uy = kaxy — ksy rendszer és (3.30)
matematikailag azonos eqgymdssal.

Most a rékak és nyulak egyiittélése matematikai modelljéhez azzal a kérdéssel tériink
vissza, hogy a nyulak és a rokdk vadaszata — halak esetében a haldszat — hogyan
épithetd be a (3.30) differencidlegyenlet-rendszerbe? A kézenfekvo

j:zx(l—%—y)—hlx , y=y(—1—y+z)—hoy (3.33)
modositas annak a feltételezésnek felel meg, hogy a halaszat allando és egyenletes abban
az értelemben, hogy a lehalaszott mennyiség mindenkor aranyos a meglévé allomany
nagysagaval. A mdédositott egyenlet maga is Lotka—Volterra alakii marad, mindossze az
tortént, hogy a régi 1 helyére 1—hy, a régi —1 helyére pedig —1—hy keriilt, ahol hy, hy >0
allandok.

A vadészat jellemzéen szezondlis tevékenység. Rokak és nyulak esetében amigy is,
az évszakok valtakozdsanak megfeleléen, mar az eredeti rendszer egyiitthatoit is érdemes
lett volna periodikus fiiggvényeknek véalasztani. Természetesen ekkor hq és hs is az idében
periodikus fiiggvények. Annak sincs akadalya, hogy a vadaszat idében pontszeri jellegét
is figyelembe vegyiik, ami lényegében a (3.30) egyenletrendszer hirtelen megvéltoztatott
kezdeti érték(ek)bél torténd Gjrainditdsat jelenti. (Az ugrdsszerii djrainditdsok minden-
naposak az orvosi gyakorlatban: egy intravénas injekcié azonnal megemeli a véraramban
1év6 gyogyhatdsi anyag koncentracidjat. A gyogyszeradagolas idobeli tervezésének és
szabdalyozasanak komoly matematikai szakirodalma van. A folyamatos gyégyszerbevi-
telt lehetové tevo tapaszok kifejlesztése a hatéanyagkoncentracié stabilizalasa érdekében
tortént.)

A tér—, pontosabban a sikbeliséget legegyszeriibben a

ov <821) 0%v

ou u  0%u dv v G
ot 2\ 922 0y?

E— 1 @4_8_3;2 >+U(02+b2u+62v>

) +u(c; +aju+bv)

forméban vehetjiik figyelembe, ahol x és y a két helykoordinata, az u = u(t, x,y) és v =
= v(t, z,y) valtozok pedig a nyulak és a rékdk — ez most ugyancsak erdltetett: jobb
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kétfajta baktérium egyiittélésére gondolni egy Petri-csészében?’ — testtomegének tér-
ido6beli elhelyezkedését irjék le. Szokasos az

uy = dy (uy, +uy,) Fu(cr Fau+biv) v = dy(vy, +vy,) +v(c2+agu+byv)

valamint az
uy = diAu+u(cy +au+bv) , vy = doAv+v(ca+ asu+byv)

jelolések hasznalta is, ahol A a helyvaltozok szerinti Laplace operator roviditése. Az egy,
illetve a kétdimenziés Laplace operator ezekben az altalanositasokban a diffizio torvény-
szertisége miatt jelenik meg. A d; > 0 és a dy > 0 allandokat diffuzids egyiitthatoknak
nevezziik. Az egyiitthatok konstans voltaban a kornyezet térbeli és idébeli inhomogeni-
tasa (ha a kornyezet olyannak tekinthetd) jut kifejezésre.

Magatol értet6do, hogy a most bevezetett parcialis differencidlegyenletek mindegyikét
el kell 1atni a megfelel6 kezdeti— és peremfeltételekkel. Ugyanez vonatkozik minden késébb
targyalandé parcialis differencidlegyenletre is.

A térbeliség figyelembe—vételének egyszertibb véltozata, ha csak egyetlen térkoordi-
nataval dolgozunk. Ekkor az y valtozo elmarad, A egyszertien az x szerinti kétszeres
parcidlis derivalt képzésének aa_; operatorat jeloli, maga az egyenletrendszer pedig a

uy = dyul,, +u(cr +au+biv) v, =dovl +u(ca+asu+bov)

alakot 0lti. Kérdés persze, hogy a térvaltozot vehetjiik—e egydimenzidésnak nyulak és ré-
kédk (vagy akdrcsak baktériumok) esetében. Hosszi és keskeny, fiivel boritott szigetre
gondolhatunk éppen, de ezzel egyiitt érezziik, hogy az egydimenzids sziget gondolata
mennyire irrealis. Vilagos ugyanakkor, hogy a nyulak és a rokak szempontjabdl a pont-
szerl sziget mint egyszertsito feltételezés kapdra jon, hiszen ez teszi indokoltta mind a
térbeliség, mind pedig a tovabbi fajok elhanyagolhatosdgat. A térbeliség valosagos koriil-
ményei kozott ha a nyulak valahol nagyon elszaporodnak, akkor a rékak messze foldrol
odaindulnak (elészor a kozelebbiek, majd érezve a szomszédok eltiinését, a tavolabb levék
is). A nyulak pedig megprébalnak elvandorolni azokrdl a teriiletekrél, ahol sok a rdka.
Ezeket az tgymond akaratlagos mozgasokat a diffizids /., és v/ tagok nem modelle-
zik, ez utobbiak csak az egyes fajoknak a rendelkezésre allo teriileten torténé egyenletes
eloszlasanak iranyaba hatnak.

Wkprkoros /radidlis szimmetria esetén poldrkoordinatarendszert célszeri hasznélni. A sfkbeli Laplace
operétor transzformaciés szabélya a U(r, ¢) = u(r cos(p), rsin(p)) helyettesitésnél ... sok-sok szdmolds
a lancszabaly segitségével .. .:

" "

1 1
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Téves azonban arra gondolni, hogy a diffiziés tagok hozzaadasa mindig homogenizal.
Az ezzel kapcsolatos rossz beidegzédések valés tényeken alapulnak, de azokat némelyek
hibasan extrapolaljak. (Gauss 6ta tudjuk, hogy sem a Au =0, sem az u} = Au egyen-
letekben sincsenek ho— vagy hidegzugok és — amennyiben az u valés valtozét nem ho-
mérsékletként, hanem folyadékban oldott anyag koncentracidéjaként interpretaljuk — a
koncentraci6 spontan osszestiriisodései és ritkuldsai ugyancsak lehetetlenek.)

3.33. Megjegyzés (Difftzi6 és Turing instabilitds/mintazatok /morphogenesis) A vdl-
tozok szétvdlasztasa maodszer vektoros alkalmazdsdaval nem nehéz igazolni, hogy az

ul (t,0) =ul(t,m) =0 , v.(t,0)=0(t,7)=0 V>0
(Carl) Neumann féle homogén peremfeltétellel elldtott
uy=ul, +4du+2v , vy =170, —26u—8v V>0V x€l0,n]

parcidlis differencidlegyenlet—rendszer dltaldnos megolddsa

U 1

< ) = cl,let cos(:c)< 1) + exponencidlisan lecsengd tagok , c1; € R
/l) _—

alaki. Az eredmény a matematikai kémia/bioldgia eqyik legfontosabb dgazatdra nyit ka-

put. Interpretdcioja messzire vezet.

Egy tdjonnan betelepiilé ragadozo faj megjelenése, invazidja altal okozott hatésok
modellezése kiilonosen izgalmas feladat. A térbeliség figyelembevételének legegyszeriibb
moédja, ha néhdny nagy rétet képzeliink el, amelyen nyulak és rékak élnek egyiitt. Az egyes
rétek elkiiloniilnek egymastdl, de a szomszédos rétek kozott (tul-, vagy alulnépesedés
esetén) migracié lehetséges.

Egydimenzios térvaltozoval leginkabb egy hosszu és vékony kémesoben van dolgunk,
amelyben reakcié és diffuzio zajlik egyszerre. A diffiziéhoz valamely oldat vagy géz
jelenléte sziikséges. A reakcié kémiai atalakulds, a fogyd és keletkezé anyagok pedig
diffazioval terjednek. Ilyen folyamatokat az

u:f = dlugx +f(ua v, M) ) v1/t = d2v,z/3: —|—g(u, v, M) (334)

szerkezetll parcialis differencialegyenlet-rendszerekkel szokas modellezni, ahol u és v az
egyes anyagok koncentraciéjat jelolik, az f(u, v, u) és a g(u,v, u) ugynevezett reakci6é—
tagok a kémiai kinetikdbél jonnek, p € R¥ pedig a bifurkdciés paraméter. A térbelisé-
get nem figyelembevéve, a kémiai reakciét az @ = f(u,v, ), © = g(u,v, u) kozonséges
differencialegyenlet-rendszer irja le. A folyamatok az 0 <u < 1, 0 <v < 1 koncentracio—
tartomanyban zajlanak le. Vegyiik észre, hogy a 3.33.. Megjegyzés egyenletrendszere is
a (3.34) osztalyba tartozik.
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3.34. Megjegyzés Parcidlis differencidlegyenlet—rendszerek segitségével vizsgalhatjuk a
chemotaxis jelenségét is, amikor a Petri—csészében €lo anyag, mondjuk eqy baktériumfaj
is van, amely onadlle mozgdsra képes, és nemcsak a diffizio révén mozog. A mdsik szerepld
lehet egy méreganyag, amely a w = h(w) reakcicban keletkezik, és diffizicoval terjed. A
méreganyag w koncentraciojanak térido—beli viltozdsdt a

wy = ds(wy, +w),) +h(w)

reakcié—diffuzié egyenlet irja le. Az uw = u(t,x,y) baktériumkoncentrdaciora vonatkozo
egyenlet ehhez képest egyetlen 1j tagot tartalmaz, amely azt fejezi ki, hogy minden egyes
baktérium sajat mozgdsa a méregkoncentrdacio gradiensével ellentétes iranyi: a baktéri-
um menekiil a méreq eldl, és a méregkoncentrdacio szintvonalaira merdlegesen, tehdt a
mindenkori grad(w) irdnnyal ellentétesen mozog. Igy az advekcids tag —xugrad(w), ahol
x >0 a chemotazis egyiitthatoja. Tehdt az u baktériumkoncentracio egyenlet?zz

uy = dy(uy, +uy, ) — X div (u gmd(w)) +j(u, w)

alakot olti. Tulajdonképpen a Laplace operdtor is A = divgrad alakban keril be az eqyen-
letre. Az alapegyenlet ugyanis

uy = — div(E) + f (u),

ahol F az anyagdramlds (a hétanban a hédaramldas) vektora, ami a tiszta diffuzid esetén
—dgrad(u), diffizio és advekcid esetén (amikor is kozegnek sajat v sebessége is van) pe-
dig —d grad(u)+auv. Reakcio—diffizid egyenletek szempontjabol a chemotaxis nem mds,
mint az advekeid eqy specidlis fajtdja. Szokds reakcid—diffizié—advekeid, illetve reakcid—
diffuzio—chemotaxis egyenletekrol is beszélna.

Olyan modellek is vannak, amelyek a nyulakat és a rokakat egyenként veszik figyelem-
be. Ezek az ugynevezett dgens—alapi modellek csaladjaba tartoznak, amelyek dltalaban
probabilisztikusak, és elsddlegesen szimulédciés kisérletek céljara vezetik be Oket. Tipi-
kusan ilyenek a jarvanyterjedési modellek dgens—alapu valtozatai, amelyeket gyakran
vizsgalnak véletlen grafokon.

Nyulakndl és rokakndl maradva, képzeljiink el egy nagy, mondjuk ezerszer ezres mé-
retl zold sakktablat, amelyen sziirke nyulak és voros rokak a kovetkezo szabalyok szerint
¢élnek és halnak egyiitt.

e Egyetlen mez6n sem allhat egyszerre két allat. Ez igaz a kiindulési allapotra is,
amely a nulla idoponthoz tartozik. Az id6 diszkrét.

e Minden allat a szomszédos szabad mezok egyikére 1éphet csak, egyforma valdszi-
nuséggel. A rokak szempontjabol azok a mezok is szabadok, amelyeken nyul all.
Minden nytl egyszerre 1ép, és minden roka is egyszerre 1ép, rékak a paratlan, nyu-
lak a paros idopontokban — de a nem—egyértelmiiség ,karambolait” elkeriilendd,
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a nyulaknak is, és a rékaknak is a sajat fajukon beliil van egy meghatarozott sor-
rendjiik. Egyetlen nyul sem léphet olyan mezore, amelyen réoka all. Aki nem tud
l1épni, helybenmarad.

o A ‘jaték’-ot a rokdk kezdik. Ha egy roka olyan mezore 1ép, ahol éppen egy nytl
all, akkor azt azonnal felfalja és p valdszinliséggel egy utddja is sziiletik. Az utod
egyforma valdszintiséggel keriil a szomszédos olyan mezok egyikére, amelyen ott
és akkor nem &ll sem nytl, sem roka. Ha ilyen szomszédos mez6 nincsen, akkor a
szaporodas elmarad. Ha m egymast koveto 1épésben egy roka nem jut élelemhez,
akkor elpusztul.

e A nyulak ¢ valésziniiséggel minden egyes lépésiik megtétele elott egyet fialnak. Az
utod egyforma valdszintiséggel keriil a szomszédos olyan mezdk egyikére, amelyen
ott és akkor nem all sem nyul, sem réka. Ha ilyen szomszédos mez6 nincsen, akkor
a szaporodas elmarad.

Jéllehet a szomszédos mezé fogalma tobbféleképpen is definidlhaté (a nyulak és a ré-
kék sajat fajukon beliili sorrendjér6l nem is beszélve), vildgos, hogy a most megadott
szimulaciés jaték a tényleges roka—nyul egyiittélés szamos komponensét legaldbbis elfo-
gadhatéan modellezi. Ha a p és a ¢ valészintiségeket, valamint a maximalis koplalasi
napok m szamat jol allitjuk be, akkor a roka— és a nyulpopulécié markans ingadozasa-
it, valamint jellegzetes front—kifejlodéseket, utazé hullaimokat tapasztalunk. A kiindulasi
allapotot egy véletlen—szam generator segitségével allithatjuk be.

A most leirt jaték és annak varidnsai jé példak diszkrét ideji, diszkrét és véges alla-
potterti, sztochasztikus automatéra.

Jé messzire elkalandoztunk az egyszerti (3.30) Lotka—Volterra ragadozé—zsakmény
egyenlettdl, de szerettem volna egyszer a modellalkotas folyamatara és annak néhany
specialitasara is ramutatni:

e A dinamikus rendszerek szinte minden fajtdja alkalmas lehet egy s ugyanazon
populacié—dinamika folyamat modellezésére.

e Hogy ezek melyikét valasztjuk, arra nincsen altaldnos recept. A puding prébaja az
evés: Az a modell bizonyul jénak, amelyet a bioldgiai valosag — tapasztalatok és
bevalt joslatok formajaban — minél tébbszor és minél pontosabban, kvalitative és
kvantitative egyarant visszaigazol. (Az a modell, amelyet a mindig és viszonylag ol-
cson rendelkezésre all6 numerikus szimulaciok sem igazolnak vissza, nem tekinthet6
jonak és modositasra szorul.)

e Tényleges tapasztalati—kisérleti adatok nélkiil a modellalkotas kockazatos és két-
séges vallalkozas. Az ugynevezett ‘bio—inspired’ modellek nagyobb része tisztan
spekulativ és terméketlen marad.
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3.35. Megjegyzés (A KOLLEKT{V VISELKEDES EGY AGENS—ALAPU MODELLJE) Tizendit—
hisz évvel ezeldtt komoly meglepetést okozott, hogy a sok egyforma egyed mindegyikére
eqyenként érvényes néhany individualis, és nagyon eqyszeri szabaly hatdsdra az eqyedek
osszessége ugy viselkedik, mintha eqy kozponti, logikus tervezés érvényesiilne. A kisérd
szoveg nagy dllatkolonidkrol beszél. A klasszikus rovarkolonidk kozos viselkedése okainak
megértése mindig s a legnagyobb kihivasok egyike volt az etologia tudomdnya szamdra.
Karl von Frisch 1973-ban Nobel-dijat kapott a méhek tinc—nyelvének megfejtéséért (a
hivatalos indoklds szerint az Gsszehasonlité viselkedésfizioldgiaban elért eredményeiért,
valamint a rovarok kommunikaciéja terén végzett uttoré munkassaganak elismeréseként ).
Az, amit a kollektiv viselkedés matematikdja hozzd tud tenni ezekhez a biologiai kuta-
tasokhoz, valoszinileg nem sok, de arra mindenképpen ravilagit, hogyan szilethet valami
nagyon osszetett a nagyon sok egyforma viszonylag egyszeribol. A morzsagyijté hangyak
feladata a legldtvanyosabb példdk egyike. A modell megalkotdsdhoz eqy gyakran megfigyel-
hetd jelenség adta a kitnduldsi pontot. A kérdés az volt, hogy a megtamadott hangyako-
lonia milyen belso programozottsag alapjin menekiti el babjait a betolakodo ellenséges
tamadds elol: ez a kollektiv viselkedés is tervezettnek, kézpontilag iranyitottnak tinik.

A hangydk mozgdsdat pontosan ugyaniugy modellezzik, mint kicsivel kordbban a szirke
nyulakét a nagy zold négyzetracson. Rokdk nincsenek, hanem morzsak vannak, a mezok
eqy részén, a kezdeti, to =0 iddpillanatban még nagy dsszevisszasagban. FEqgy mezon tobb
morzsa is lehet eqyszerre. Eqy hangya egyszerre csak egyetlen morzsdt tud cipelni. Két
eqyszert, morzsagyijtést szabdly van.

e Ha egy morzsat nem cipeld hangya olyan mezdre lép, ahol (egy vagy tobb) morzsa
van, onnan felvesz egyetlen morzsdt és azt attol kezdve viszi magdval.

e FEgészen addig magdval viszi, ameddig egqy olyan mezére nem jut, ahol mdr van (eqy
vagy tobb) morzsa, és ott leteszi, majd onnantdl kezdve morzsa nélkil lép tovabb.

Az eredmény meglepd: az egyes hangydk Brown—-mozgdsa ide vagy oda, nem a rendezet-
lenség novekszik, hanem a rend. Ha elegendden sokdig varunk (és a mezdk, a hangydk, és
a morzsdk szamdnak ardnya jol van bedllitva™), akkor meglepden kis szamai és meglepden
nagy morzsakupac alakul ki.

Jollehet sokmindent nem értiink az dgynevezett orids komponensek kialakuldsaban
(,giant components”, legtobbszor egyes szamban, mert dltaldban csak egy van beldliik),
a statisztikus fizika hatareloszlas—tételei alapvetoen magyarazni tudjak a most leirt je-
lenséget.

Természetesen a morzsagyijto hangyak dinamikéja is diszkrét ideji, diszkrét és véges
allapotterti, sztochasztikus automata (amelyet a sziirke nyulak és a voros rékdk felada-
taval egyiitt négyzetracs helyett grafokon is lehet értelmezni — s6t maguk a dinamikat
hordozé grafok is valtozhatnak dinamikusan etc. etc.).
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De nemcsak az allati, az emberi viselkedésnek is vannak hasonldé mintdzatar — neveze-
tes példa a vastaps kialakulasa, amely egytuttal szinkronizacios modellként is targyalhato.

Itt a legfobb ideje, hogy visszatérjiink oda, ahonnan kiindultunk.

Tekintsiik tehat az ¢ = (1 —5— y), y=1vy(—1—y+uz) differencidlegyenlet-rendszert
az R? stk bioldgiailag relevéns, az x>0, y >0 egyenlStlenségekkel jellemzett R: =[0, co) X
X [0,00) részén. Az R egyensilyi helyzettel tehdt nem kell foglalkoznunk. A tengelyek
invariancidja miatt magatol értetdds, hogy a J(O) matrix sajatvektorai ((1)) és ((1)), és az is,
hogy a J(P) matrix egyik sajatvektora az ((1)) vektor. A J(P) métrix méasik sajatvektora
a (711) vektor, amely a —1 sajatértékhez tartozik Mind az O, mind a P nyeregpont. A
J(Q) matrix karakterisztikus polinomja pg(\) = A2 + A+ %, sajatértékei tehat negativ
valds részit komplex szamok. Okoskodhattunk volna a T-D diagram alapjan is: a ) pont
stabil fokusz.

Nézziik eloszor a trajektéridk korlatossdgat ¢ — oo mellett. Ha x = 3, akkor z =
=3 (1 — % —y) < 0 minden y > 0 esetén, s az érvelés miikddik = = 3 helyett az x = 2+¢,
e >0 értékekre is. Ha viszont 0 <x <2+¢ és y=1+2¢, akkor y=(1+4¢)(—2—2¢c+z) < —c.
A vektormez6 tehat a [0,2+¢] x [0,14¢€], e >0 téglalapok még szabad hatarvonalain balra,
illetve lefelé mutat, a (3.30) rendszer trajektéridi tehét elébb—utébb mind bejutnak ezen
téglalapok mindegyikébe (hiszen pld. sebességiik lefelé mutaté komponense a 0 < x <
< 2+¢ savban legalabb € nagysdgu. A most bemutatott érvelés természetesen utélagos.
Olyan [0, a] x [0, b] téglalapokat kerestiink — az angol kifejezés a roppant szemléletes
Ltrapping region” —, amelyek nem engednek ki magukbdl semmilyen trajektoriat. A ha
benne vagyok, benne is maradok tulajdonsagot a szaknyelv pozitiv invariancianak nevezi.
De nemcsak az jott ki, hogy a [0,2+¢] x [0,14¢], € > 0 téglalapok mindegyike pozitiven
invarians, hanem egyuttal az is, hogy a kiviilrol indulé trajektoriak mindegyikét is ezek a
téglalapok magukba szippantjak. Es hogy miért az x = 3 érték kiprobalasaval kezdtem ?
Mert emlékeztem ra, hogy a Verhulst—féle er6forrdskorlit az = tengelyen a 2 volt.)

A trajektéridknak menniiik kell valahova. Most mér csak az a kérdés maradt, hogy a
nemnegativ R? orténs belsejébdl, azaz az x(0) =z > 0, y(0) = yo > 0 kezdeti értékekbdl
indul6 trajektéridk mindegyike a () ponthoz tart—e. Latni fogjuk, valéban ez torténik,
tehat a Q pont aszimptotikus stabilitdsa globalis. De ki kell zarnunk még azt az esetet,
hogy a () pontot akarcsak egy periodikus pélya is koriilveszi. Fz egy emelettel nehezebb,
mint az eddigiek, mert ehhez nem-lokalis érvelésre van sziikség.

Ami segit, az a

V(z,y)=a— %l In(x)+y— % In(y) (3.35)

segédfiiggvény bevezetése. Latni fogjuk, hogy a V' : (0, 00) x (0, 00) — R segédfiiggvényre
nézve a (3.30) egyenlet ugy viselkedik, mint az (1.16) egyenlet b:% specidlis esete az 1.16.

Példa a médositott V(x,y) = %332 +axy+ §y2 energiafiiggvényére nézve. Vilagos, hogy a

4
v:RN\{0} =R | x—)x—gln(x)

226



képlettel bevezetett v fliggvény konvex, szigori minimuma van az .I'(]:% pontban, tovabba
mind z — 0, mind x — oo esetén v(x) — oo. Ugyanezek igazak a V fiiggvény y valtozos
részére is, azzal a kiillonbséggel, hogy az ottani minimum helye yo = % AV fliggvénynek
tehat szigord minimumhelye van az (zg, yo) = (%, %) pontban, szintvonalai pedig az ezt a
pontot kdrbevevo zart gorbék. Ez utébbi tény szigoru bizonyitasahoz az implicit fiiggvény
tételt kell hasznalni. De ennél a bizonyitasnal sokkal fontosabb, hogy a V' fiiggvény értéke
szigorian monoton csokken a trajektéridk mentén. Valéban,

d 4z 19
GV a0 = (251430,

T 4 T 1
-2 )——(1——— ) 1 _(—1— ,
93( 57Y) 3 5V +y( y+1) 3( y+x)

amit — és ez igazolja vissza a segédfiiggvény megvalasztasat — teljes négyzetté lehet
alakitani. A végeredmény az, hogy

%V(fv(tw(t))lt:o = —%(x—g)Q— <y—%)2 <0 ha (i) 7 @)

és persze x,y > 0. A @ pont globdlis aszimptotikus stabilitasa tehat igazolast nyert.

Mar csak az a kérdés, hogyan lehetett rajonni a (3.35) segédfiiggvényre? A formalis
valasz az, hogy egy kvadratikus polinom egyiitthatoit lehetett optimalizalni, marmint
a fenti gondolatmenet teljes négyzetté alakithato—e részében. Ez a hatarozatlan egyiitt-
haték modszere, amit jol ismeriink. Az In fiiggvény bevetése csak elsé pillantasra nem
természetes, hiszen In(z) derivéltja nem polinom, de mivel az % tényezo ‘magatol’ kiesik,
remek valasztas.

Van azonban egy mélyebb ok is, amelyet Volterra jol ismert, hiszen az 6 legeslegelsd
ragadozé—zsakmany modellje az alabbi szerkezet volt:

:i::a:(é—y) , y:y(—§+x). (3.36)

Ez az egyenlet pedig zart, jéllehet implicit alakban is megoldhaté. Valéban, a két egyen-
letet egymassal elosztva
dy _y(—5+7) 57Y

i e R

majd az egyenkénti integralasokat elvégezve

1 4
gln(y)—y:x—gln(xH—C ., CeR.

A felismerés, hogy a névényevo és a ragadozé halak ardanya normalallapotban egy egyen-
silyi helyzet koriil periodikusan ingadozik, hol az egyikb6l van tobb, hol a masikbdl,
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nem ellenkezett a halaszati adatokkal. A haldszat széz évvel ezel6tt mar régen az Adriai
normélallapotdahoz tartozott. A héboru ezen a téren is felboritotta normalitdst. A (3.33)
egyenlet mintdjara 1919-ben az

1 4
r=ux <§—y) +pr , Y=y (—gﬂ’) +py

differencidlegyenlet-rendszert kellett megoldani. A lehaldszas hianya miatt mind a no-
vényevo, mind a ragadozo6 halakbdl p > 0 szézalékkal tobb maradt — nem a tengerben,
hanem a populacié dinamikajat leiré differencidlegyenlet jobb oldalan. Ez pedig nemcsak
az egyensuly, hanem a ragadozo és a névényevo halak ardanyanak

41 4 1+
33 3 pa3 p

elmozdulasat is jelentette. fgy magyarazta meg Volterra halbiolégus veje meglepd szdm-
adatait, s ezzel a felfedezéssel sziiletett meg a populdciédinamika modern tudomanya.

Ha Volterra vilagszép leanya nem halbiol6gust valasztott volna, az én mesém is tovabb
tartott volna.
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4. fejezet

A szamitogépes matematika
dicsérete

ROLES FOR COMPUTERS IN MATHEMATICS'

e Heuristics

Gaining insight and intuition

Discovering new patterns and relationships

Using graphical displays to suggest underlying mathematical principles
e Refining and evaluating conjectures

Testing and, especially, falsifying conjectures

Exploring a possible result to see if it is worth for a formal proof
e Aiding in the procedure of proving conjectures

Suggesting approaches for formal proof

Replacing lengthy hand derivations with computer—based derivations

Confirming analytically derived results

1J Borwein & D.Bailey, Mathematical Experiments: Plausible Reasoning in the 21st Century, Peters,
Natick, 2004
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EXPLANATORY EXPERIMENTATION IN EXPERIMENTAL MATHEMATICS??*?

Heuristics, Baconian experiment, etc.
Context of Discovery

7N\
/

Physics, etc. experiment Mathematics

/
/

v ¥

Context of Justification
Galilean experiment, 'proof', etc.

The uses of experimentation is changing both in the sciences and in mathematics.
The thick arrows indicate traditional embeddings of experiments in science (justification)
and mathematics (discovery). The dashed arrows indicate new roles for experiments, and
the vertical arrows are meant that changes in the notion of experiment are blurring the
distinction between the contexts of discovery and justification. Importantly because the
traditional views of the two types of science are different, the new roles for exploratory
experiments also differ.

2H.K.Sorensen, Explanatory experimentation in experimental mathematics: A glimps at the PSLQ
algorithm, In Philosophy of Mathematics. Sociological Aspects and Mathematical Practice (Eds. B.Lowe,
T.Miiller), College Publications, London, 2010.

3PSLQ (acronym for Partial Sum of Least sQuares) is a polynomial time, numerically stable integer
relation algorithm. The simple formula =", 16%(8,:%%1 - 8k2+4 - 8}<:1+5 - 8k1+6) discovered with PSLQ
makes it possible to calculate the n—th binary digit of © without computing any of the first n—1 digits
and do the computation with very little computing power.

4Francis Bacon (1561-1626); unbiased recordings of contrived (a szé sokadik magyar jelentése: meg-
élt/4télt) facts of nature that can be subsequently be subjected to inductive arguments

SGalileo Galilei (1564-1642); a critical experiment — one that discriminates between possibilities and,
in doing so, either gives us confidence in the view we are taking or makes us think it in need of correction
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ORIENTACIOS VALASZOK :”

KI TUDJUK—E SZAMOLNI AZ ALABBI EGYENLETEK MEGOLDASAT 70

# egyenlet | ALG ALG KDE KDE PDE PDE
linearis | nemlin linearis | nemlin linearis | nemlin
egy triv triv triv triv nehéz épphogy
kevés kénny | nehéz kéonnyd | nehéz épphogy | ltetlen
sok nehéz épphogy || nehéz épphogy || Itetlen ltetlen
rengeteg épphogy | ltetlen épphogy | ltetlen Itetlen ltetlen

6 A téblazatot, amelynek eredetijét Lakshmikantham egy konyvének belsé borftéjan lattam sok évvel
ezel6tt, emlékezetb6l — bizonyéara kisebb, de a lényeget nem befolyasold eltérésekkel — adom vissza.
A linearizacié mint altaldnos maédszer a szimpla fiiggéleges vonalakon toérténé balra—dthaladast jelent.
A diszkretizacié a dupla fiiggéleges vonalak balra torténé atlépését jelenti: de most csak balra nem
lehet, lefelé is kell menni. Végiil is az esetek tobbségében a szamitégépes numerika az alkalmazott
analizis feladatait a tablazat bal alsé épphogy mezdjébe viszi. Ugyanoda, ahova az adatfeldolgozés és
a statisztika feladatainak jelentds része is tartozik. Ezért érdemes igazdn numerikus linedris algebrat
tanulni, ami persze tele van kombinatorikus heurisztikaval és annyi minden més tudas és tapasztalat is
sziikségeltetik hozza.

7A ltetlen” nem lehet més, mint a lehetetlen szé roviditése.
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AJANLOTT IRODALOM :

A PPKE ITK didkjai az internet alapjan tdjékozédnak, és ez igy is van rendjén. A
nyomtatott szakirodalom egyre inkabb veszit jelentéségébdl. Legyen szabad mégis né-
hany koényvet ajanlanom, magyar és angol nyelven. A felsorolt magyar nyelvii konyvek
kiilonb6z6 szempontok szerint igen kedvesek szamomra. A felsorolt angol nyelvi konyvek
esetében meg vagyok arrol gy6zodve, hogy sajat téméjukban modern klasszikusok, vagy
legaldbbis konnyen azza vélhatnak. (Tizenhdrom kényvet vélasztottam ki mindosszesen:
szinte mindegyikiik tobb, egymassal nem teljesen azonos kiaddsban is megjelent, alkal-
masint kiilonboz6 kiaddknal. A tizenharom konyv kivalasztasa tudatos, a kiadok és az
évszamok esetlegesek.)®

ZARADEK :

Az internet — maga a Big Data — elképesztéen gazdag informaciéforras mindenki
szamara. Jaj annak, aki nem szelektal megfelel6en vagy aki nem megfeleloen szelektal.

8 A negyedik szdmu referencia — alcime szerint ,Bevezetés az elméletbe és az alkalmazdsokba” —
valéban az. A konyvhoz példatéar késziil, Csikja Rudolf kozremiikodésével.
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5. fejezet

Animacidk jegyzéke

Az animaciék a Szerzé szamara az egész jegyzet legérdekesebb, legértékesebb részei.
Megfejtésiikhoz, megértésiikkhéz — a sziikséges készségeket mind a mérnok, mind az
informatikus, mind a bionikus oktatas annyi mas teriileten is igényli — j6 munkat és jo

kedvet kivanok.

5.1 Animdacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_1. gif

5.2 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_2. gif

5.3 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_3. gif

5.4 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_4. gif

5.5 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_5. gif

5.6 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_6. gif

5.7 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_7. gif

5.8 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_8. gif

1tk.

1tk

1tk.

1tk.

1tk.

1tk.

1tk.

1tk.

ppke.

. ppke.

ppke.

ppke.

ppke.

ppke.

ppke.

ppke.
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5.9 Animiécié. http: //users. itk. ppke. hu/ “garay /NDS_ jegyzet /animaciok /NDS_

garay_ jegyzet_anim_9. gif

5.10 AnimAacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_10. g1 f

5.11 AnimAcié. http: //users.

garay_ jeqgyzet_anim_11. gif

5.12 AnimAacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_12. gif

5.13 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_13. gif

5.14 AnimAcié. http: //users.

garay_ jeqyzet_anim_14. gif

5.15 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_15. gif

5.16 AnimAacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_16. gif

5.17 AnimAcié. http: //users.

garay_ jeqgyzet_anim_17. gif

5.18 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_18. gif

5.19 AnimAacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_19. gif

5.20 Animacié. http: //users.

garay_ jeqgyzet_anim_20. gif

5.21 Animacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_21. gif

5.22 Animiacié. http: //users.

garay_ jegyzet_anim_22. gif

1tk.

1tk.
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Definicidjegyzék

A definicidkhoz tartozo oldalszam a Targymutaté Definicio kulcsszava alatt kereshetd
vissza.

e 1.18. Definici6: Linearis differencidlegyenlet stabilitdsa, aszimptotikus stabilitasa

2.8. Definicié: Folytonos ideji dinamikus rendszer

2.10.
2.19.
2.20.
2.27.
2.29.
2.31.
2.35.
2.36.
2.37.
2.38.
2.43.
2.44.

Definicio:
Definicio:
Definicio:
Definicio:
Definicié:
Definicié:
Definicio:
Definicié:
Definicié:
Definicio:
Definicio:
Definicio:
. Definicié:
. Definicié:

. Definicié:

Diszkrét és folytonos idejli (semi)dinamikus rendszer
Korrekt kitlizottség a matematikai analizisben
Kontrakcié metrikus térben, kontrakcids allandé
Egylépéses, p—edrendii diszkretizaciés operator/modszer
Implicit Euler médszer

Runge-Kutta diszkretizdcids operdtor/médszer
Egyenstilyi helyzet, fixpont

Periodikus pont, periodikus péalya, periodikus megoldés
Invarians halmaz, pozitiven invarians halmaz
Trajektéria, omega—hatarhalmaz, alfa—hatarhalmaz
Attraktor és medencéje, vonzési tartomanya
Egyensilyi helyzet vonzési és stabilitdsi tulajdonsagai
Egyensilyi helyzet exponencidlis stabilitasa
Segédfiiggvény rendszer szerinti derivaltja

(Erés) Ljapunov feliilet, (erds) Ljapunov fiiggvény
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2.62. Definici6: Dinamikus rendszerek kozotti konjugacid

2.63. Definicié: Dinamikus rendszerek kozotti topologikus ekvivalencia
2.64. Definici6: Differencidlegyenletek kozotti topologikus ekvivalencia
2.65. Definicio: Autonom differencidlegyenlet strukturalis stabilitasa

2.68. Definicié: Bifurkacié, bifurkacids paraméter, bifurkaciés pont

3.3. Definicio: Kaotikussag, kdaosz Devaney értelemben

3.10. Definicié: Sarkovszkij rendezés

3.13. Definicié: Boxdimenzid, alsé és fels6 boxdimenzid

3.19. Definicié: Iteralt fiiggvényrendszer, indukalt halmazértékii leképezés

3.22. Definicié: Onhasonlésag (a szamos definicié egyike)
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Tételjegyzék

A tételekhez tartozé oldalszam a Targymutatd Tétel kulcsszava alatt kereshet6 vissza.

e 1.3. Tétel: A Van der Pol egyenlet periodikus megoldasa és fazisportréja
e 1.7. Tétel: Liouville Tétele a térfogat—valtozas és a divergencia kapcsolatarol
e 1.19. Tétel: Linearis differencidlegyenlet exponencidlis stabilitasa

1.21. Tétel: Routh—Hurwitz stabilitdsi kritérium

1.29. Tétel: Linearizalt, illetve diszkretizalt fazisportré egyensilyi helyzet koriil:
Grobman—Hartman Lemma, nem—formalis valtozat

1.31. Tétel: A fékezett, periodikusan gerjesztett inga/hajohinta mozgdasainak kom-
binatorikus, kaotikus sokfélesége

2.1. Tétel: Egzisztencia és unicitas: Picard—Lindelof Tétel, globalis valtozat

2.2. Tétel: Egzisztencia és unicitas: Picard—-Lindelof Tétel, lokélis valtozat

2.6. Tétel: Folytonos fiiggés a Picard-Lindelsf Tételben

2.7. Tétel: Picard-Lindelof Tétel, egyoldali Lipschitz—feltétellel

e 2.21. Tétel: Kontrakcios elv: Banach kontrakcios fixpont—tétele konvergencia—becsléssel

2.24. Tétel: Gronwall egyenlotlenség

2.28. Tétel: Diszkretizacios alapbecslés véges idéintervallumon

2.39. Tétel: Omega—hatarhalmazok osztélyozasa a sikon: Poincaré-Bendixson tétel

2.40. Tétel: A Poincaré-Bendixson Tétel folytatasa: Egyensilyi helyzet periodikus
palya belsejében

2.41. Tétel: Dulac féle divergencia kritérium a sikon
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2.42. Tétel: Omega—hatarhalmazok alaptulajdonsagai
2.47. Tétel: Attraktorok alaptulajdonsagai

2.48. Tétel: Linearizalt, illetve diszkretizalt fazisportré egyensilyi helyzet koriil:
Grobman—Hartman Lemma, technikai valtozat

2.49. Tétel: Instabil/stabil sokasdg tétel
2.56. Tétel: Ljapunov Tétele a(z aszimptotikus) stabilitasrdl

2.58. Tétel: LaSalle elv a Ljapunov fiiggvény rendszer szerinti derivaltjarol és a
maximalis invaridns halmazrol

2.66. Tétel: A strukturélis stabilitas feltételrendszere a stkon: Andronov-Pontrjagin
Tétel

2.69. Tétel: Floquet tétele periodikus pélya (Poincaré féle kovetéfiiggvényének)
sajatértékeirol

2.70. Tétel: Floquet tétele, folytatas

2.71. Tétel: A Hopf bifurkacié normélalakja: Andronov—Hopf Tétel

2.77. Tétel: Sajatértékek fliggése a paramétertol

2.80. Tétel: A numerikus strukturalis stabilitds alaptétele, Ming—Chia Li Tétel
3.1. Tétel: Tétel a pokhdld diagram fixpontjairol

3.2. Tétel: Neumann—Ulam Tétel a logisztikus leképezés idéatlag—tératlag tulaj-
donséagarol

3.4. Tétel: Sarkovszkij tétele intervallum—leképezések periodikus pontjairdl, egy-
szertusitett valtozat

3.5. Tétel: Period Three Implies Chaos

3.6. Tétel: Tétel a Ricker leképezés harmadik iterdltjardl
3.9. Tétel: Kombinatorikus kaosz egy dimenziéban

3.11. Tétel: Tétel a Sarkovszkij rendezésrol

3.16. Tétel: Barna Béla tétele a negyedfoku polinomokra alkalmazott Newton mdod-
szer divergens pontjairél
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3.18. Tétel: Bolzano—Weierstrass tétel Hausdorff metrikaban

3.21. Tétel: Hutchinson tétele iteralt fliggvényrendszer attraktorardl
3.25. Tétel: Borel tétele a normalis szamokrol

3.29. Tétel: A képtomorités hatarértéktétele

3.30. Tétel: Isochrone szinkronizacids struktiura—tétel
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Targymutato

agens—alapi modell
addcsalas, 75
morzsagyijté hangydk, 225
nyulak és rokak, 223
arnyék versus szellem, 97
aszimptotikus fazis
isochrone fazis néven, 139, 211
attraktor, 107, 108
attraktor medencéje, 108, 127

bifurkacio
alaptipusok, 149
egyenstlyi helyzeté, 149
fixpontté, alaptipusok, 151
Hopf-bifurkacio, 140
normalforma, 140
nyereg—csomo bifurkacié, 150
periodikus palyaé, alaptipusok, 151
periéduskett6zo sorozat, 176
stabilitasveszto, 149, 153
bifurkaciés diagram, 161, 178
Bolzano, 56
Borel féle normalis szam, 203
boxdimenzié, 193
néhany szép fraktalra, 206

Cantor féle atlos eljaras, 191
Chua-kor, 214

Conway automata, 77
csapdahalmaz, 109, 146
csatolasi matrix, 80, 211, 217

Definicié
2.35. definicio, 104

2.43. definicié, 107
2.68. definicid, 135
3.13. definicié, 193
2.62. definicié, 131
2.20. definici6, 82
2.55. definicio, 124
2.10. definicié, 72
2.8. definicio, 69
3.3. definicio, 180
2.57. definicid, 125
2.52. definicié, 117
2.29. definicio, 90
2.37. definicid, 105
3.19. definicié, 200
1.18. definicié, 37
2.27. definici6, 86
2.36. definicio, 104
2.31. definicié, 91
3.10. definicid, 192
3.22. definicié, 201
2.44. definici6, 108
2.65. definicid, 132
2.64. definicid, 132
2.63. definicié, 131
2.38. definicid, 105
2.19. definici6, 82
diagram
kommutativ, 112, 131
majdnem kommutativ, 129
diffuzié, 222
dinamikus rendszer, 10, 72
Dirichlet peremfeltétel, 73
diszkretizacios operator, 86
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explicit Euler, 14
Runge-Kutta, 91

EEG jelek, 216
egyensulyi helyzet
centrum, 40
csomo, 40
fokusz, 40
nemkritikus, 54
nyereg, 40
egyréti fedés, 7, 212
el Nino (Vallis modell), 216
elso integral, 125
energiamegmaradas torvénye, 4, 16, 20
ergodikus hipotézis, 179
Euler
poliéder—tétel /formula, 135
torottvonal, 13

fazisportré, 7
Fibonacci matrixhatvanyok, 47
fixpont

centrum, 44

csomo, 44

fokusz, 44

nyereg, 44
fixponttétel

Banach féle, kontrakcids, 83

Brouwer féle, 109
Fourier sorfejtés, 46, 50, 73, 222
fractal basin boundary, 198
fraktal, 195

Barnsley pafrany, 204

Cantor halmaz, 204

Koch gorbe, 204

Sierpinski haromszog, 204
fraktal-indikator, 195
fraktaldimenzid

boxdimenzi6é néven, 193
fiiggvényegyenlet, 115

Game of Life, 77

gradiens rendszer, 88
grafdinamika
addcesalas, 75
neuralis halézatok, 80, 217
véletlen grafok, 79

Grobman—Hartman Lemma, 54, 111

Gronwall Lemma

differencialos valtozat, 29, 210

integralos valtozat, 86

rekurzids, diszkrét valtozat, 87

hélézati dinamika
grafdinamika néven, 79
Hamilton-rendszer, 115, 163
Hausdorff tavolsag, 199
homeomorfizmus, 69

inga/hajoéhinta
fékezett és gerjesztett, 4
kaotikus, 58
intervallumleképezés, 182
invarians halmaz, 105, 126, 148
pozitiven invarians, 148
isochrone fazis, 139, 211
iteralt fliggvényrendszer, 200

joslasi idohorizont, 102
Julia halmaz, 193

kaosz
arnyékolasi lemma, 103
Devaney féle definici6, 180
érzékeny fiiggés, 58, 180
kéosz jaték, 206
kéaosz kontroll, 103
kombinatorikus, 58, 189
L-N-R sorozat, 58
L-R sorozat, 189
taszité kaosz, 178
kéosz—indikator, 195
képtomorités, 208
késleltetett egyenlet, 72, 174
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kollektiv viselkedés feliilet, 125

morzsagyijtd hangydk, 225 Ljapunov fiiggvény
Kolmogorov rendszer, 148, 219 Hilbert/Szoboljev térben, 74
Lotka—Volterra rendszer, 219 kvadratikus, 30, 121, 126
kompakt halmaz, 159 szakaszonként linedris, 145
konstans variacios formula, 53, 119 Ljapunov—exponens, 101
kontrakcid, 83, 200 logisztikus
kozonséges differencialegyenlet, 45 differencidlegyenlet, 172
autoném, 7 leképezés, 179
kezdeti feltétel, 9 Lorenz rendszer, 213

linedris, 45, 113
megoldas, lokalis, 63
megoldasgorbe, 7
megoldasok abrazolédsa, 6
megoldo—-operator, 9
nem—autonom, 7, 159
nemlinedris, 113
palyagorbe, 7
szimmetriaviszonyok, 11

Mandelbrot halmaz, 194

Mobius szalag, 152

modszer, diszkretizacios
,worst—case” hiba—analizis, 94
diffuzié—egyenletre, 128
explicit Euler, 14, 80, 89
hiba—no6vekedés, 87
implicit Euler, 15, 89, 93

Kiilonbozo idéskaldk, 143 1épéskoz szabilyozds, 94
MATLAB ODE15s, 13, 93
LaSalle elv, 74, 80, 126 MATLAB ODEA45, 13, 92
Lax ekvivalencia—tétel, 128 Neumann Janos lépéskoz—feltétele, 128
lemniszkata, 29, 116 Runge-Kutta, 91
linedris algebra semiimplicit Euler, 18
béazistranszformacio, 33 tobblépéses, 93
blokk-diagonalis matrix—felbontas, 112 trapéz, 17
fotengelytétel, 31 Verlet, 21
Jordan féle normalalak, 34 modszer, egyéb
megoldashalmaz szerkezete, 45 AUTO programcsomag, 161
Rayleigh elv, 33, 211 gradiens moédszer, 88
szingularis—érték felbontas, 70 hatarozatlan egyiitthaték, 26, 47, 50,
linearis analizis 116
(matrix) mértani sor, 118 intervallumos programozas, 101
matrix exponencialis, 35 iterdcids (kontrakcids elv szerinti), 23,
linearizalas, 54 90, 199
Liouville tétele, 18, 44, 59, 106 MATCONT programcsomag, 161
Lipschitz-feltétel, 65 Newton, 193, 197
egyoldali, 66 optimalizacio, 88
Ljapunov probafiiggvény, 26, 47, 50
exponens, 70, 178, 180 széls6érték—keresés, 88
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Neumann peremfeltétel, 222
nyom-determinans diagram, 40

omega-hatarhalmaz, 105, 126
oszcillalé reakcid
alapmodellek (vélogatas), 143
cirkadidn, 143

palyagorbe, 7
paraméterek normalasa
skédlazéas néven, 2, 13, 22, 215, 219
parcialis differencialegyenlet
elemi példak, 46, 51
Peano egzisztenciatétel, 64
periodikus ablak, 178, 186
periodikus palya, 104
Floquet sajatértéke, 137
harom—periodikus, 182
Poincaré kovetofiiggvénye, 137
Van der Pol egyenleté, 12, 106
perturbaciok
linearis és nemlinearis, 117
Picard-Lindelof tétel, 62, 67
polarkoordinatarendszer, 9, 95, 221
polinom
egyszeres gyok, 155
haromszoros gyok, 155
karakterisztikus, 38
negyedfoku, 197
spiky, 89
stabil, 38
potencialis erotér, 20
pszeudorandom generator, 77

racsdinamika
Conway automata, 78
nyulak és rokak, 223
Wolfram automata, 75
reakcié—diffuzié egyenlet, 73, 148, 223
chemotaxis, 223
rezonancia, 51
Ricker féle rekurzio, 175, 183

RLC—kor
linearis, 1, 215
nemlinearis, 2

rugo
fékezett és gerjesztett, 2

Sarkovszkij rendezés, 192
sejtautomata
Conway automata, 77
Wolfram automata, 75
skalazas, 2, 13, 22, 215, 219
sokasag
centralis, 113
instabil, 113
stabil, 113
spline, 86
stabilitas, stabil
aszimptotikus, 37
egyensulyi helyzeté, 108
exponencialis, 37, 117
kompakt invarians halmazé, 108
kiilonféle fajtai, 108, 138
kiilonféle vonatkozasai, 128
periodikus palyaé, 138
stabilitas vonzas nélkiil, 108
stabilizalas, 129

szamitégéppel segitett bizonyitas, 59, 101

szinkronizacio, 210
master—slave, 213, 216

Takens attraktor-rekonstrukcio, 216
Taylor polinom, 92

integral-maradéktag, 120, 196
teriiletmegmaradés torvénye, 17, 20
Tétel

2.41. tétel, 106

2.40. tétel, 106

2.71. tétel, 140

2.58. tétel, 126

1.7. tétel, 18

2.6. tétel, 67
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2.1. tétel, 62
2.2. tétel, 62
2.39. tétel, 105
3.5. tétel, 182
3.6. tétel, 183
3.4. tétel, 182
2.66. tétel, 134
2.47. tétel, 109
3.16. tétel, 197
3.25. tétel, 204
3.1. tétel, 170
2.21. tétel, 83
2.24. tétel, 84
3.2. tétel, 179
2.7. tétel, 67
1.19. tétel, 37
2.70. tétel, 138
2.69. tétel, 137
3.30. tétel, 211
2.48. tétel, 111
1.29. tétel, 54
1.31. tétel, 58
3.21. tétel, 201
2.49. tétel, 112
3.29. tétel, 208
2.28. tétel, 87
3.9. tétel, 189
3.18. tétel, 199
2.77. tétel, 154
2.80. tétel, 158
2.42. tétel, 107
3.11. tétel, 192
1.3. tétel, 12
1.21. tétel, 38
2.56. tétel, 124

titkos lizenet

nyilvanos csatornan, 214

trajektoéria, 7
Trefethen
béalna, 98

matrix, 19, 98

Turing
gép, 77
mintazat, morphogenezis, 222

Van der Pol egyenlet, 2, 106
numerikaja, 13
periodikus megoldasa, 12, 106
szimmetridja, 12

véletlen iteracio, 203

vonzas
egyensulyi helyzeté, 108
kompakt invaridans halmazé, 108
periodikus palyaé, 138
vonzas stabilitas nélkiil, 108

Wolfram automata, 77
peremfeltétel, 75
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