GYAKORLO FELADATOK ZARTHELYI ELOTT ES MEG MAS 1S: 2015.nov.27.

I) HaaV szintvonalai az origot Matrjosa—babaként veszik koriil, akkor
érvelés a Vip)(z,y) = (gradV (z), f(z)) skalaris szorzat elGjele alapjan.

1) AV(z,y) = # fiiggvény szintvonalai origo6 kozépponta kérvona-
lak. Mire kéovetkeztethetiink a V' fiiggvény (E) rendszer szerinti Vig(z,y)
derivaltjabol az origd mint egyensilyi helyzet stabilitasat illetGen, ha

(B) i=y+3zy*—2° |, y=—z—y—a’y—y’.
Megoldas:

Vigy(z,y) = (vi + yp)|,_, = 2(y + 3z — 2%) + y(—2 —y — 2%y — )
=2+ 22072 — 2t —yt = - — (2% - y2)2 <0 ha (;) + (8) ,

amibdl az origd aszimptotikus stabilitdsa kovetkezik, és az is, hogy ez az
aszimptotikus stabilitas globalis, azaz az R? sik tetszSleges pontjabol indu-
16 trajektoria t — oo esetén az origohoz tart (hiszen az origd kozépponti
koérvonalak mindegyikét a trajektoridk a V' gradiens—vektoraval tompaszoget
bezarva, kiviilrgl befelé haladva markansan metszik).

2.) AV(x,y) = % fiiggvény szintvonalai origd kozéppontu, egyenes
allast ellipszisek. Mire kovetkeztethetiink a V' fiiggvény (E) rendszer szerinti
Vig)(x,y) derivaltjabol az origd mint egyensilyi helyzet stabilitasat illetGen,
ha

(B) &=4dy—3zy*—2° , y=—a+2°y—19°.
Megoldas:

VE>(93 y) = (zi +4yp)|,_, = v(4y — 3zy® — 2%) + dy(—z + 2°y — ¢°)
= ot 2%y — 4yt = ( —2y2)* — 32242 < 0 ha (Z) # (),

amib6l az origo globélis aszimptotikus stabilitasa kovetkezik. Az utolso 1é-
pésben hivatkozhattunk volna arra is, hogy
-1 0.5 S . . o ) .
05 —4 <0 , azaz a kérdéses szimmetrikus matrix negativ definit .

3.) A V(x,y) = 2* + xy + y? fiiggvény szintvonalai origd kézépponti,
ferdén allo ellipszisek.! Mire kovetkeztethetiink a V' fiiggvény (E) rendszer

1

Ezt onnan tudjuk, hogy ( L 05

05 1 ) >0, azaz a kérdéses kvadratikus alak pozitiv definit.



szerinti V(E) (x,y) derivaltjabol az orig6 mint egyenstlyi helyzet stabilitasat
illetGen, ha
(E) ©=3z—y , y=—-x+y.

Megoldas:

V(E)(x, y) = (222 + 2y + xy + 2y7y) }t:O
=223z —y)+ Br —y)y+a(—r+y) +2y(—r+y) =522 +9y*>0 ha (Z) + (8) ,

tehat az origd taszito egyensilyi helyzet, és ez a taszito tulajdonsag globalis,
azaz az R*\ {()} origéban kilyukasztott sik tetszSleges pontjabol indulé
trajektoria t — oo esetén a végtelen tavoli ponthoz, mig ¢ — —oo esetén az
origohoz tart.

5.) AV(z,y)=x*+2y? fiiggvény szintvonalai origd kozépponti, egyene-
sen allo, ellipszis—jellegl zart gorbék. Mire kovetkeztethetiink a V' fiiggvény
(E) rendszer szerinti V( p)(2,y) derivaltjabol az orig6 mint egyensilyi helyzet
stabilitasat illetGen, ha

Megoldas:
Vipy(z,y) = (42%3 + dyp)|,_, = 42*(—2y®) + 4yz*y® =0 ha (Zj) € R?.

A trajektoriak tehat a V' szintvonalain haladnak. Mivel a tengelyek minden
egyes pontja egyenstlyi helyzet (és tobb egyensilyi helyzet nincsen), minden
egyes x* + 2y* = ¢ > 0 szintvonalon (amelyek ellipszis—sereghez hasonlo-
an Olelik korbe az origot) pontosan nyolc trajektoria helyezkedik el (koziiliik
négy egyensilyi helyzet). Az eredmény az origo stabilitdsa vonzas nélkiil.

I1.) Az f:[-1,1] — [—1,1] figgvénnyel definialt iteraciok fixpontjainak
stabilitasa legegyszeriibben az

= f(z*) és |f'(z*)] <1 = a* stabil és vonzo fixpont
¥ = f(z*) és |f'(z*)| >1 = 2" instabil és taszito fixpont

elégséges feltétek alapjan donthetd el. Természetesen z* € [—1, 1] kell legyen.



6.) Tekintsiik az f : [-1,1] = R, f(z) = 2 — 2* fiiggvénnyel definidlt

xo € [—-1,1] és zpy1 = f(x,), n=0,1,2,...

diszkrét idejii szemidinamikai rendszert, magyaran iteracié—sorozatot.? Ha-
tarozzuk meg a fixpontokat, azok stabilitasat, majd irjuk le a trajektoriak
aszimptotikus viselkedését.

Megoldas:

Az © = f(x) egyenlet az 2° = £ alakra egyszertisodik. Ez nagyon szeren-
csés felallas, mert az f fixpontjaira azt kapjuk, hogy x7, 0 és 5. Mivel
f'(x}) = f'(x3) = 0 (hiszen z7 lokilis minimum, 2z} pedig lokélis maximum
volt), és f'(0) = % > 1, az 2} és x3 fixpontok vonzok, az 0 fixpont pedig
taszito. Az y = f(x) fiiggvény grafikonja az y = = egyenest a fixpontokban
metszi, az origoban alulrol felfelé. Ennyi mar béven elegend6 ahhoz, hogy az
f fliggvény grafikonjat fel tudjuk rajzolni, és ezzel egyiitt az iteracié menetét
is megértsiik:

ha —1<2y<0, akkor =z, — 2] n — 00 esetén
ha zo=0, akkor x,=0, n=0,1,2,...
ha 0 <zy <1, akkor =z, =25 n — 00 esetén.

Fernando Corinto professzor eldaddsdnak diasorozata mdr tegnap ota el-
érhetd a tdrgy honlapjdrol.

A7 ELOADAS ELSO RESZEBOL AZ 1-13, 18-48, MASODIK RESZEBOL PE-
DIG AZ 1-19, 33-44, 53-54 OLDALAK A RELEVANSAK.

Két ,szamolos” feladat lesz a szerdai zarthelyiben, az egyik Ljapunov—
fiiggvényes (az 1.-5. sorszamu kidolgozott példahoz kothetGen), a masik pedig
iteracios jellegii lesz (a 6. sorszamu kidolgozott példahoz kapcsolodoan).

2Természetesen azt is ellendrizniink kell, hogy az f fiiggvény a [—1, 1] intervallum egyik
pontjat sem viszi a [—1, 1] intervallumon kiviilre. Ehhez sziikség van az f fliggvény visel-
kedésének részletes vizsgilatara. Mivel f/(z) = 3 — 322 és igy az f'(z) = 0 egyenletnek
két gyoke van, 2 = — % és o = % Az f'(x) el6jelének vizsgalatabol azt kapjuk, hogy
az f fiiggvény szigortian monoton csokken —1 és x7 tovabba x5 és 1 kozott. A fennmaradd
kozéps6 [z7, x5] intervallumon az f fiiggvény szigortan monoton névekszik. Minimumbhe-
lye tehat x7, és a minimum értéke f(z]) = =}, a maximum helye 23 és a maximum értéke
f(x3) = x3. Mivel f(—1) = — 3 és f(1) = 3, az f fiiggvény a [—1,1] intervallum egyik
pontjat sem viszi ezen az intervallumon kiviilre.



