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1.) (4p+4p) A u € R paraméter mely értékeire lesz az origd aszimptotikusan stabil egyensilyi helyzete
az & = (u — 6)x + py, y = —px + y linedris differencidlegyenlet—rendszernek? A p € R paraméter mely
értékeire kapunk stabil fokuszt?

MEGOLDAS: A nyom-determindns diagram szabdlyai szerint az origd aszimptotikusan stabilitdsanak
feltétele T' < 0 és D > 0 egyiittes teljesiilése — ami a p paraméterre ad majd feltételrendszert:

<,U_—M6 lf) = T=p-5<0 valamint D= p*>+p—6>0

Az kell, hogy p < 5 és u? + 1 — 6 > 0 egyszerre legyenek igazak. A mésodfoki egyenlet gyokképlete szerint
P4 pu—6=0 < pup=2és uy = —3. Tehat
w<5b és pe(—00,-3)U(2,0) < pe(—o00,—3)U(2,5).

A nyom-—determindns diagram szabdlyai szerint az origd stabil fékusz voltanak feltétele T' < 0 és D > TTQ
egylittes teljesiilése — ami a p paraméterre ad majd feltételrendszert:

—5)?
p<5 és pP4p—6> (“4) & ApPAp—24> 2 —10p+25 o 3p’ 4 14p—49>0.
A maésodfoku egyenlet gyokképlete szerint pjo = *14iv1§2+3-4-49 — 714i\/4519+3-4-49 _ 77i\/§9+3-49 _
_%14, azaz 1 = % és po = —7. Tehdt p € (—o0,—7) U (%,5). A most kapott halmaz részhalmaza az

el6bbi (—oo, —3) U (2,5) halmaznak, hiszen egy stabil fékusz aszimptotikusan is stabil.

2.) (8p+2p+4p+2p) Vézoljaaz & = x(6—x—vy), y = y(b—x—y) (aholis z > 0, y > 0) Lotka—Volterra
differencidlegyenlet—rendszer fazisportréjat 1.) az egyensilyi helyzetek kis kornyezetében (nyeregpontnal
a sajatvektorok alapjan), majd 2.) a globalis fazisportrét is! 3.) Milyen matematikai megfontolasokkal
tudja aldtdmasztani, hogy a globdlis fazisportré olyan, amilyennek rajzolta? 4.) Milyen 6koszisztémat ir
le a kérdéses differencidlegyenlet—rendszer?

MEGOLDAS: Mindkét faj képes onmagédban is megélni, de egymaésra kolcsonosen negativan hatnak —
ez lehet két baktérium, amely eszi (vagy mérgezi) egymdst, és egymadssal versengenek. A tengelyeken 16v6

egyensulyi helyzetek (természetesen az O = (8) origé mellett) P = (g) ésQ = (g) Belso egyenstlyi helyzet



azonban nincs, hiszen a 6 —x —y = 0 és az 5 — x — y = 0 egyenesek parhuzamosak egymassal. Az x faj
mindenképpen elényben van, hiszen szaporodasi ratdja nagyobb és tobb erdforras is all a rendelkezésére:
6:1:(1 — %) —xy illetve 5y(1 — %) — xy. Nézziik, elegend6—e ez az elény ahhoz, hogy az x faj jelenléte esetén
az y faj sorsa a kényszeril és biztos kihalas legyen. Latni fogjuk, hogy a valasz igenld.

Az egyensulyi helyzetekben kiértékelve a Jacobi métrixot:

(5T ) 2 o) e (0 5) e (G L)

Haromszogmatrixok sajatértékei a f6atléban 4llé szamok, tehat O taszité csomd, P vonzo csoméd, ) pedig

nyeregpont. A @ nyeregpont A1 = 1 sajatértékéhez tartozo (g) sajatvektoranak koordinataira adédo
linedris egyenletrendszer a = o, —5a— 58 = (8, avagy —ba = 63, amibdl egy kellemes sajatvektorvilasztas
s1 = (_56). Az y tengely invaridns volta miatt a @) nyeregpont Ao = —5 sajatértékéhez tartozd sajatvektorara

az sy = j = (V) valasztds a kézenfekvé.

Mi lehet a legegyszeriibb olyan teljes abra, amely az O taszité csomd, a P vonzé csomd, és () nyeregpont
koriili kicsiny abrakat “Osszeépiti”? — és persze ekozben egyetlen trajektoria sem szokik ki a végtelenhez.

A matematika nyelvén a kérdés az, hova tartanak az x > 0, y > 0 siknegyed pontjaibdl indulé tra-
jektériak? Mi lehet egy ilyen trajektoria omega—hatarhalmaza? Egyensilyi helyzet? Lehet, de csakis a P.
Periodikus palya? Elvben lehet, de csakis olyan periodikus péalya, amely a belsejében tartalmaz egyensulyi
helyzetet. Mondjuk a Q—t? De hiszen a () pont az y tengelyen 1iil, és az y tengely invaridns, amelyet a pe-
riodikus pdalya igy nem keresztezhet. Ez az érvelés kizarja a periodikus palyat (és a heteroklinikus kort is).
Még azt is meg kell mutatnunk, hogy az « > 0, y > 0 siknegyed pontjaibdl indulé trajektoridk az idében
elérehaladva korlatosak lesznek. Ez nagyon konny(i, hiszen z > 6 esetén © < 0 és y > 5 esetén y < 0.
Tehét a pozitiv siknegyed végtelen téavoli pontja (mint absztrakt egyensiilyi helyzet) taszit. (Baj is lenne
a biolégiai interpretaciéval, ha vonzana ... .) Osszefoglalds: a P egyensilyi helyzet vonzdsi tartomanya a
teljes x > 0, y > 0 siknegyed, amely az y tengelyen 1év6 pontok kivételével mindent magahoz vonz.

4.)  (5p+3p) Sorolja fel az eléaddson elhangzott numerikus megfontoldsokat! majd vélasszon ki
koziilik egy olyan gyakorlati jelleglit, amelyet részletesen is ismertet!

MEGOLDAS: A szdmitégép altal kiszamolt kozelité megoldéas mind kvantitativ, mind kvalitativ értelemben
kozel kell legyen a valédi megolddshoz. Egyrészt minél kisebb hibat akarunk (a rendelkezésiinkre 4llé
er6forrasok optimélis felhasznédldsaval), mésrészt azt is szeretnénk, hogy a feladat természete a numerikus
megoldasban is tikrozédjon. Ez utdébbi szempont jellegzetesen megmaradasi tételek, illetve pozitivitasi
feltételek figyelembe vételét jelenti.

Specialis szerkezet(i feladatosztalyokhoz specidlis numerikus médszerek tartoznak. A Stoérmer—Verlet
médszert példaul & = y, y = —V’(x) alaki egyenletrendszerekre alkalmazzak. Jéllehet az E(x,y) =
% +V (z) &sszenergiat ez a médszer dltaldban nem 6rzi meg, a pontos megoldasok altal indukalt dinamikus
rendszer teriilettartdsi tulajdonsagat igen. Ugyanez igaz az xx1 = Tk + hyg, ykr1 = yx — AV (zr41) alakd
szemi—implicit Euler mdédszerre is. A Stormer—Verlet mdédszer méasod—, a szemi-implicit Euler mdédszer
elsérendit — lokalis hibaformulajuk |®(h,z) — ¢(h,z)| < Const - h3 illetve |®(h, z) — ¢(h, )| < Const - h2.

Egy ‘teljes’ vélasz tobbféle médon is dsszeszerkeszthetd. A kérdés az, milyen szempontokra kell iigyelniink, ha kozonséges
differencidlegyenletek kezdetiérték—feladatainak megoldasat szeretnénk meghatarozni. Néhany specidlis esetet leszamitva ezek
a megoldasok soha nem adhaték meg zart alakban: a kezdetiérték—problémara diszkretizacids eljarast alkalmazunk.



A magasabbrendii médszerek pontosabbak, de jéval tobb gépidot igényelnek. A p—edrendiit mddszerek
hib4jéra a legyez6-abra a [tg, to + T intervallumon a Ke T hP becsléshez vezet. A tilsidgosan kis 1épéskoz
felerdsiti a kerekitési és szamabrazolasi hibak hatasat. Az implicit modszerek altalaban nagyobb 1épéskozt
engednek meg, kiilonosen aszimptotikusan stabil egyenstlyi helyzetek kornyezetében. Az implicit médszerek
belsé iterdcidkat — kontrakcids fixponttétel! — igénylé explicit utasitdsokként hajtédnak végre.

Alappéldaink az explicit és az implicit Euler médszer.

Az &ltalanos feladatosztdlyokra kidolgozott ODE45 mddszer két egyszeriibb eljarast 6tvoz6 hibrid
moédszer, amelybe heurisztikus elemeket is tartalmazé adaptiv 1épéskoz—szabalyozét is beépitettek.

A nagyméretli feladatok — hiszen a konkrét alkalmazasokbdl jonnek — szerencsére mindig specidlis
szerkezetliek. Még egy véletlen ritka matrixnak is vannak jellegzetes tulajdonsagai, amelyekre a numerika
épithet. Ezzel egyiitt a nagyméretii feladatok roppant nehezek és a kozepes méretekre sikeres modszerek
is gyakran lefulladnak. Az 4j eljarasokat a tesztfeladatok standard gyljteményein kell kiprébalni.

Altaldban is igaz, hogy a numerika egymassal ellentétes szempontok kozott kell hogy egyensiilyozzon.
A dontébird mindig a tapasztalat. A nem—elfajult egyensilyi helyzeteket a numerika elvben jél visszaadja.



