KAOSZRA VONATKOZO ELEMI PELDAK 2015 OSZEN

Ez a logisztikus leképezés definicidja a szobajové maximélis p = 4 para-
méterrel:
F:[0,1] = [0,1] , y— Fy) =4y(1 —y)

BE KELL ILLESZTENI A JEGYZET MEGFELELO HELYERE

Itt megismétlem a 3.2 Tételt, de kozbeiktatva a nulla-mértéki halmaz

T,z

zolja, alapvet&en a sator-leképezéssel valo konjugaci6 révén.

Van olyan E C [0,1] kivételes (exceptional), nulla-mértékid halmaz',
hogy minden [a, b] C [0, 1] intervallumra a logisztikus leképezés altal indukalt
Ynt+1 = F(yn) rekurzio rendelkezik a

0<n<N|uy, b b 1
lim 0SSN [y € o, b} :/ — —dy VYyel0,1\E
N—oo N+1 a ™yl —vy)
tulajdonsaggal.
A T sator-leképezés (angolul ,tent map”) definicioja a
2x ha 0 <2 <0.5

képlettel torténik. Sziikségiink lesz még a

H:[0,1] = [0,1] , x— H(x)=sin’ (E z)

2
leképezésre is. Alapvetd fontossagi, hogy a
0.1 — [0.1]
Hol I 1)
0.1 == [0,1]

'Az E C R halmaz nullo-mértékd ha minden ¢ > 0 szamhoz létezik egy olyan
{(an,bn)},—, intervallumsorozat, hogy

oo

EcC U:o:l(an,bn) s Y (by—an) <e.

n=1

Az E nulla—mértéki voltat a A(E) = 0 képlet fejezi ki. Maga a A a Lebesque mértékre (és
Lebesgue nevének kezdsbettjére) utal.



diagramm kommutativ. A (1) diagram kommutativitasat kifejezs F'(H(x)) =
H(T(z)) azonossag igazolasa harom egyszert lépésben torténik:

F(H(z)) = 4sin? (g z) <1 — sin? (g x)) =sin*(rz) ha 0<z<1,

H(T(z)) = sin® (g 2¢) =sin’*(7z) ha 0<2 <05,

H(T(x) (2 (2 —2z)) =sin®*(r — 7z) = sin’(7z) ha 05 <z <1.

) =
Az F(H(x)) = H(T(z)) azonossag alapjan F"(H(x)) = H(T™(x)) is igaz,
N =0,1,2,.... Igy az yo = H(wo) valasztassal az {z, = T"(x0)} e, és az
{yn = F™(yo) },—, iteracio-sorozatokra y,, = H(z,) is teljesiil.

Neumann és Ulam fontos észrevétele volt, hogy a 1" sdtor—leképezés aszimp-
totikus idGatlagai majdnem minden kezd&pont esetén — azaz a kezdGpontok
egy nulla-mértékid D halmazat leszdmitva — egyenletes térbeli eloszlast ko-
vetnek, azaz minden [a, 8] C [0, 1] intervallumra

 #H0<n<N|a, €0, B} (7
Allinoo N1 —B—a—/a ldr VYao€[0,1]\D.

Elvégezve az y, = H(z,), a = H(a), b = H(B), E = H(D) helyettesitéseket,
Tétel 3.2 SORSZAM KELL azonnal adodik a minden N—-re érvényes

#H0<n <N |z, €la,fl} =#{0<n <N | H(zy) € [H(a), H(B)]}

tulajdonsag és az

:SiHQ(E:E) = gj:zarcsjn(\/_) = @:g;i
! 2 ™ Y dy 7T VI-y2y5

integraltranszformacio szerint. Lényeges volt, hogy H a [0,1] intervallu-
mot 6nmagéra vivé szigortan névekvs C'* fiiggvény és az is, hogy A\(E) =
AMH(D)) = 0.

A (1) kommutativitiv diagram kapcsan érdemes visszalapozni a Grobman—
Hartman 1.22 illetve 2.48 Tételhez SORSZAM KELL és felidézni a struktu-
ralis stabilitas 2.65 definiciojat SORSZAM KELL folytonos ideji dinamikus
rendszerek esetében). —- a strukturalis stabilitast a Jegyzetben nem defini-
altam diszkret ideju dinamikai rendszerekre. A hianyzo definicio eqyebkent a
2.65 Definicio parja, ahol is az eredeti es a perturbalt lekepezes kozott (ido-
atparameterezes nelkuli) konjugacio letezeset kell megkovetelni: idoatparame-
terezesre egyebkent a 2.80 Tetelben is szukseg van. Igy tehat a Grobman—
Hartman Tetellel valo kapcsolatra (jollehet az mind a linearizalt, mind a



diszkretizalt egyenletre konjugacio letezeset, tehat idoatparameterezes nelkuli
strukturalis stabilitast allit nem—elfajult eqyensulyi helyzetek kis kornyezete-
ben) a zh-ban nem terhetek ki.

A most kovetkezo szakaszt nem mondtam el az eloadason: zh-ra sem kell
Es most az F' logisztikus leképezés és a rendezési mintdk kapcsolatéarol

1 5—+5 5+5

:0 = - pr—
Yo | 4,92 3 3

3
79321794: 7y5:1'

Itt o, y2, ys és ys (az y = 4y(1 — y)(l — 4y(1 — y)) negyedfoki egyenlet
megoldésaiként) fixpontjai az F? = F o F fiiggvénynek. A négy szam koziil
ketts, yo és ys pedig (az y = 4y(1 — y) masodfoki egyenlet megoldésaiként)
fixpontjai mar az F fiiggvénynek is. Az F, F? : [0,1] — [0, 1] fiiggvények gra-
fikonjait kozos koordinatarendszerben abrazolva azt latjuk, hogy vo, y1, ys és
ys az F(y) = F?(y)egyenlet megoldasai. Az 4brabol — érdemes megrajzolni!
— az is vilagos, hogy

Yo<y<wy = yY<Fy)<F(y , pm<y<yp = y<F(y)<Fly),
p<y<ys = Fy)<y<Fly) , y<y<ws = Fly)<y<F(y),
pu<y<ys = Fy)<F(y) <y,

igy az F%(y) < F(y) < y rendezés nem fordul el6. Ez pedig azt jelenti,
hogy az y, F(y), F*(y), F3(y), ... sorozatot — legyen bar annak dsszevissza-
saga akdrmennyire is bonyolult — semmiképpen sem tekinthetjiik véletlen
sorozatnak, hiszen akkor abban a harom hossztusagi ,rendezési string’—ek
mindegyikének pozitiv valosziniiséggel kellene elGfordulnia.

A rendezési relacio vizsgalata idGsorok véges mintaiban a statisztika egyik
fontos feladata. (Ha az f : [0,1] — [0, 1] fiiggvény folytonosan differencial-
hato, akkor az v, f(y), f2(v), f3(y), . .. iteraciésorozatokban az n hosszisagt
wrendezési string”™ek szama (az elvileg lehetséges n! helyett) atlagosan legfel-
jebb ¢" nagységrendii lehet, ahol ¢ az f fiiggvényre jellemzd konstans.)

A most kovetkezo szakaszt nem mondtam el az eloadason: zh-ra sem kell
A Cantor halmazt el6allito affin fiiggvényekhez:

Az Fy leképezés indexét 0-16l 1-re valtoztatva azt latjuk, hogy az Fy és
az F, affin leképezések 0 és 2 indexei

E;, oF;

tn—1

©--+0 171'3 o 171'2 o Fll([O, 1]) = O.in’&'nfl. . .igigil ey n = 1,2, .



szerint a [0, 1] intervallum megfelel§ képhalmazainak harmas szamrendszer-
beli tipusaira utalnak. (Hasonlo észrevétel a Sierpinski haromszog el6allité-
saban kulcsszerepet jatszo kisebb haromszogek sorszamozasara is érvényes.
Ugyanez igaz a Koch—gorbe konstrukciojaban szerepld és egyre révidiils sza-
kaszok sorszamozéséra is.)

Erdemes megjegyezniink, hogy az EZ A RESZ CSAK A SATORLEKE-
PEZES UTAN JOHET

3T ha 0<2<0.5
S:0,1] = [0,1.5] :v—>S(:)3)—{ 33 ha 05<z<l
magas sator-fiiggvény is elallitja a C' = N2 ,C),, Cantor halmazt, éspedig a
C’0 = [07 1]5

Cp,={xeCy|S*x)€Cy, k=0,1,...,n—1 de S™(z) € Co}, n=1,2,...

értelemben. Az egyes intervallumok koézéps6 harmadanak kivagasa tehéat azt
jelenti, hogy az z,S(z),...,S" ! (x) iteraltak sorozata a kivetkezd lépés-
ben kiszokik a [0, 1] intervallumbol. OSSZE KELL FESULNI A JEGYZET
MEGFELELO HELYEIVEL - es a lapszamindexeles is javitando majd.

ezt a szakaszt elmondtam az eloadason es a zh-ra s kell
KETTES SZAMRENDSZER ES A 2z (MOD 1) DIADIKUS LEKEPEZES:

2% ha 0 <2 <05
f:00,1] = [0,1] , xéf(x)—{zxq ha 05<z <1

Az f fiiggvény = = 0.5 pontbeli szakadasa egyébként feloldhato, ha a [0, 1]
két végpontjat egymaéssal és igy magat a [0, 1] intervallumot az egységkorrel
azonositjuk. (Az azonositds formalisan a 7 : [0,1] — {z € C | |z] = 1},
x — e¥™ jtparaméterezés végrehajtasat jelenti, maga az f leképezés pedig
a polarszoget megduplazo forgatasba megy at.) Ennél is fontosabb azonban,
hogy az f fliggvény a kettes szamrendszerben az

Tr = Z 2_: == 0.a1a2a3a4 A f(l‘) = Z gzl = O‘a2a3a4 .
k=1 k=1
alakot olti, ahol ax € {0,1}, &k = 1,2,.... Es itt mindent azonnal li-

tunk, ami a kdosz Devaney—féle 3.3 SORSZAM KELL Definiciojahoz kell.
Az f fiiggvény periodikus pontjai a diadikus racionalis szamok (amikor is



az ap,as, as, dy, ... sorozat periodikus). Vilagos, hogy a [0, 1] intervallum-
ban a diadikus racionalis szamok stiri halmazt alkotnak és az N—periodikus
sorozatoknak N—periodikus palyék felelnek meg. Stri palyakat explicit mo-
don is konstrualhatunk, ha olyan aq,as,as, a4, ... sorozatokat adunk meg,
amelyben az N = 1,2, ... hosszusagu stringek mindegyike el6fordul. A 3.25
SORSZAM KELL Tétel szerint egy valoszintiséggel minden palya strd. A
kezdeti allapottol valo érzékeny fiiggeés is latszik a leképezés kettes szamrend-
szerbeli alakjabol. De érvelhetiink tgy is, hogy (a szakadasi pont kivételével)
a derivalt abszolut értéke mindeniitt 2. Igy kontrakcio helyett expanzio-
val allunk szemben, a Ljapunov—exponens értéke pedig Apjqp, = log(2) > 0.
Amint azt a periodikusan gerjesztett sirlodasos inga kaotikussigéarol szolo
1.24 SORSZAM KELL Tételben is megallapitottuk, a kombinatorikusan kii-
16nb6z6 a, = 0 ,L: balra” versus a, = 1 ,R: jobbra”, k = 1,2,... esetek
(amelyek ,afelsl rendre a [0, 1] intervallum egy—egy pontjanak felelnek meg)
szamossaga most is kontinuum.? Fontos az is, hogy — csakiigy mint a T
sator-leképezés esetében (ahol szintén érdemes a kettes szamrendszerrel dol-
gozni) — az f leképezés aszimptotikus idGatlagai egyenletes térbeli eloszlast
kovetnek.

Most felirunk egy olyan rekurzios formulat, amely alkalmas a 7' sator—
leképezés N-periodusi péalyai P(N) szaméanak meghatarozasara, ahol N a
minimdlis periddus. Mivel az N hossztisagi stringek sziama 2V, és minden
egyes string pontosan egyetlen d-periédusu palyahoz tartozik (ahol a 1 <
d < N itt is a minimélis periddus és természetesen az N szam osztdja is
egyben), teljesiil a

2¥=>"d-P(d) <« N-P(N)=2"— Y d-Pd) (2
d|N d|N & d#N

osszefiiggés.® Ugyanez a rekurzios formula érvényes egyébként a 2z (mod 1)
diadikus leképezés periodikus palyai szamanak meghatarozasara. A (1) diag-
ram kommutativitasa miatt a (2) rekurzios formula az F' logisztikus leképezés
periodikus pontjaira is érvényes.

2Ez az észrevétel a Lorenz—attraktor két , lepkeszarnya” illetve a, Chua-kor két ,tekercse”
k6zott oszcillalé megoldasok kombinatorikijira is érvényes: a szamitogép képernydjén is
kénnyen beazonosithatd és egyméstol kombinatorikusan kiillénbozé esetek szamossiga a
kontinuum szamossag.

3A P(N) egyébként explicit modon is kifejezhets a szamelmeélet Mobius—féle inverzios
formulajanak segiségével. (Mobius nemcsak a szalagjarol lett hires.)



