A JEGYZETBOL ATVEVE:

1. Megjegyzés. Az
&= f(t,r), (t,z)eR xR

differencidlegyenlet megolddsait lényegében csak akkor tudjuk konkrét képlettel
kiszamolni, ha az egyenlet dllandd egyitthatds (homogén vagy inhomogén)
linedris illetve szétvdlaszthato:

o f(t,z) = Ax+b(t)
o d=1¢s f(t,z) =g(t) - h(z)
e wvalamint a fenti két tipus ,,rokonsdga”
Numerikus, kozelitd eljdrdsok természetesen mindig rendelkezésre dllnak.

Az X* — 2 = 0 egyenlet nem oldhaté meg "pontosan": mar a /2 kisza-
molasa is numerikus modszert igényel.

A szamitogépek elterjedésével a matematika részint experimentalis tudo-
méannya valt. Numerikus modszerek nélkil eqy tapodtat se!

KIEGESZITES A FENTIEKHEZ:

Egy-egy példa szétvalaszthato, illetve arra visszavezethetd differenciél-
egyenletre — egyfittal igazan szép szdmolési gyakorlatok!:

1.) Parhuzamos fénysugarakat egyetlen pontba visszaverd forgasfeliilet —
Parabola-tiikor

2.) A légnyomas fiiggése a tengerszint feletti magassagtol

1. Példa. Keresendd olyan y = y(z) fiiggvény, amelynek grafikonja az «
tengellyel parhuzamos, jobbrol érkezd fénysugarakat a teljes visszaverddés
torvénye szerint a koordinatarendszer O = (0, 0) origdjaba gytjti Ossze.

Eldszor kiszamoljuk, hogy az y = y(x) girbét a P = (z,y(x)) pontban
érintd egyenes hol metszi a vizszintes tengelyt:

}{;%(I):y’(x)(X—x)} I 1))

Tehdt a kérdéses metszéspont M = (X,0), ahol (amint azt a fenti képlet is
kifejezi) a metszéspont elsd, X koordindtdja mind az y = y(x) gorbe, mind

'magukat a megoldandé differencidlegyenleteket is levezetjiik — sokkal t&bb, mint a
kozépiskolas fizika, nem kell egyikhez sem



a P pont elsd, x koordindtdjinak fliggvénye. Mivel a beesési szdg megeqgyezik
a visszaverddés szogével, az M PO hdromszog egyenld szdri. (Ha jo dbrdt
készitiink, akkor azon négy darab egyforma széget ldatunk, koztik pdrhuzamos
szdri €s vdltoszogeket. A fizika ezzel be is fejezdddtt, a geometridabol még eqy
kis lépés van hdtra.) Az M és az O pontokndl lévd szdgek egyenldsége miatt
az MO és az OP szakaszok hossza megegyezik eqymdssal:

L /=)
y'(x)
Ami ezutdn jon, mdr csak szdmolds — természetesen a matematikar analizis
alapmivelete, a differencidlds mdr a kiinduldskor jelen wvolt, amikor is az
érintd egyenes m = m(x) meredekségét mint az y'(x) derivdltat hatdroztuk
meg.
Négyzetre—emelés és eqyszerisitések utdn lehetdség nyilik egy ij, z = z(x)
ismeretlen fiigguény bevezetésére:

2
<5) —Qx%:gf & Yy+wr—y=0,

—z + \/y? + 2?
y = yy & Yy+trx=\y2+a2.

A legutolso, szokatlan lépéshez kifejezetten jo matematikai érzékre van sziik-
ség. Az=vy*+1* & 2(x) =y*(x)+ 2? helyettesilés azonnal célba ér és
eqy fekvd, jobbfelé nyitott parabola eqyenletéhez vezet:

z + 0o = = de = /2 -
_ 2 = = X Z =2 C
2 2\/z

= yYP+al=(@+c¢°® = P=2z+.
" 2
(x — (=¢))", ¢ > 0 képletek barmelyike mutatja. Ez utébbi kozvetlenil utal
a definiciora: a parabola azon pontok mértani helye, amelyek adott egyenes-
tdl és adott ponttdl [az x = —c egyenletd vezéregyenestdl és az 0 = (0,0)
fokuszponttdl] egyenld tdvolsdgsdgra vannak. A ¢ # 0 kikotés mindenképpen
sziikséges, a ¢ < 0 esetet a "jobbrol érkezd fénysugarak" feltétellel zartuk ki,
a szdmoldsokban pedig a gydkvonds eldjelenek megudlasztdsdval vettik figye-
lembe.)

A "tankonyvi megoldds"” nem eqy, hanem két eqgymds utdni szdmoldsi lé-
pést igényel, éspedig a z = L = o' = 2'x+ 2 1) vdltozd bevezetését valamint?

T

(Ez valéban parabola egyenlete, amint azt az x = igﬁ — S glletve az y? +a® =

2a sinus és a cosinus hyperbolicus fiiggvényekre az angol nyelvd szakirodalomban szo-
kéasos jeloléseket alkalmazva



pressure

a z = sinh(u) & dz = cosh(u) du helyettesitéses integrdldst:

, —1+\/g , —1+vVz2+1

Yy = & zax+tz=
z

8 <

, —22—1+V22+1 / zdz dx
Zr = & =— | —.
z 224+1—-vVz22+1 x

A baloldalon dllo integrdlban a helyettesitést elvégezve

/ zdz sinh(u) cosh(u) du / sinh(u) du
224+ 1—+22 4 sinh?(u) + 1 — cosh u cosh(u) — 1

adodik, és itt a szamldloban a nevezd deriwdltja dll. Igy az eredmény

In(cosh(u)—1) = —In(z)+c¢; < cosh(u)—1 = SN cosh(u)—1= e
T T

ami a cosh(sinh(z)) = V1 + 22 = /1 + (£)? visszahelyettesités utdn a mdr

ismert
1+(Zp-1=° o y+a2=z+c & y=2x+c
T T

alakra egyszerisodik.

2. Példa. Keresendd a p = p(x) légnyomés mint a tengerszint feletti 2 > 0
magassag (egyvaltozos, idealizalt) fiiggvénye.

Tekintstink eqy fiiggdleges, henger alaki légoszlopot, amelynek keresztmet-
szete legyen A > 0. A tengerszint felett x > 0 magassdgban erre a vizszintes
keresztmetszetre

F(x) = Ap(z)

nyomoerd hat, amely az arra nehezedd,

tomegid levegdréteq sulydabol szirmazik:
F(z)=m(z)-g.

Magatol értetddden p = p(h) a levegd sirisége h > 0 magassdigban. Eddig a
makrofizikai megfontoldsok.



A nyomds magyardzata mikroszinten a levegdmolekuldk véletlenszerd tit-
kézéseinek statisztikus, dtlagolt kiértékelése, mely szerint alkalmas k > 0
konstanssal

pl)=k-plx) Y>>0 &  ph)=k-ph) Vh>0.

Ez az intuitive is jol érthetd dsszefiiggés azt mondja ki, hogy a levegd nyomdsa
egyenesen ardnyos annak siriségével.

A tobbi mdr csupdn matematika. A fenti dsszefiiggéseket eqymdssal kom-
bindlva az A > 0 paraméter kiesik:

p(x):/ p(h)dh-% Vao>0.
Mindkét oldal x szerinti derivdltjdt véve, az a = ¢ >0 jeliléssel
p(x)=—ap(z) Vx>0 = pz)=p0)e ™ V>0,

ahol az eddig elhanyagolt fizikai mértékeqységeket is figyelembe véve, a ten-
gerszintre vonatkozd (és a magyarorszdgi dtlagos pdratartalmi és hdfoki le-
vegdbél visszaszamolt) adatok

N k k
p(0) = 1013 hPa ~ 10° Pa = 10° — = 10° ——— | p(0) = 1,293 —2 ,

m m - sec? m

amelyekbdl k = 77339.5 2% yalamint a = 0.000127 % (a nehézségi gyorsulds

értékét fejbol is tudjuk é;ecCLz a Holt-tenger szintjétél a Mount Everest tetejéig
tényleg mindeniitt [és minden tankényvben is] ugyanaz a g = 9,81 2

Ha a legelején nem is gondoltunk volna rd, utolag mindenképpen vildgos,
hogy a kapott p(x) = p(0)e~*, x > 0 eredmény szdmos elhanyagoldssal terhelt

és tobbféleképpen is finomithato.

5 .



NUMERIKUS, SZAMITOGEPES MEGOLDASOK
KIEGESZITES (A JEGYZET 1.3 ALFEJEZETEHEZ):

A tovabbiakban is az 1.1. Példa differencidlegyenletét vizsgaljuk, de most
altaldnos kezdetiérték—feltétellel, és jobban figyelve a feladat mély, belsd
struktararajara. Az

z(0) = zo

(1
y(0) = yo
feladatra eddigi harom modszer utan — gyors emlékeztetGiil az explicit Euler,
implicit Euler, 6 = % (mas néven trapéz®) modszerek lényege:

itr =0 & z(0) =120,8(0) =y, < {‘/’?:y &{

y=—x

~—

X—z __ X—z __ X—z _ y+Y
=Y =Y =
Y=y _ . ’ Yy _ ’ Yoy _ _atX
D h h 2
— most lassunk egy negyedik, hibrid moédszert:
X—x
==y X =x+hy
& 2) |hybrid
K S ) [iorid

2. Megjegyzés. Az elsd egyenletet (X + x)—el, a masodikat (Y + y)—al szo-
rozva, majd az eredményeket dsszeadva

X —x=hy N X? — 2% = hyX + hyx
Y —y=-hX Y2 —y? = -hXY — hXy

= X?’4+Y 4+ hXY =2*+9*+hay,

és ennek mind a fizika, mind a numerika szempontjdibol fontos jelentése van.
Konkrét példankban a negyedik, hibrid modszer az energidt nem 6rzi meg, de
a kicsivel maodositott majdnem—energidt igen. Az %(y2 +x?) tényleges energia
mint fizikai invaridns helyébe eqy/az attdl (legaldbbis a 0 < h < 1 esetben)
alig kilonbozd %(y2 + 2% + hay) numerikus invaridns lép. A fdzisportrén a
pontos megolddsok y? + x? = const kirei helyett a diszkretizdlt megolddsok az
azokat jol kozelitd y* + 2%+ hay = const ellipszis—csaldd tagjain helyezkednek
el. Az ellipszisek centruma az origd, a nagytengelyek a —45, a kistengelyek
a +45 fok irdnydban dlinak.

3 A trapéz modszer — az explicit és az implicit Euler médszerekkel részleges ellentétben
— nem a derivalt, hanem az integral numerikus kozelitésén alapul:

ha &=y, akkor x(h)—x(()):/ohy(s)dmhw SPNY A



A (2) jobb oldalén definialt R* — R?, (z) — () leképezés Jacobi métrixa

és ennek determinansa az R? sik tetszéleges (gy”) pontjaban

Je oAX,Y) ( 1 h

© Owy)  \—h 1R
a h € [0, ho] 1épéskodz mint paraméter barmely értékénél. A negyedik, hibrid
modszer tehdt megdrzi a teriiletet (amelyet egyébként — jollehet "véletle-
nil" —a 6 = % modszer is megdlriz, az explicit Euler mdédszer megnovel, az
implicit Euler modszer modszer pedig csokkent).

) = det(J)=1,

CELFELADATHOZ CELPROGRAMOT:
SPECIALIS SZERKEZETU EGYENLETHEZ SPECIALIS ALGORITMUST

Az (1) kezdetiérték—feladat a Newton mésodik torvényét potencialis erd-
térben leir6

. / _ T = Yy

i+V'i(z)=0 <« (PN) { J = —V'(x)
differencidlegyenletek csaladjahoz tartozik. A (PN) differencialegyenletek két
kiilonleges tulajdonsaggal rendelkeznek:

e pontos megoldasok mentén az F(z,y) = % + V(x) energia megdrzédik
e az id6 milédsa a fazisportrén/fazissikon megdrzi a teriiletet

A H(z,y) = % + V(z) Hamilton—fiiggvény, esetiinkben az energia megma-
radasa a pontos megoldasok dinamikéjanak jol ismert tulajdonsaga, amelyet
matematikailag az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalya igazol:

d . :
EH(I@)W@H(PN) = (HQ‘IJFH;'Z/H(})N) =V'(z)-y+y-(=V'(x)) =0.
Ennél joval nehezebb igazolni, hogy a pontos megoldasok dinamikajaban a
teriilet is valtozatlan marad: ez Liouville egy tételének specialis esete (és a

div (—V?)”(z)) divergencia azonosan nulla voltaval egyenértéki)?. Ezen a ponton

1Az Olvaso a részletekért fellapozhatja a jegyzet 50-edik oldalat: a lényeg az (1.27)
formula.

A teriilettartasra egy kozvetlen bizonyitast is vazolunk: a ®(t,z,y) = W(t,x,y),
U(t,z,y) = —V'(®(t,z,y)) formulakat kell csak az x valamint az y valtozok szerint
egyszer—egyszer parcidlisan derivalni, majd J(0) = I per definitionem és %J t) = 0
minden kiesik, direkt szamolas a megfelel§ visszahelyettesitésekkel.



mar vilagos kell legyen, hogy a H Hamilton—fiiggvény és a 2d—dimenzios térfo-
gat invariancidja az altalanos, Hamilton tipusi & = %—I;(x, Y), Yy =— %—g(x, Y)
(ahol x,y € RY) dinamikdkban is teljesiil.

A szemi—-implicit Euler modszert a (PN) feladatok osztalyan szokas defi-
nialni, mint a

. 2 2 T\\ _ x+hy
@5+ [0, o] X RE = R, 05 (h’ (y)) - (y—hv'(x+hy)>

leképezést, amely mogott természetesen most is a derivaltak kiilénbségi ha-
nyadosokkal torténd kozelitése all:

>

L=y X=x+hy

=4
== _V'(X) Y =y —hV'(z+ hy)
AV(z)= %2 specialis esetben a (2) képletet kapjuk vissza.

1. Lemma. A (PN) differencidlegyenletek osztilydin a rigzitett h € |0, ho
lépéskizzel vett szemi—implicit Fuler modszer meqgdrzi a teriletet.

Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy det(J) = 1. Valdban,

L AXY) 1 h

Iz, y) o (—hV"(JJ +hy) 1—=hV"(x+hy)-h

) = det(J) =1,

s méar készen is vagyunk. [

A Verlet (mas néven Stormer—Verlet) modszert a (PN) feladatok oszté-
lyan szokas definialni, mint a

oo () = ()= (g )

leképezést. Verlet modszere mogott is a derivaltak kiilénbségi hanyadosokkal
torténd kozelitése all, de az y koordinataban most egy fél lépéskozt is kozbe-
iktatunk, majd az yy = y (%) segédvaltozot (nagy szerencse, hogy ezt meg
lehet tenni) kikiiszoboljiik:

% = yf X =x + hyf
% =—V'(v) & Yr =19y — gV’(:v)
Y- h
= —V'(X) Y =y;—3V(X)



{ X:x+hy—%2V’(:c)
=
Y =y - hV@) - VX))

Ez az egyszertisitési lehetség vezetett el a ¢y : [0, hg] x R* — R? Verlet

Az egymas utani t, = kh, k = 0,1,2,... id6pillanatokhoz tartozd xj
x(kh), yr &~ y(kh) és a tyy12 = (k+ 1) h idopillanathoz tartozo yj1/2
Y(tes1/2) kozelits értékekre az els6 latasra implicitnek ting

~
~
~
~

Tk4+1—Tk

h = Yk+1/2 Tpy1 = Tk + hyk+1/2
Yk —Y
1«-%}11//22 ko —V'(x) Py Yir1/2 = Y — %V/(wk)
yk+1;72k+1/2 = —V/(xk_H) Ykl = Yrt1/2 — %V/<xk+1)

rekurzio tartozik, amely azonban az
2
Tk =T + hyk — h—V’ Tk
i . 2 ]E ) B Ck=0,1,2,...
Yrr1 =Y — 3V (z) — 3V (i + hyr — TV (@)

explicit rekurziova, ha ugy tetszik, kozvetleniil programozhato6 utasitas—sorozatta
szelidiil.

2. Lemma. A (PN) differencidlegyenletek osztdlydn a riogzitett h € [0, ho|
lépéskizzel vett Verlet modszer megorzi a teriletet.

Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy det(J) = 1. Valéban,

J:a(X,Y):( h1—%2v"gx)z%_§ax o )
o(z,y) —sV'(x) - V"(X)- 51— SV"(X)-h
0X h?
det(J) = — + =V"(2) =1
= det(J) e + 5 V" (x)
amit bizonyitani akartunk. O]

Mind a szemi-implicit, mint a Verlet médszer megérzi tehat a (PN) dif-
ferencidlegyenletre vonatkozo két megmaradasi torvény egyikét: a fazisport-
rén /fazissikon a teriilet a numerikus megoldas soran sem valtozik. Az energi-
at a két modszer egyike sem 6rzi meg®, de még ha viszonylag nagy lépéskozzel
szamolunk is, roppant hosszi ideig elképesztéen jol kozeliti.

Sezt nem is nagyon teheti: a Ge-Marsden Tétel azt mondja ki, hogy az a numerikus
eljaras, amelyik a (PN) differencialegyenletek osztalyan mind az energiat, mind a teriiletet
pontosan megdrzi, nem lehet mas, mint a pontos megolddsok menti id6—atparaméterezés:
az (1) egyenletre — szerencsés véletlen! — ezt a 6 = § trapéz modszer is megteszi. Az



Itt a legf6bb ideje, hogy konkrét szamadatokat is mondjunk.

Az inga/hajohinta # + sin(z) = 0 egyenletét oldjuk meg, az z(0) = 7,
2(0) = 0 kezdeti feltétellel. Maga az egyenlet természetesen (PN) tipusi és
V(z) = 1 — cos(z). (Elvben lehetne akar V(z) = — cos(x) is, de a szabad
konstansot érdemes tgy valasztani, hogy a H(z,y) = % + V(x) Gsszenergia
lehetséges minimuma — az inga als6 egyenstlyi helyzetében — zérus legyen.)
A kezdeti feltételt/allapotot gy valasztottuk, hogy az onnan indulé pontos
megoldas energiaja egységnyi legyen. Hat MATLAB kisérletet végeztiink, az
energiat mindig a megfelel6 numerikus megoldas mentén vizsgalva a [0, 7
id6-intervallumon. A lépéskoz h (és a lépések N szamaval T = Nh). Emlé-
keztetlink arra, hogy ¢g, ¢r, ¢ps és ¢y rendre az explicit Euler mddszert, az
implicit Euler modszert, a szemi—implicit Euler médszert és a Verlet mod-
szert jelentik. Ime a numerikus eredmények:

# || moédszer | h T a numerikus energia t = 0 és t = T" kdzott
1 | ¢og 0.001 | 100 monoton nG 1 és 1.068 ... kdzott

2 || ¢g 0.001 | 1000 | monoton n§ 1 és 1,70... kozott

3 | or 0.001 | 100 monoton fogy 1 és 0.934... kozdtt

4 | or 0.001 | 1000 | monoton fogy 1 és 0.46... kozott

5 || &g 0.1 10000 || oszcillal 0.957 és 1.045 kozott

6 || ov 0.1 10000 || oszcillal 0.998 és az 1.000. .. kozott

Az utolsoelStti kisérletben az oszcillaciok Osszessége sinus—hullam, az
utolsé kisérletben ciklois-hullam jellegliek voltak. (Az oszcillaciok szama
mindkét esetben jo kozelitéssel ezer volt.)

Lehet csodalkozni. Jollehet a Tablazat sokkolo jellegét részben a fazis-
tér kétdimenzios volta okozza, a bel6le levonhats kovetkeztetések altalaban
is érvényesek: EGY NUMERIKUS MODSZER CSAK AKKOR LEHET IGAZAN
HATEKONY, HA

e figyelembe veszi a megoldandé feladat belss, kvalitativ tulajdonsagait

e maximalisan iigyel a fizikdra, amelybdl a konkrét feladat szarmazik

energia megmaradédsat mar lattuk, ez volt az X2 +Y? = 22 4 y? Osszefiiggés. A det(J) =1
terlilet—-megmaradas is egyszerti: az odaig vezetd szadmolas els lépése
__1 _n
X—gY:w+gy} - X*1+%(x+hy 4x>

h . h 2
Y+5X=y—35%2 Y:Tlﬁ(y_hx_h?@
4
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Célfeladathoz tehat célprogram tartozik. De ahhoz, hogy a szamitogépet a
valoban éles esetekben is jol tudjuk hasznalni, tudnunk kell, mi van a cél-
programok "fekete doboza"-ban: a konkrét feladat—osztaly fizikajatol fliiggd
hibrid, gondosan konstrudlt, am ugyanakkor heurisztikus elemeket is jocskan
tartalmazé algoritmusok.

3. Megjegyzés. Az implicit Euler modszer a szamitogép részére természe-
tesen nem adhaté meg (if) = (z) + h’(—si)r:(X)) alakban. Szikség van az
X =ax+hY, Y =y —h-sin(X) egyenletrendszer, illetve az ebbdl ka-
pott X = x + hy — h%sin(X) egyenlet megolddsdra. Ez utébbi sem adhatd
meg zdrt alakban: X pontos értéke helyett meg kell elégedniink annak eqy X
kizelitésével. Ha azonban X mdr ismert, akkor Y helyett vehetjik annak
Y =y —h-sin(X) kizelitését.

Feladatunk tehdt az X = x+hy—h?sin(X) egyenlet numerikus megolddsa,
amelyet elegendden kicsiny h lépéskéz mellett iterdcidval végezhetiink. Az

Fray  R=2R X = Fhpy(X) =2+ hy — h*sin(X)

képlettel definidlt egyvdltozds valds fligguény dix}"hyxyy(X) = —h%cos(X) deri-
vdltja abszolit értékben legfeljebb ¢ = h? lehet. Amennyiben ¢ < 1, ha tehdt
0 <h<hy<l, akkor az X = z + hy — h?sin(X) & X = F,,(X)
fixpont—eqyenletre az iterdcios modszer minden tovdabbi nélkil alkalmazhato.
Az Xpp1 = Fray(Xy), n=0,1,2,... sorozat — tetszéleges Xy € R kiin-
dulo érték esetén — a fixpontegyenlet eqyetlen, X = X* € R megolddsdhoz
tart. Az iterdcidt a szdmitdgépes program az | X, — Xy, —1| < TOL megdlldsi
feltétel teljesiilésekor fejezi be, és az X* fizpontot a X = X,,. értékkel azono-
sitja. A kordbbi analizis tanulmdnyainkbol ismert és tetszdleges kontrakcidra
érvényes (az emlékezetet a jegyzet 82—ik oldaldn szerepld 2.30 Megjegyzés is
frissiti)

¢!
1—q '’

|Xn—X*|§|X1—X0| ’I’L:1,2,3,...

hibabecslés roppant gyors konvergencidat jelent, ami geometriailag a pokhdlo—
diagramm pdr lépés utdani "bekonvergdldsdval” szemléltethetd. Az iterdciot a
szokdsos Xo = x értékkel inditva | X, — Xo| = |hy — h?sin(Xo)| < h(|y| + h).
Igy az |y| < 10 feltétel mellett a 10~'2 pontossighoz a h = 0.1 illetve h =
0.001 lépéskdz—vdlasztdssal nyolc illetve hdarom iterdcios lépés mdr elegendd.

[tt jegyezziik meg azt is, hogy a ¢g, ¢; és a ¢y (a parameéter 0 < 0 < 1,
0 # % értékeire), valamint a ¢g modszerek mindegyike elsérendt, a 6 = %
trapéz modszer és a ¢y modszerek pedig masodrendiiek.
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NEHANY IGAZAN NEHEZ KONKRET FELADAT

Az altalanos, d + d = 2d dimendimenziés, Hamilton tipusa = = %—ZI,
Y= — %—Z differencidlegyenletek szamitogépes megoldasat a Verlet modszer

és az annak nyoman felfedezett tovabbi szimplektikus algoritmusok tették
lehet6vé. Ezek olyan diszkretizacios eljarasok, amelyek a H Hamilton fiigg-
vény kivételével® — amely szinte mindig mint dssz—energia interpretalhato —
az Osszes fizikailag relevans megmaradé mennyiséget (koztiik a 2d-dimenzios
térfogatot) pontosan megdrzik, és az energiat csak kicsit torzitjak.

Els6 példank egyuttal az egyik legrégebbi is.

3. Példa. Newton Nap-Fold gravitacids, a tobbi bolygo hatdsdt elhanyagolo

mi+gradV(r) =0, ahol V(r)= —’me|?1’ és gradV(r) = yMm #r
egyenletében a fdzistér az eddigi kettd helyett négydimenzids. Az egyenlet az
m tomegd Féld mozgdsdt irja le az M tomegd Nap kéril, amely a koordind-
tarendszer origdjaban dll, v a graviticids dllando, V' a gravitdacids potencidl.
A fizikusi—-mérndki szohaszndlat szerint a négy a feladat szabadsdgfoka, ma-
ga a geometriai tér — az r = (Z) pozicio—vektorok tere — ketld dimenzids,
az T = (5) sebesség—vektorok tere szintén. Az energia mellett eqy terilet is
megmarad — ez utobbi, amint azt mdr Kepler is megdllapitotta, a pozicio—
vektorok geometriai terében: a Féld Nap korili pdlydjin eqyenld iddkiozok
alatt egyenld teriileteket surol.”

Masodik példank a hagyomanyosan, tobbtest—problémaként felfogott mo-
lekularis dinamika alapegyenlete:

4. Példa.
=M1y

Mi+V'(z)=0 < (MD) {y:_v,(x)

A Hamiltonfigguény H(x,y) = 5(M ty,y) + V(z). It M = M" d x d
méretil és pozitiv definit mdtriz (az dltaldnositott tomegmdtriz), V : R — R

6a Ge-Marsden Tétel — amelynek az el6z6 labjegyzetben csak egy sikbeli, speciélis
esete szerepelt — mar eredeti formajaban is erre az altalanos esetre vonatkozott

TA szintén Kepler 4ltal felismert tény, hogy a Fold ellipszis alak palyan kering (és hogy
a Nap ennek az ellipszisnek az egyik fokuszpontja), ugyancsak levezethets a mozgasegyen-
letb6l. A Kepler—féle teriilet megmaradasa mogott az impulzus—momentum, mint fizikai
mennyiség megmaradési tétele all. De amire igazan utalni szeretnék, az az, hogy a Newton
masodik torvényét potencialis erétérben leir6 (PN) differencidlegyenlet vektoros alakban
is érvényes, és hogy a ra vonatkozd specialis numerika is végss soron "atmegy" a tobbféle,
kozottiik a kvantummechanikai (nemlineéris Schrodinger) altalanositasok mindegyikére.
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a potencidlis energia (V'(x) = grad V(z) gradiens—vektorral), z,y € R? az
atomi sokasdg helyzetre és momentumra vonatkozo kanonikus koordindtds.
Az dssz—energia megmaraddsdt az aldbbi szamolds fejezi ki:

d

%H(a:(t),y(t))VMD) = %((M_l?),w + (M Yy ) + <V/($)af>‘(MD)

_ %(<M—1g, M) + (M~ Mi. ) + (V'(2). )| )

(vegyiik észre, hogy a kerek zdrdjelen beliili elsé tag (M ~1y, M) = (MTM =1y, i) =
(MM~Yy, &) = (y,%), ami pontosan a kerek zdrdjelen belili mdsodik taggal
eqyenld. Igy azt kapjuk, hogy)

d

> SHE,90)| ) = 68+ @), 8)] ) = GV @), 8] ) = 0

Menet kézben az is kideriilt, hogy % =M1y és %—I; =V'(x).

Hogy tételesen mit lehet jelenleg még biztonsagosan kiszamolni, arra all-
jon itt harom egészen friss eredmény, amelyeket a 2013 szeptemberi "Scien-
tific Computation and Differential Equations" konferencian hallottam:

e a Naprendszer nyolc nagy bolygojanak és négy legfontosabb kisboly-
g6janak (utobbiak kozé sorolva a Platot is) helyzete az id6ben eldre és
hatra hatvanmilli6 évig. Ennél joéval hosszabb idétartamot is lehetne
szamolni, ha a kiindulasi adatokat (azaz a Naprendszer mostani alla-
potat) pontosabban lehetne kimérni-megallapitani

e egy 126 vas—atombol allo kristalyracs — amelynek egyik k6zéps6 helye
"tiresen maradt" — telitédésének dinamikija (abban az értelemben,
hogy a kiviilrél érkezé 127-edik vas—atom hogyan alakitja ki a stabil
kristalyszerkezetet)

e az alanin-dipeptid (egy 23 atombol allo fehérje-darabka) és az 6t ko-
riillvevé négyszaz vizmolekula tér-id6é dinamikaja

A Naprendszer 60002013-ik évi allapota egyikiinket sem érinti kozvetle-
niil, de a masik két példa vilagos modon utal az ipari alkalmazasok lehetd-
ségére a néhany atomnyi vastagsagu specialis feliileti rétegek kialakitasdban
(a mérnok—informatikus hallgatok nagyobb 6romere), illetve 0j gyogyszerek,
a fehérjékhez jol kapcsolodni képes molekuldk kifejlesztésében (a biotechno-
logus hallgatok ugyantgy gondolhatnak sajat magukra).



