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Numerikus dinamika di6héjban
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1. 4bra: Linearizalas és diszkretizalas nyeregpont koriil
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2. dbra: Valédi—e a kobra pupilldja?
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Alapveté megfontolasok és molekularis dinamika
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Minden feladat—osztalynak megvan

a feladat méretétdl is fiiggd
"sajat" numerikus médszere
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Altalanos feladat:

x=f(x), x(0)=x €R?

¢ : [0, hg] x R? — R Altaldnos médszer:
k1 =@(hyxk), k=0,1,2,... & X =p(hx)
pe explicit Euler modszer
X = @e(h,x), ahol X = x+ hf(x)
@ implicit Euler médszer

X =¢(h,x), ahol X =x+ hf(X)
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A szamitogép részére az implicit Euler médszer mint az
X = x + hf(X) fixpont—egyenletbdl szarmazé

Xo=x, Xg_,_l:X—{—hf(Xg), (=0,1,2,...
iteracié egy megfeleléen valasztott ¢, indexii X, tagja adhaté meg.

Elegendden kicsiny h [épéskoz mellett az X = x + hf (X)
fixpont—egyenletnek pontosan egy X* megoldasa van —
nevezetesen X* = ¢;(h,x) — és X; — X* ha £ — oo, egy nulldhoz
tarté mértani sorozat sebességével.
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A V : R — R potencialis erétérhez tartoz6 Newton egyenlet

x4+ V(x)=0 < (PN) {;:i}ivl(x)

s szemi—implicit Euler médszer

X\ A X ol X =x+ hy
<Y>_¢S< @) e {Yzy—hV'(x+hy)

wv Verlet médszer
X x X = x+hy — EVI(x)
v) = ws | h, , ahol \ )
y Y =y - BVI(x) — BVI(X))
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A (PN) feladat & : R x RY — R, (¢, (5)) = ® (¢, (5)) pontos

megoldasai megorzik
2
> az }’2—2 + V(x) =2 + V(x) energiat

» a fazisportré R? sikjan értelmezett dy dx teriiletet

A (PN) feladathoz tartozé fenti két specialis médszer mindegyike

— a det(J) = 1 azonossag szerint, ahol J = %(();’;/)) — megérzi a

dy dx teriiletet.
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Mindkét médszer mogott a derivaltak kilonbségi hanyadosokkal
torténo kozelitése all:

X—x

=Y o X =x+ hy
Yoy — _v/(X) Y =y —hV'(x+ hy)

de Verlet médszerénél az y koordinataban egy fél 1épéskozt is
kdzbeiktatunk, majd az yr ~ y ("

5 ) segédvéltozét (nagy szerencse,
hogy ezt meg lehet tenni) kikiiszoboljik:

XX = yy X = x+ hyr
y;172y = —V'(x) o vi=y— g\/l(x)
A== VI(X) Y = yr = 3V/(X)

N { X:x—i-hy—%ZV’(x)
Y =y - BV/(x) - V(X))
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Az inga/hajéhinta X + sin(x) = 0 egyenletét oldjuk meg, az

x(0) = 5, x(0) = 0 kezdeti feltétellel. Maga az egyenlet
természetesen (PN) tipusi és V(x) = 1 — cos(x). (Elvben lehetne
akar V(x) = — cos(x) is, de a szabad konstansot érdemes lgy
valasztani, hogy a H(x,y) = y; + V/(x) Osszenergia lehetséges
minimuma — az inga alsé egyensilyi helyzetében — zérus legyen.)
A kezdeti feltételt/allapotot gy valasztottuk, hogy az onnan
indulé pontos megoldas energidja egységnyi legyen.

Hat MATLAB kisérletet végeztiink, az energiat mindig a megfelel6
numerikus megoldas mentén vizsgalva a [0, T] idé—intervallumon.
A 1épéskoz h (és a lépések N szamaval T = Nh). Emlékeztetiink
arra, hogy ¢g, ¢, ¢s és @y rendre az explicit Euler médszert, az
implicit Euler médszert, a szemi—implicit Euler mddszert és a
Verlet médszert jelentik.
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Ime a numerikus eredmények:

# | modszer | h T %+ V() ha0< kh< T

1 || o€ 0.001 | 100 monoton nd 1 és 1.068... kozott
2 || o€ 0.001 | 1000 monoton n6 1 és 1,70... kozott

3| & 0.001 | 100 monoton fogy 1 és 0.934... kozott
4 | ¢y 0.001 | 1000 monoton fogy 1 és 0.46... kozott
5 | ¢s 0.1 10000 || oszcillal 0.957 és 1.045 kozott

6 || ov 0.1 10000 || oszcillal 0.998 és 1.000... kozott

Nemzeti Fejlesztési Ugynokség
www.ujszechenyiterv.govhu
0640638 638

| =
— MAGYARORSZAG MEGUJUL

SZECHENYI TERV A projekt az Eurépai Unié
tamogatasaval valosul meg.



Lehet csodalkozni. Jéllehet a Tablazat sokkold jellegét részben a
fazistér kétdimenzids volta okozza, a beldle levonhat6
kovetkeztetések altaldban is érvényesek: EGY NUMERIKUS
MODSZER CSAK AKKOR LEHET IGAZAN HATEKONY, HA
» figyelembe veszi a megoldandé feladat belsd, kvalitativ
tulajdonsagait
» maximalisan lgyel a fizikara, amelybdl a konkrét feladat
szarmazik
Célfeladathoz tehat célprogram tartozik. De ahhoz, hogy a
szamitégépet a valdban éles esetekben is jél tudjuk hasznalni,
tudnunk kell, mi van a célprogramok "fekete doboza"—ban: a
konkrét feladat—osztaly fizikajatdl fliggd hibrid, gondosan
konstrualt, &m ugyanakkor heurisztikus elemeket is jocskan
tartalmazé algoritmusok.
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Tétel: (Ge és Marsden, 1988) Az a numerikus eljaras, amelyik a
(PN) differencialegyenletek osztalydn mind az energiat, mind a
teriiletet pontosan megérzi, nem lehet mas, mint a pontos
megoldasok menti idé—atparaméterezés.
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Minden eddigi érvényes marad a hagyomanyosan,
tobbtest—problémaként felfogott molekularis dinamika
alapegyenletére is:

. ) x =M1ty
Mx+ V'(x)=0 <« (MD) { V= V(%)
A H(x,y) = 3(M~1y,y) + V(x) éssz—energia itt is
Hamilton—fiiggvényt definial. Az egyenletben M = MT d x d
méretli és pozitiv definit matrix (az altalanositott tdomegmatrix),
V :RY — R a potenciélis energia (V/(x) = grad V/(x)
gradiens-vektorral), x,y € R? az atomi sokasag helyzetre és
momentumra vonatkozé kanonikus koordinatai.
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Hogy tételesen mit lehet jelenleg kiszdmolni:

» a Naprendszer nyolc nagy bolygdjanak és négy legfontosabb
kisbolygdjanak (utdbbiak kézé sorolva a Plitét is) helyzete az
idOben el6re és hatra hatvanmillié évig. Ennél jéval hosszabb
idotartamot is lehetne szdmolni, ha a kiindulasi adatokat
(azaz a Naprendszer mostani allapotat) pontosabban lehetne
kimérni—-megallapitani

> egy 126 vas—atombdl allé kristalyracs — amelynek egyik
kozéps6 helye "liresen maradt" — telitédésének dinamikaja
(abban az értelemben, hogy a kiviilrél érkezé 127—edik
vas—atom hogyan alakitja ki a stabil kristalyszerkezetet)

» az alanin—dipeptid (egy 23 atombdl allé fehérje—darabka) és
az 6t korilvevd négyszaz vizmolekula tér—id6 dinamikaja
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Az elméletileg biztos altalanos hibabecslés
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Bevezets megjegyzés: Az elméletileg biztos altalanos
hibabecslésnél a gyakorlatban tébb is, kevesebb is igaz.

Ami a lényeget illeti, a kdzonséges differencidlegyenletek pontos
megoldadsa — amennyiben véges hosszlsagu idbintervallumra
vonatkozik — a kezdeti kicsiny mérési hibakat nem tudja
tllsagosan felndveszteni. Ugyanez igaz (amennyiben a
diszkretizacids lépéskozt elegendden kicsinynek vélaszthatjuk) a
numerikus—kozelité megoldasokra is.

A hibanovekedés altaldban az id6 exponencialis fliggvénye. A
digitalis szamitégépekben elkeriilhetetlen szdmabrazolasi és
kerekitési hibak kiilon megfontolasokat igényelnek.
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Definicio: Legyen p > 0 egész szdm és hy > 0. A

¢ : [0, hg] x RY — RY leképezés p—edrendii egylépéses
diszkretizdcids operator az x = f(x) egyenletre, ha alkalmas
K = K(f) > 0 konstanssal

|d(h, x) — ¢(h,x)| < K"t Vh e [0, ho] Vx € RY.
A diszkretizacids operator iterdldsa a médszer maga:
xe = 5 (h,x0) &  xep1=d(hxk), k=0,1,2,....

Természetesen azzal a feltevéssel éliink, hogy az f figgvény és a h
|épéskoz ismeretében ¢(h, x) ténylegesen és hatékonyan
kiszamithaté.
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Az elsérendi mddszereket leszamitva a szamitégép a diszkretizalt
megoldast ténylegesen meghatarozé véges xp, X1, ..., XN
pontsorozatot nem téréttvonallal, hanem egymashoz siman
csatlakozé polinomdarabkakbdl all6é Gn. Bézier—spline—okkal
kapcsolja Ossze: igy a szamitogép képernydjén egy, a pontos
megoldast (reményeink szerint j6l) kozelité gorbe jelenik meg.
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Tétel: Tetszbleges p—edrendii egylépéses mddszerre, a [0, T
intervallumot N egyenl6 részre osztva:

K
W%mﬂ—¢wmxﬂnguﬁ’VhemJMVxeRd,k:OJ,“,N
Itt a |épéskdz h = % az L allandé pedig az

1F(t,x) — f(t, %) < L-|x—X| Vx,xeR?

Lipschitz feltételben szereplé Lipschitz konstans.
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Definicié: Az x = f(x), x(0) = xo kezdetiérték—feladat

h € (0, ho] 1épéskozzel vett r alappontl p—edrendii Runge—Kutta
diszkretizaciés operatora minden olyan ¢rk : [0, ho] x RY,

x — X = ¢rk(h, x) leképezés, amelyre az f fiiggvénytdl és
magatél a médszertdl is figgd K = K(f) > 0 konstanssal teljesiil
az

|d(h, x) — dr(h,x)] < KWPTL Yhe[0,ho] V¥ x € RY
egyenl6tlenség, s amelyet az
X:X—l—th,-z,-, ahol z = f x—i—hZa,-jzj L i=1,2...,r
i—1 j=1

Osszefliggések szerint a b;, i =1,2,...,résazay, i,j=1,2,...,r
alkalmasan megvalasztott valdés szamok hataroznak meg.
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Egy Runge-Kutta médszer pontosan akkor explicit' ha
aj=0Vj>iij=12,...,r.

Elsérendii : ¢g, ¢1, ¢s (1)  Msodrendii : dy_1, dv (1)

13z elnevezés arra utal, hogy a (z1, 22, . . ., z;) vektor a koordinatankénti
természetes sorrendben az

r
zi=f X—i—hZa,-jzj , i=1,2,...r
j=1

egyenletrendszer altal explicite meghatarozott. Az altalanos esetben ezt az
egyenletrendszert (amelynek jobb oldala 0 < h < 1 esetén az

R™ =R? x R? x --- x R (r—tényezés) szorzattéren kontrakciét hatiroz meg)
az implicit Euler médszer mintajara iteracioval kell megoldanunk
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A legfontosabb kvalitativ szempontok
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» Elemi példak valédi és hamis periodikus megoldasokra

> A kerekitési/szamabrazolasi hibak egy strukturalt
kovetkezménye

» Joslasi idohorizont és Ljapunov exponens
A nagyméretii, konkrét feladatok jél bevisznek minket a méalnasba.

» Az arnyékolasi (shadowing) lemma
» Takens: "Egy mérés altaldban elég"

» Intervallumos programozas
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Elemi példak valddi és hamis periodikus megoldasokra
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x = px +y — x(x*>+ y?) N F=pur—r3
y=—x+ny—y(*+y? p=-1
Periodikus megoldas sugara
r=./i , mar amennyiben y >0
Explicit Euler médszer invarians koérének sugara

14 hutV1—h N{ ju+2/h szellem
2 h

2
(r (M2 Y w+h/2 amyék

Implicit Euler mddszer invarians korének sugara

1+ hptV1-h N{ w—h/2  arnyék
2 h

(rz(h))12 ) pw—2/h szellem
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Az egyenlet numerikus megoldasaban a h 1épéskdz mint
diszkretizaciés paraméter Osszeolvad az eredeti y paraméterrel: a
periodikus palya nem a p > pcrir = 0 értékekre jelenik meg, hanem
a b > Wnumcrit,explEuler = _%h (i”etve a Wb > Wnumerit,implEuler = %h)
értékekre.

Ezzel egylitt a paraméterezett egyenletcsalad egészének viselkedése
a diszkretizacié soran nem valtozik: az origd a paraméter
novekedésével — egy, a pcrir = 0 paraméterértékhez kozeli pnumerit
paraméterértéknél — elveszti stabilitasat, a stabilitas egy invarians
korvonalra tevodik at.
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w=0

p <0

3. abra: A Hopf bifurkacié egésze numerikusan is strukturalisan stabil
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4. 3bra: Strukturalis stabilitdis = Numerikus strukturdlis stabilitas
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Explicit Euler, h=0.1
T

T

. abra: X 4+ x = 0 : baj van az elfajult esetben
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Ode45, h=0.01

6. abra: X + x = 0 : a strukturalis stabilitas hianya bajjal jar
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y=—x+yf(Vx*+y?) p=-1
Periodikus megoldas sugara
f(r)y=0, az f(r)=(r— ro)2 példa esetén roppant kényes
Explicit Euler médszer invarians korének sugara

x =y + xf(\/x%2 + y?) } o { r=rf(r)

(F()12 = h ~ ] —2/h a példaban iires

)

—Jiﬂ—WN{—W2aw&wmm
Implicit Euler mddszer invarians korének sugara

(o= 2 x

)

2/h a példaban szellem
h/2 a példaban dupla arnyék
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Legyen T egy RY — RY homogén lineéris transzformacié.

Az x = f(x) differencialegyenlet szimmetrikus a T
transzformaciéra, ha

f(Tx)=Tf(x) ¥Yxe RY.

A feladat szimmetridja a megoldas—operator szimmetriajaval
ekvivalens, sot tisztességes diszkretizacidok esetén a numerikus
diszkretizacié—operator szimmetriadjaval is:

O(t, Tx) = TO(t,x) V (t,x) € RxRY,

o(h, Tx) = To(h,x) ¥ (h,x) € [0, ho] x RY.
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A kerekitési hibak egy strukturalt kdvetkezménye
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A numerikus hibdk nem mindig zaj jellegliek. A szdmabrazolasi és
kerekitési hibak hihetének tiind, de teljességgel hamis struktirdhoz
vezetnek.

Ezek egyike a Trefethen balna, a ndvekvo méretli Trefethen
matrixok sajatértékei altal meghatdrozott rajzolat a komplex sikon.
A Trefethen matrixok komplex elem{ savmatrixok, amelyeket a

8 X 8 méretli Tg Trefethen matrix mintajara képezhetiink.
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3+2i -1 0 0
i 3+2i -1 0
1 i 3+2i -1
0 1 i 3+2i -1
10 0 1 i 3+2i
3+ 10 0 1 i
4 3+ 10 0 1
i 4 3+ 10
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A Ty Trefethen matrix az N = 8 esetben.
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N=5,10,15... 150

-~

0 10 20
Real

7. abra: 15 < N <150 MATLAB "Csontvaz" : Ty sajatértékei
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10

Real

. N =150 MATLAB "Csontvaz" : Ty sajatértékei
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N = 150,200,250 ... 1000

Real

9. dbra: 150 < N <1000 MATLAB "Balna" : Ty sajatértékei
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N = 1000 (dots) and N=4000 (crosses)
20 T T T T

Imag
o

—20 : : : :
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Real

10. &bra: N = 1000, N = 4000 MATLAB "Balna" : Ty sajatértékei
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A "Balna", jéllehet fligg a mogodttes sajatérték—keresé szamitdgépes
program finom részleteitdl is (bels6 tolerancia—bedllitasok, az egyes
valtozdk bit hosszlsiga etc.), stabil alakzatként jelenik meg. Az

elenyészoen kevés szamu zavard sajatérték numerikus zajnak tlinik.

Ezzel egylitt a "Balna" csak virtualisan létezik. A sajatértékek
o(Ty) halmazainak tényleges — matematikailag bizonyitott —
N — oo hatarhelyzete enyhén gorbitett élekkel sikba—rajzolt,hat
csticspontll fa—graf, amely Iényegében azonos az N = 150
"Csontvaz"-zal .2

2Az absztrakt matematika pontosan meg tudja indokolni a "Balna" mint
szellem |étezését. A részletes indoklas A. Bottcher és B. Silbermann
Introduction to Large Truncated Toeplitz Matrices (Springer, Berlin, 1998)
konyvének mintegy felét teszi ki.
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Joslasi idOhorizont és Ljapunov exponens
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Ha a Ajap Ljapunov exponens pozitiv, akkor az x = f(x)
differencidlegyenlet kozeli trajektériai egymastdl exponencialis
gyorsasaggal tavolodnak. Mindez a kiindulasi adatok A > 0
hibajanal sokkal jobban korlatozza kiszamithatésagot.

Ha a [0, T] idSintervallum T > 0 végpontjaban legfeljebb & > 0
hibat engediink meg, akkor a
€

1
Aettin T 2 = T ~ In <)
ALjap A

L

Osszefliggésnél jobbat nem kaphatunk. Ez a joslasi id6horizont,
amin tdl minden szimulaciés eredmény jé eséllyel mar csak szellem.
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Ha példdul ¢ = 1073 és A = 107, akkor T ~ %jap4|n(10).

Ha most a kezdeti értékeket valami csoda folytan A = 107
helyett A = 10713 hibaval sikeriil meghataroznunk, akkor
T ~ 11-10In(10).3

Jjap

3A Ljapunov exponens tényleges értéke ide vagy oda, azt latjuk, hogy a
kezdeti allapotra vonatkozé mérési hibahatar egymilliomod—részre torténd,
1077 — 107 '® megvaltoztatasa a jéslasi id8horizontot mindossze két és
félszeresére noveli.

*Tobbek kozott ezért lehetetlen, hogy a varhaté idéjarast 4-5 napnal
hosszabb tavlatban valaha is (beldthaté iddn beliil) nagy biztonsaggal meg
lehessen jésolni.
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Az arnyékolasi (shadowing) lemma
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Legyen () # M C RY kompakt attraktora az x = f(x)
differencialegyenletnek, A(M) vonzasi tartomannyal. Tegyiik fel,
hogy az M halmaz tisztességesen kaotikus® — a maximalis
Ljapunov exponens fogalmat is ebben a kontextusban vezettiik be.

Az arnyékolasi lemma azt mondja ki, hogy a tisztességesen kaotikus
esetben minden egyes konkrétan kiszamolt trajektéria arnyék, nem
pedig szellem. A bokkens csak az, hogy a tisztességes kaotikussag
feltételeit abszol(t biztonsaggal szinte soha nem lehet ellenérizni.
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Legyen xo az A(M) egy tetszdleges, szamitdgépiink
aritmetikajaban 4brazolhaté pontja, és tekintsiink azt az R9—beli
X0, X1, X2, . .. pontsorozatot, amelyet a szamitdgép az x = f(x),
x(0) = xp kezdetiérték—probléma kozelité megoldasaként produkal.

Az alkalmazott ¢ diszkretizaciés mddszer a szamitégépen adaptiv
|épéskoz—szabalyozassal fut, mi csak a maximalis hg |épéskozt
irhatjuk el6. Amit ténylegesen kapunk, az a X = xp,

Xk+1 = &(u, hey1,Xx) pontsorozat , k=0,1,2,...

ahol p a szamabrazolas aktudlis pontossaga, hy, ho, ... pedig a
|épéskozok sorozata.
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Lemma: Tetszblegesen adott € > 0 esetén van olyan p* > 0,
h* > 0 és olyan x* € RY, tovabbaolyan 0 =ty < t; < tr < ...
idépont—sorozat, hogy 0 < p < p* és 0 < h < h* mellett

te < tyr1 < tx+2hy és |>?k—¢(tk,x*)] <e, k=0,1,2,....

A szamitogép olyan kozelité megoldast produkal, amely el6ére adott
€ > 0 hibaval megegyezik egy valédi, pontos megoldassal®

8Csakhogy ez a valédi, pontos megoldas nem az x(0) = xo kezdeti értékbél
indul ki, hanem egy ahhoz kézeli x* kezdeti értékbél, amely mentén az idét at
kell paraméterezni. Vildgos médon t; (k > 0) és Z’; hj a pontos, illetve a
kozelité dinamikaban eltelt idét mérik.
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Takens: "Egy mérés altaldban elég"
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Takens attraktor—rekonstrukcids tétele azt mondja ki, hogy egy
kompakt, kaotikus attraktor jellemezhet6é barmely megfigyelheto
adatanak egyetlen, elég hosszl ideig tarté mérésével, példaul
egyetlen megoldas egyetlen koordinata—fiiggvényének viselkedése
alapjan.’

Egy Prater utcai informatika PhD dolgozat a Takens tétel idGsoros
valtozatat epilepszids betegek EEG jeleihez tartozé kaotikus
attraktorok keresésére hasznalta. Es mindezt hét és nyolc
dimenziéban. Hogy a tényleges dimenzié mekkora, az a nagy és
nyitott kérdések egyike. Az idOkésleltetés T, > 0 paraméterét arra
az értékre szokas bedllitani, ahol a jel autokorrelaciéja minimalis.

A jellemzés geometriai és a mérések geometriai tobbségére érvényes. A
tisztességesen kaotikussagot tovabbra is jé feltételezniink.
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Hogy egészen konkrét legyek, az El Niho jelenség

x =By —C(x+p)
y=xz—y , ahol B=102, C=3, p=10.83
z=—-xy—z+1

alakd Vallis modelljének (ez Iényegében egy aszimmetrikus Lorenz
rendszer) kaotikus attraktorat az (x(t), y(t), z(t)) megoldas elsd,
x(t) koordinata—fiiggvényébdl képzett

{(x(t),x(t = T.),x(t —2T,)) e R® | t > 0}

térgorbe az (x(0), y(0),z(0)) = (x0, o, 20) € R? kezdeti feltételek
és a T, > 0 idOkésleltetés (time—lag) paraméter tetszéleges
valasztasa mellett 1-valdsziniiséggel jol jellemzi.
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Intervallumos programozas
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Minden szamitégépes programnak van olyan valtozata, amely nem
pontszer(i szamokkal, hanem intervallumokkal dolgozik.

Az intervallumok hatdrpontjai a szdmitégép elektronikaja altal
pontosan reprezentalhaté (diadikus racionélis) szamok. Ha a
bemend adatok x € [1,2] és y € [3,4], akkor az alapmiiveletek

eredményei
x+y € [4,6]
. X—ye& [_3? _1]
x€[l,2] és ye[3,4 = y€[3 8]
y G [47 3

ahol a % szam az |EEE szabvany szerinti kifelé kerekitéssel, mint
nala picivel nagyobb diadikus racionélis szdm nyer abrazolast.
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Az alapmiiveletekhez hasonléan az elemi fliggvényeknek is vannak
intervallumos véltozatai: ha [x] C R intervallum, akkor SIN([x]) a

z € [x] = sin(z) € SIN([x]) V z

feltételnek megfeleld intervallum. és igy tovabb ... minden, valds
szamokkal dolgozé programnak létezik intervallumos valtozata.

A futdsi id6 hossza nagyjabdl otvenszeresére né meg ezaltal.
Cserébe viszont garantaltan pontos eredményt kapunk,
intervallumos formaban, a tényleges eredményre biztosan igaz alsé
és felsé becslésekkel.

Az intervallumos programozas a szamitdgéppel segitett
bizonyitdsok az analizisben alapmddszere: a kifejlett kdosz
|étezésének matematikai bizonyitdsadra maig sincsen hatékonyabb
mébdszer ennél.
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Szamitdgéppel segitett bizonyitadsok természetesen az algebraban
és a kombinatorikdban (példaul a négyszinsejtésre adott
Appel-Haken bizonyitas) is léteznek.8?

®Ha egy feladat (nem egész tipust szamokkal torténd) szamitégépi
szamitasokat igényel, akkor a teljes matematikai szigorisaghoz az 6sszhiba
worst—case analizisére van sziikség: az intervallumos programozas ezt a
feladatot is a szamitégépre bizza.

°Szamos mérndki feladat is van, amelyben a lehetséges maximalis hiba
nagysagat pontosan kell ismerni: repiildgépgyartas (R.E. Moore, aki az elsé
intervallumos programot irta, a Boeing gyar mérndke volt — nem tévesztendd
Ossze G.E. Moore—ral, aki az Intel alapitéinak egyike, és akirél a Moore
torvényt elnevezték.)
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