Lotka—Volterra tipusu ragadozé—zsdkmany egyenletrendszer

Tekintsiik az
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differencidlegyenlet-rendszert. Négy egyenstilyi helyzet van, éspedig
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A Jacobi—, més széval a derivalt—matrix értéke az egyensulyi helyzetekben
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Jollehet az egyenstlyi helyzetek egyike sem elfajult és igy a lokdlis fazisportrék
szépen felrajzolhatok, a teljes fazisportré felrajzoldsahoz mas modszerekre is
szitkség van. Az (1) egyenletrendszer & = xa(x,y), ¥ = yB(x,y) szerkezete
jon segitségiinkre, amely egyuttal annak biolégiai jelentéséhez is elvezet.

Az egyenletrendszer jobb oldala olyan vektormezot hataroz meg, amelyik
az x tengely minden pontjaban vizszintes, az y tengely minden pontjaban
pedig fiiggoleges. fgy mindkét tengely invarians, azaz az x tengely pontjain
athalado trajektoriak nem lépnek ki az = tengelyrdl és hasonloképpen, az
y tengely is teljes trajektoridkbol all. Mivel a trajektéridk nem metszik at
egymast, az x és y tengelyek a sikot olyan siknegyedekre bontjak, amelyek
maguk is invariansak.

A biolégiai interpretacio kézenfekvo, hiszen az x tengelyen az eroforraskorlatos
névekedés Verhulst—féle (?7) egyenletének # = x(1—3) specidlis esetét kapjuk
vissza, ahol x > 0 egy faj (nagyszamu egyedének) Gsszesitett testtomegét je-
lenti. Kézenfekvo tehat, hogy y > 0 egy mdsik faj (nagyszamu egyedének)
Osszesitett testtomegét, pongyola szohasznalattal annak ‘egyedszamét’ je-
lentse. Ez a masik faj azonban egyediil nem képes megélni, hiszen akkor ra
az § = y(—1 — y) egyenlet vonatkozik, és igy y > 0 esetén ¢ < 0, amibdl
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y(t) — 0 adédik ¢ — oo mellett, barmely y(0) = yo > 0 kezdeti allapotbdl

indulva. Az elso faj jelenléte azonban — amint arra az xy csatolas pozitiv

elojele utal — g elojelét x > y+1 esetén pozitivva teszi, és igy legalabbis elvi

lehetoséget teremt a masodik faj fennmaradasara. A —xy csatolds negativ

elojele azt jelenti, hogy két faj kdlcsonhatédsa az elso faj szamara kedvezotlen.

fgy az r faj a zsdkmany, az y faj pedig a ragadozé. Az egyszeruség kedvéért

hasznalhatjuk a nyulak és a rokak elnevezéseket is. Természetesen a rokak

nemcsak nyulakat esznek, és a nyulakra mas ragadozok is vadasznak. A

modellalkotéds szempontjabol azonban a novényevok—nyulak, ragadozok-—rokak
azonositas egy hatarig jol védheto.

A t6bb faj esetére vonatkozé dltaldnositas & = xpoy(xy, oo, ..., x,), k =
1,2,...,n — de minél inkabb &altalanositunk, annal inkabb beleiitkoziink az
ai : R" — R fiiggvények meghatarozasanak nehézségeibe. Maradjunk tehat
a nyulak és a rokdk egyiittélésének (??) matematikai modelljénél.

Ha nincsenek rokdk, akkor a nyulak x = x(t) Osszesitett testtomege
t — oo mellett a 2-hoz tart, hiszen az x tengelyen az © = x (1 — %) egyen-
let érvényes, és 1 elojele 0 < x < 2 esetén pozitiv, 2 < xr < oo esetén
pedig negativ. A csatoldsi tag t+xy vélasztasa arra utal, hogy a nytl-roka
"kolesonhatas” (gondolhatunk akar az egyedek taldlkozasanak gyakorisagara
is) egyenesen aranyos mindkét faj igymond ‘egyedszamaval’.

A biolégiai valosag osszehasonlithatatlanul bonyolultabb, mint ez az egyszeru
modell. Ami az

& =x(c1 + a1z + bry)

§ = y(cz + asz + bay) } ahol e1, ¢z, a1, 82, b1, b2 € R (2)

alakt, ugynevezett allandé egytitthatds Lotka—Volterra kétfajmodellek helyességét
illeti, azok jobbara csak egy Petri—csészében vagy egy tengerben érvényesek.
(Az egyiitthatdk elojele és nagysaga tekintetében nagy a szabadsig, de azért
tetszolegesek nem lehetnek. Az eroforrasok korldtos volta megkoveteli, hogy
a megoldasok t — oo mellett korlatosak maradjanak. Bioldgiai szemponthodl
a legfontosabb a by és a by csatolasi egytitthatok elojele, hiszen ezek fejezik ki,
hogy az egyik faj jelenléte serkenti—e avagy gatolja a masik faj gyarapoddasat.)
A matematikus Volterra egyébként halbiolégus vejének segitett annak a je-
lenségnek a megértésében, hogy az Adria novényevo és ragadozéd halainak
aranya markansan elmozdult az 1915 és 1919 kozotti években. Hogyan s
miért, milyen matematikai elvek alapjan okozhatta—okozta ezt a halaszat
hébort miatti sziineteltetése: Volterra eredetileg erre a kérdésre keresett és
talalt is valaszt. Modellje arra is alkalmas volt, hogy annak révén — a



kvétakat hatarozzanak meg. Mintegy harminc éven keresztiil, egészen az
otvenes évek elejéig ez utobbi volt a populacidédinamika elso szamu alka-
Imazési teriilete. Lotka kémiai kinetikaval foglalkozott: méds kérdéseket
vizsgalva és mas iton jutott el a ma kettejiik nevét viselo differencidlegyenlet—
rendszerekhez.

Hadd térjek most vissza a rokak és nyulak egytittélése matematikai mod-
ellj¢hez azzal a kérdéssel, hogy a nyulak és a rékdk vadaszata — halak
esetében a haldszat — hogyan épitheto be a (1) differencidlegyenlet-rendszerbe?
A kézenfekvo

. x .
i=a(1=J-y)—ha, g=y(-l-y+a)—hy ()

moédositas annak a feltételezésnek felel meg, hogy a haldszat allandé és egyen-
letes abban az értelemben, hogy a lehalaszott mennyiség mindenkor aranyos
a meglévo allomany nagysagaval. A modositott egyenlet maga is Lotka—
Volterra alaki marad, mindossze az tortént, hogy a régi 1 helyére 1 — hq, a
régi —1 helyére pedig —1 — hy keriilt, ahol hy, hy > 0 allandok.
A vadészat jellemzoen szezonalis tevékenység. Rokak és nyulak esetében
amugy is, az évszakok vialtakozasanak megfeleloen, méar az eredeti rend-
szer egyiitthatoit is érdemes lett volna periodikus fiiggvényeknek vélasztani.
Természetesen ekkor hy és hs is az idoben periodikus fiiggvények. Annak sincs
akadélya, hogy a vadaszat idoben pontszeru jellegét is figyelembe vegytik, ami
lényegében a (1) egyenletrendszer hirtelen megvaltoztatott kezdeti érték(ek)bol
torténd djrainditasat jelenti. (Az ugrdsszeru ujrainditdsok mindennaposak az
orvosi gyakorlatban: egy intravénas injekcié azonnal megemeli a véraramban
1évo gydgyhatasu anyag koncentracidjat. A gydgyszeradagolds idobeli ter-
vezésének és szabalyozasanak komoly matematikai szakirodalma van. A
folyamatos gydgyszerbevitelt lehetové tevo tapaszok kifejlesztése a hatdoanyagkoncentracio
stabilizdldsa érdekében tortént.)
A tér—, pontosabban a sikbeliséget legegyszertibben a
ou (82u 0%u ov
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formaban vehetjiik figyelembe, ahol x és y a két helykoordinata, az u =
u(t,z,y) és v = v(t,z,y) valtozék pedig a nyulak és a rékdk — ez most
ugyancsak eroltetett: jobb kétfajta baktérium egyiittélésére gondolni egy



Petri—csészében — testtomegének téridobeli elhelyezkedését irjék le. Szokasos
az

uy = dy (U, +uy,) Fulcr Fau+bw) v = da(vy, +v),) +v(ca+ asu+by)
valamint az
uy = dyAu+u(cp + aju + bv) V) = doAv + v(cy + ayu + byv)

jelolések hasznalta is, ahol A a helyvéltozok szerinti Laplace operator roviditése.
Az egy, illetve a kétdimenzios Laplace operator ezekben az altalanositasokban

a diffizi6 torvényszerusége miatt jelenik meg. A dy > 0 és a dy > 0 allanddkat
diffuziés egyiitthatoknak nevezziik. Az egyiitthatok konstans voltaban a
kornyezet térbeli (és idobeli) inhomogenitasa jut kifejezésre.

Magatol értetodo, hogy a most bevezetett parcialis differencialegyenletek
mindegyikét el kell latni a megfelelo kezdeti— és peremfeltételekkel. Ugyanez
vonatkozik minden késobb targyalandé parcidlis differencialegyenletre is.

A térbeliség figyelembe—vételének egyszerubb véltozata, ha csak egyetlen
térkoordinataval dolgozunk. Ekkor az y valtozé elmarad, A egyszertien az x
szerinti kétszeres parcidlis derivalt képzésének 88—;2 operatorat jeloli, maga az
egyenletrendszer pedig a

uy = dyuly, +ule; + aru+bv) vy = dovl), + ulcy + agu + byv)

alakot olti. Kérdés persze, hogy a térvaltozot vehetjiik—e egydimenziésnak
nyulak és rokak (vagy akarcsak baktériumok) esetében. Hosszu és keskeny,
favel boritott szigetre gondolhatunk éppen, de ezzel egyiitt érezziik, hogy az
egydimenzids sziget gondolata mennyire irredlis. Vilagos ugyanakkor, hogy
a nyulak és a rékak szempontjabol a pontszeru sziget, mint egyszerusito
feltételezés kapdra jon, hiszen ez teszi indokolttd mind a térbeliség, mind
pedig a tovabbi fajok elhanyagolhatosagat. A térbeliség valosagos koriilményei
kozott ha a nyulak valahol nagyon elszaporodnak, akkor a rékdk messze
foldrol odaindulnak (eloszor a kozelebbiek, majd érezve a szomszédok eltunését,
a tavolabb levok is). A nyulak pedig megprébalnak elvandorolni azokrdl a
tertiletekrol, ahol sok a réka. Ezeket az igymond akaratlagos mozgasokat a
diffazids ul, és v/, tagok nem modellezik, ez utébbiak csak az egyes fajok-
nak a rendelkezésre allé teriileten torténo egyenletes eloszlasdanak irdnyaba
hatnak. A diffizié 6nmagaban mindig homogenizal.

A térbeliség figyelembevételének egyszerubb mdédja, ha néhdany nagy rétet
képzeliink el, amelyen nyulak és rékak élnek egyiitt. Az egyes rétek elkiilontilnek
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egymastdl, de a szomszédos rétek kozott (tul-, vagy alulnépesedés esetén)
migracié lehetséges. Egy tijonnan betelepiilo ragadozoé faj megjelenése, invazidja
altal okozott hatasok modellezése kiilonosen izgalmas feladat.

Egydimenzios térvaltozdoval leginkabb egy hosszu és vékony kémcsoben
van dolgunk, amelyben reakcié és diffuzio zajlik egyszerre. A diffuzidhoz
valamely oldat vagy gaz jelenléte sziikséges. A reakcié kémiai atalakulas, a
fogy6 és keletkezo anyagok pedig diffuziéval terjednek. Ilyen folyamatokat
az

uy = ditiy, + f(u,v) v = dovly, + g(u,v)

szerkezetl parcidlis differencidlegyenlet—rendszerekkel szokas leirni, ahol u és
v az egyes anyagok koncentraciét jelolik, az f(u,v) és a g(u,v) tgynevezett
reakcié—tagok pedig a kémiai kinetikabdl jonnek. A térbeliséget nem fi-
gyelembevéve, a kémiai reakciét az u = f(u,v), 0 = g(u,v) kozonséges dif-
ferencidlegyenlet-rendszer irja le. A folyamatok az 0 <u << 1,0<v << 1
tartomanyokban zajlanak le.

Megjegyzés 1. Parcidlis differencidlegyenlet—rendszerek segitségével vizsgalhatjuk
a chemotaxis jelenségét is, amikor a Petri—csészében élo anyag, mondjuk eqy
baktériumfaj is van, amely ondllo mozgdsra képes, és nemcsak a diffizio révén
mozog. A mdsik szereplo lehet eqy méreganyag, amely a 1w = h(w) reakcidban
keletkezik, és diffuzioval terjed. A méreganyag w koncentrdacidjanak térido—
beli valtozasat a

wy = dy(w,, +wy,) + h(w)

reakcio—diffizio egyenlet irja le. Az u = u(t,x,y) baktériumkoncentrdaciora
vonatkozo egyenlet ehhez képest egyetlen 1y tagot tartalmaz, amely azt fejezi

ki, hogy minden egyes baktérium sajat mozgdsa a méregkoncentrdacio gradi-
ensével ellentétes iranyi: a baktérium menekiul a méreg elol, és a méregkoncentrdacio
szintvonalaira merolegesen, tehdt a mindenkori grad(w) irdnnyal ellentétesen
mozog. Igy az advekcids tag —xu grad(w), ahol x > 0 a chemotazis egyiitthatdja.
Tehdt az u baktériumkoncentrdcid egyenlete az

wy = dy(uy, 4+ uy,) — xdiv (u grad(w)) + j(u, w)

alakot 6lti. Tulajdonképpen a Laplace operdtor is A = div grad alakban keril
be az eqyenletre. Az alapegyenlet ugyanis



ahol F az anyagdramlds (a hotanban a hodramlds) vektora, ami a tiszta
diffizio esetén —d grad(u), diffizio és advekcid esetén (amikor is kézegnek
sajat v sebessége imn) pedig —d grad(u) + auv. Reakcio—diffizid egyen-
letek szempontjdbdl a chemotazis nem mds, mint az advekcid eqy specidlis
fagtaja. Szokds reakcio—diffizio—advekcio, illetve reakcio—diffuzio—chemotazis
eqyenletekrol is beszélni.

Olyan modellek is vannak, amelyek a nyulakat és a rokdkat egyenként
veszik figyelembe. Ezek az tgynevezett dgens—alapi modellek csaladjaba
tartoznak, amelyek altalaban probabilisztikusak, és elsodlegesen szimulacids
kisérletek céljara vezetik be oket. Tipikusan ilyenek a jarvanyterjedési mod-
ellek agens—alapu valtozatai, amelyeket gyakran vizsgdlnak véletlen grafokon.
Nyulaknal és rokdknal maradva, képzeljiink el egy nagy, mondjuk ezerszer
ezres méreti zold sakktablat, amelyen sziirke nyulak és voros rokak a kovetkezo
szabalyok szerint élnek és halnak egytitt.

e Egyetlen mezon sem allhat egyszerre két allat. Ez igaz a kiindulasi
allapotra is, amely a nulla idoponthoz tartozik. Az id6 diszkrét.

e Minden allat a szomszédos szabad mezok egyikére léphet csak, egy-
forma valdszinuséggel. A rokak szempontjabol azok a mezok is sz-
abadok, amelyeken nyl all. Minden nyl egyszerre 1ép, és minden réka
is egyszerre lép, rokak a paratlan, nyulak a paros idopontokban — de
a nem-egyértelmiség "karambolait” elkeriilendo, a nyulaknak is, és a
rokaknak is a sajat fajukon belil van egy meghatarozott sorrendjiik.
Egyetlen nytl sem léphet olyan mezore, amelyen réka all. Aki nem tud
lépni, helybenmarad.

o A ‘jaték’-ot a rokak kezdik. Ha egy roka olyan mezore 1ép, ahol éppen
egy nyul all, akkor azt azonnal felfalja és p valdszintiséggel egy utddja
is sziiletik. Az utéd egyforma valdszinuséggel keriil a szomszédos olyan
mezok egyikére, amelyen ott és akkor nem all sem nytl, sem roka. Ha
ilyen szomszédos mezo6 nincsen, akkor a szaporodas elmarad. Ha m
egymast koveto 1épésben egy roka nem jut élelemhez, akkor elpusztul.

e A nyulak ¢ valésziniiséggel minden egyes 1épésiik megtétele elott egyet
fialnak. Az utéd egyforma valdszintséggel keriil a szomszédos olyan
mezok egyikére, amelyen ott és akkor nem all sem nyul, sem réka. Ha
ilyen szomszédos mezo nincsen, akkor a szaporodas elmarad.



Jollehet a szomszédos mezd fogalma tobbféleképpen is definidlhaté (a nyulak
és a rékdk sajat fajukon beliili sorrendjérol nem is beszélve), vildgos, hogy
a most megadott szimulacios jaték a tényleges réka—nyul egytittélés szamos
komponesét legalabbis elfogadhatéan modellezi. Ha a p és a ¢ valdszintuségeket,
valamint a maximalis koplalasi napok m szamat jol allitjuk be, akkor a
roka— és a nyulpopulacié markans ingadozéasait, valamint jellegzetes front—
kifejlodéseket, utazé hullamokat tapasztalunk. A kiindulasi allapotot egy
véletlen—szam generator segitségével allithatjuk be.

A most leirt jaték és annak variansai jo példak diszkrét ideju, diszkrét és
véges allapotteri, sztochasztikus automatara.

J6 messzire elkalandoztunk az egyszeru (1) Lotka—Volterra ragadozdé—
zsakmany egyenlettol, de szerettem volna egyszer a modellalkotas folya-
matara és annak néhany specialitasara is ramutatni:

e A dinamikus rendszerek szinte minden fajtdja alkalmas lehet egy s
ugyanazon populacié—dinamika folyamat modellezésére.

e Hogy ezek melyikét valasztjuk, arra nincsen altalanos recept. A pud-
ding probaja az evés: Az a modell bizonyul jénak, amelyet a bioldgiai
valésag — tapasztalatok és bevalt jéslatok formajaban — minél tobbszor
és minél pontosabban, kvalitative és kvantitative egyarant visszaigazol.
(Az a modell, amelyet a mindig és viszonylag olcsén rendelkezésre 4116
numerikus szimulaciok sem igazolnak vissza, nem tekintheto jonak és
modositasra szorul.)

e Tényleges tapasztalati—kisérleti adatok nélkiil a modellallkotés kockézatos
és kétséges vallalkozas. Az ugynevezett ‘bio—inspired’ modellek nagy-
obb része tisztan spekulativ és terméketlen marad.

Itt a legfobb ideje, hogy visszatérjiink oda, ahonnan kiindultunk.

Tekintsiik tehdt az & =z (1 — £ — y), y = y(—1—y+z) differencidlegyenlet—
rendszert az R? sik biolégiailag relevans, az > 0, y > 0 egyenlotlenségekkel
jellemzett R% = [0,00) x [0,00) részén. Az R egyenstilyi helyzettel tehdt
nem kell foglalkoznunk. A tengelyek invariancidja miatt magatdl értetodo,
hogy a J(O) matrix sajatvektorai ((1)) és ((1)), és az is, hogy a J(P) matrix

egyik sajatvektora az ((1)) vektor. A J(P) matrix mésik sajitvektora a (711)

vektor, amely a —1 sajatértékhez tartozik Mind az O, mind a P nyeregpont.

A J(Q) métrix karakterisztikus polinomja pg(A) = A* + A + %, sajatértékei



tehat negativ valds részu komplex szamok. Okoskodhattunk volna a T-D
diagramm alapjan is: a () pont stabil fokusz.

Nézzik eloszor a trajektoridk korlatossagat ¢ — oo mellett. Ha x = 3,
akkor £ = 3 (1 — % = y) < 0 minden y > 0 esetén, s az érvelés mukodik
x = 3 helyett az © = 2+ ¢, € > 0 értékekre is. Ha viszont 0 < x < 2+ ¢
ésy = 1+ 2¢, akkor §y = (1 +¢)(—2 — 2 + z) < —e. A vektormezo
tehat a [0,2 + €| x [0,1 4+ ¢], € > 0 téglalapok még szabad hatdrvonalain
balra, illetve lefelé mutat, a (??) rendszer trajektoriai tehat elobb-utébb
mind bejutnak ezen téglalapok mindegyikébe (hiszen pld. sebességiik lefelé
mutaté komponense a 0 < z < 2 + € savban legaldbb ¢ nagysagi. A most
bemutatott érvelés természetesen utélagos. Olyan [0,a] x [0, b] téglalapokat
kerestiink — az angol kifejezés a roppant szemléletes ‘trapping region’ —,
amelyek nem engednek ki magukbdl semmilyen trajektoriat. A ”"ha benne
vagyok, benne is maradok” tulajdonsagot a szaknyelv pozitiv invariancianak
nevezi. De nemcsak az jott ki, hogy a [0,2 4+ ¢] x [0,1 + €], € > 0 téglalapok
mindegyike pozitiven invaridns, hanem egytttal az is, hogy a kiviilrol indulé
trajektoridk mindegyikét is ezek a téglalapok magukba szippantjak. Es hogy
miért az x = 3 érték kiprobalasaval kezdtem? Mert emlékeztem rd, hogy a
Verhulst—féle eroforrdaskorlat az = tengelyen a 2 volt.)

A trajektoriaknak menniiik kell valahova. Most mar csak az a kérdés
maradt, hogy a nemnegativ R2 ortdns belsejébol, azaz az x(0) = zy > 0,
y(0) = yo > 0 kezdeti értékekbol indulé trajektéridk mindegyike a @ ponthoz
tart—e. Latni fogjuk, valéban ez torténik, tehat a () pont aszimptotikus
stabilitdsa globdlis. De ki kell zarnunk még azt az esetet, hogy a () pontot
akércsak egy periodikus palya is koriilveszi. Ez egy emelettel nehezebb, mint
az eddigiek, mert ehhez nem—lokalis érvelésre van sziikség.

Ami segit, az a

V(e,y) = o= 5 () +y - 3 In(y) ()

segédfiiggvény bevezetése. Latni fogjuk, hogy a V : (0,00) X (0,00) — R
segédfiiggvényre nézve a (1) egyenlet tgy viselkedik, mint az SORSZAM
PELDA 7 + %x +r=0 & 2=y, y=—v— %y egyenlete a modositott
V(z,y) = %xQ +xy + %yQ energiafiiggvényre nézve. Vildgos, hogy a

v:R\{0} >R , x—)x—%ln(x)

képlettel bevezetett v fiiggvény konvex, szigorii minimuma van az xy = (%

pontban, tovabbd mind z — 0, mind z — oo esetén v(z) — oo. Ugyanezek
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igazak a V fiiggvény y valtozds részére is, azzal a kiillonbséggel, hogy az ottani
minimum helye zy = (% AV fliggvénynek tehat szigori minimumhelye van
az (To,Yo) = (%, %) pontban, szintvonalai pedig az ezt a pontot korbevevo
zart gorbék. Ez utdbbi tény szigord bizonyitdsahoz az implici fliggvény tételt
kell hasznalni. De ennél a bizonyitasnal sokkal fontosabb, hogy a V' fiiggvény
értéke szigorian monoton csokken a trajektoriadk mentén. Valdban,

4z

N
GV = (2= 57+ -3,

r(1-2 ) 5 (15 —9) Fu-1—y4a) (-1 -y +a),

amit — és ez igazolja vissza a segédfiiggvény megvalasztasat — teljes négyzetté
lehet alakitani. A végeredmény az, hogy

% V(@(t),y(1)],_y = —%(I - %)2 - (y - %)2 <0 ha (z) 7 @)

és persze x,y > 0. A @ pont globalis aszimptotikus stabilitasa tehat igazolast
nyert.

Mar csak az a kérdés, hogyan lehetett réjonni a (4) segédfiiggvényre?
A formalis véalasz az, hogy egy kvadratikus polinom egyttthatéit lehetett
optimalizalni, marmint a fenti gondolatmenet teljes négyzetté alakithato—e
részében. Ez a hatarozatlan egyiitthatok modszere, amit jol ismertink. Az
In fiiggvény bevetése csak elso pillantdsra nem természetes, hiszen In(x) de-
rivaltja nem polinom, de mivel az % tényezo ‘magatdl’ kiesik, remek valasztas.

Van azonban egy mélyebb ok is, amelyet Volterra jol ismert, hiszen az o
legeslegelso ragadozo—zsakméany modellje az alabbi szerkezet volt:

x':x(%—y) | y:y(—%+x). (5)

Ez az egyenlet pedig, igaz hogy implicit, de mégiscsak zart alakban is megold-
hat6. Valéban, a két egyenletet egymassal elosztva

_y _ Y ( 13 ) = 3 Y dy _ 3 dr ’
dry(5-v) y v
majd az egyenkénti integralasokat elvégezve
1

4
gln(y)—y:x—gln(x)—i—C', CeR.



A felismerés, hogy a névényevo és a ragadozo halak ardnya normalallapotban
egy egyensulyi helyzet koriil periodikusan ingadozik, hol az egyikbol van
tobb, hol a méasikbdl, nem ellenkezett a halaszati adatokkal. A halaszat szaz
évvel ezelott mar régen az Adriai normalallapotahoz tartozott. A héaboru
ezen a téren is felboritotta normalitast. Az (3) egyenlet mintdjara 1919-ben

az
1 4
93—51;(5—1/) +pr o, y—y(—gﬂc)ﬂay

differencialegyenlet-rendszert kellett megoldani. Ez pedig nemcsak az egyenstily,
hanem a ragadozo és a novényevo halak aranyanak elmozdulédsat is jelentette.
fgy magyarazta meg Volterra halbiologus veje meglepo szamadatait, s ezzel
a felfedezéssel sziiletett meg a populaciddinamika modern tudomanya.

Ha Volterra vilagszép leanya nem halbiologust valasztott volna, az én
mesém is tovabb tartott volna.
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