gyakorlé feladatok az aprilis 2-i ZH el6tt

1) Az & = x(1 — 2z —y), § = y(3 — 2y — z) Skoszisztéma Q = (0, 3)
egyenstlyi helyzete a pozitiv ortansra (magyarul: az elsé siknegyed belsejére)
nézve globalisan stabil. Igazolja ezt a kijelentést!

2.) Folytatdis Az el6z6 feladat paraméterértékei mellett az els6 faj sorsa
a biztos kihalas. Vizsgalja meg, hogy az els6 faj egyenletében szerepls
paraméterek egyikének értékét megvaltoztatva, mas szoval az A.) & = bx(1—
2z) — a2y, ¥ = y(3 — 2y — x) rendszerben a b, a B.) & = x(1 — % — y),
y =y(3—2y—x) rendszerben a K, a C.) & = z(1—2x—~y), § = y(3—2y—x)
rendszerben a v paraméter mely értékei mellett keriilheti el az els6 faj a ki-
halast — esetszétvalasztasok, fazisportrék!*

3.) Folytatds D.) A & = z(1 — % —vy), ¥ = y(3 — 2y — x) rendszerben
a K és a v paraméterek mely értékei mellett "kényszeritheti ki" az els6 faj a
méasodik faj teljes kipusztulasat? (Nem mintha ezt a masodik faj "szo6 nélkiil
tiirné " ... mindezt az evolucios jatékelmélet tudja jobban modellezni.)

4.) A.) Eldénthet6e az (E) @ =y — 2%, y = —x + 22%y — 23 egyenle-
trendszer origdjanak stabilitdsa linearizalassal? B.) Es a V(z,y) = (22 +¢?)
fiiggveény segitségével® C.) Globalisan aszimptotikusan stabil-e az orig6?

5.) A lehet6 legteljesebb fazisportrékat kérem: A.) & = —y—zy, y = x+2°
Bl)i=a*-y—-1,y=ay—2yCli=a*-y—1,9y=ayD.) &= —uxy,
y=a>—y—1+uly—y3),aholp=1+¢0<e<<1.

6.) A.) Az a € R paraméter mely értékeire lesz az (E) ¢ = —az +
y, ¥y = (2 — 6a)x — 5y differencidlegyenlet origdja aszimptotikusan stabil?
B.) Keressen ezekre az a értékekre olyan V(z,y) = az® + Bry + vy? alakt
Ljapunov fiiggvényt, amelyre Vi) (z,y) = —a? — y? !

7.) Keressen az @ = —ay?*, y = 25y egyenlethez V(z,y) = az® + By
alakt (nem sziikségképpen erds) Ljapunov fiiggvényt, ahol o, 5,¢,d € R! Mi
kovetkezik ebbdl az origd stabilitaséra?

8.) Abrazolja a fazisportrékat polarkoordinatarendszerben! A.) & = —x+
y-In(z®+y?), y = —y+a-In(z’+y?) B.) & = —y+ 2’ +xy?, § = v+ 2%y +y°

'Ekdzben kihasznalhatja azt az allitast, hogy egy kvadratikus Lotka-Volterra rend-
szerben periodikus megoldas mint hatarciklus soha nem létezhet: nemtrivialis periodikus
megoldas, ha egyaltalan van, akkor centrumpont is van, és a periodikus megoldéasok ezt a
centrumpontot koriilolelve kitoltik a pozitiv ortéans belsejét.

2A V fiiggvény (E) differencidlegyenlet szerinti derivaltjat Ljapunov hires V( B)(z,y) =
(£ V (z(t),y(t)))|t=o0 keéplete definidlja. Igaz, hogy V(E)(a:) = (gradV (x), f(x)) — mik itt
a jelolések? Mi itt a differencidlegyenlet? Honnan hova képeznek az egyes fliggvények?



9.) a.) Az a paraméter mely értékeire lesz az origo a.) az ¢ = Cx
differencidlegyenletnek aszimptotikusan stabil egyensilyi helyzete? Mikor
lesz az orig6 a b.) & = Dz valamint a c¢.) & = Fux differencidlegyenletnek
aszimptotikusan stabil, stabil, instabil egyenstlyi helyzete? Csak a b.) és a
c.) esetben: Mely paraméterértékekre lesz az origo fokusz, nyereg, csomo?
Lehet més is?

10.) Hatarozza meg az & = —3x+vy, y = —3x+y valamint az & = —3z+
y—+cos(t), y = —3z +y differencidlegyenletekre vonatkozo x(0) = 1, y(0) = 2
kezdetiérték—probléma megoldasat! Stabil-e/aszimptotikusan stabil-e ez a
megoldas?

11.) Abrizolja az # = —x+ 3y, § = —3x —y +cos(t), z(0) = 1, y(0) = 2
kezdetiérték—probléma megoldésat olyan médon, hogy az dbrabol a kérdéses
megoldas stabilitasi tulajdonsagai is kiolvashatok legyenek.

a?  a?—28 a 1 -2 a 3 1
C_(—a2 3a )’D_<a a)’F_(a—i—l —3)’G_<—4 —1)

12.) Rajzolja meg az a.) © = Gz illetve b.) az & =0, y =0 és az & = y,
y = 0 differencidlegyenletek fazisportréjat®!

13.) Az egyensilyi helyzetek koriili dinamika abrazolésa utan rajzolja
meg az a.) @ =y, y = —x(l —x) —y valamint a b.) z =2 -1,y = xy
differencidlegyenletek (amennyire csak tudja) teljes fazisportréjat!

14.) Adjon meg olyan orig6 kozéppontt korlemezt, amelyik biztosan része
az (F) © =y, y = —x — y(1 — 2?) differencidlegyenlet-rendszer egyenstlyi
helyzete stabilitasi tartoméanyanak!*

15.) Tegyiik fel, hogy (alkalmas M, w > 0 konstansokkal) |at|| < Me™*!
minden ¢ > 0 esetén. Hatarozzon meg olyan K > 0 szamot, hogy tetszéleges,
a || B|| < K egyenl6tlenségnek eleget tevé B méatrix esetén az origd aszimp-
totikusan stabil egyensilyi helyzete az (E) @ = (A 4+ B)x differencialegyen-
letnek?® Ttt A és B azonos rendii négyzetes matrixok.

3tanultuk, hogy az (™) +a, 12"~V 4.+ a1i+apx = 0 differencialegyenlet atirhato
& = Ax alakt matrix—egyenletté, ahol A n—szer n—es matrix. Mire utal a feladat b.) része?

"Utmutatés: tekintse az a.) V(z,y) = 322 +ay+y? valamint a b.) W(z,y) = 22 +y>
fliggvényeket! Mi a specialitasa a V kvadratikus alaknak? Igaz, hogy V( B (z,y) = —x* —
y?? Honnan jétt a W mint Ljapunov fiiggvény?

5Utmutatas: tekintse a V(E) derivéltat, ahol V a P = — [ eA"seAs ds pozitiv definit
matrix segitségével definialt, és az AT P+ PA = —I egyenletnek eleget tevs V (z) = 2 Px
Ljapunov fiiggvény! (Ehhez fels§ becslést kell adnia a P matrix norméjara. (Zarojel a
zérojelben: igaz, hogy Ae® = e4%A? Hogyan kell hasznalni ezt az azonossagot a P matrix

pozitiv definit voltanak bizonyitasara? Es az is igaz, hogy eAlseAs = e(AT+A)S?))



16.) Hatéarozza meg az altalanos megoldast, rajzolja fel a fazisportrét:

. o 1N [a i 2.0 1 x
()= 2)6)  (g)=(0 3 o)l
y y 3 10 -2/ \z

17.) Ugyanez a feladat, csak a matrix mas, éspedig rendre az alabbi:

<_4 2) (1 1) <6 1) (—56). 32(1) em
2 -1)'\4 —2)°\4 3)"\-6 7 =0 1

Van—e a fenti példak kozott elfajult eset? (Milyen értelemben elfajult?)

18.) Ismeretes, hogy instabil < “nem stabil”. a.) Fogalmazza meg
egyenstlyi helyzet instabilitasanak definiciojat az e és a § segitségével! b.)
Ugyanez a feladat az aszimptotikus stabilitas fogalmanak tagadasara. (Ez
inkabb logika, mint differencidlegyenletek: de azért rajzolja is le!)

19.) Tekintse a kovetkezd periodikus megoldasokat: a.) az 7 =0, ¢ =
r+ 1 rendszer r = 1 megoldéséat és b.) az & = —2x +y+2cos(t), y = —x —
2y — 2sin(t) rendszer x = cos(t), y = — sin(t) megoldasat! (Csak zardjelben:
hogyan lehet levezetni, hogy x = cos(t), y = —sin(t) az inhomogén rendszer
egy partikularis megoldasa? Miikodik itt is a probafiiggvény modszer? Hat
a konstans variacios formula? Erdemes itt a két egyenlet rendszerét egyetlen
méasodrendt egyenletre visszavezetni?) Hogyan célszert ennek a két példanak
a fényében periodikus megoldasok stabilitdsat és aszimptotikus stabilitasat
definialni?

20.) Hatarozza meg az e

3 1 11 2 1
. , DU
(5 _1> , (O 1) , (kivételesen szép lesz a sorfejtés is!) (1 2)

21.) Tekintse az a.) @ = u—z? differencialegyenletet, ahol ;1 € R paraméter.
Mik az egyensulyi helyzetek, és mi a helyzet azok stabilitasaval? Rajzolja fel
a megfelels fazisportrékat is! Ugyanez a feladat a b.) @ = px — 22 illetve a
c.) &= px— x> egyenlet-csaladokra. d.) Fel tudja idézni a Hopf bifurkicio
szokasos példajat is?6

At matrixot, ha A rendre az alabbi:

SEmlékeztets: @ = px £y + x(2? +9?), ¥ = Fr — py £ y(2? + 3?). Hogyan kell érteni
itt a £ és a F miveleti jeleket? Mit jelent az a dinamikara nézve?



