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~ © A 2. gyakorlaton vizsgaltuk anyagok terjedését a (1D,
2D) térben diffazioval:

Adott anyagmennyiség szétterjed a térben
Pl: explicit Euler modszerrel megoldhato az egyenlet
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Késobb a dinamikai rendszerek valtozoit egymas
(fazistér), vagy az id6 fliiggvényében vizsgaltuk
Pl: Lotka-Volterra rendszerek, SIR modell

A térbeliség a sejtautomatanal tért vissza.

Le tudjuk irni egyenletekkel is az ott tapasztalt
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Utazo hullamok

Térben és idében is mozgd hullamfront (parcidlis diffegyenlettel
(PDE) irhatok le (tobb fliggetlen valtozd), ode megolddkat nem
hasznalhatunk -> explicit Euler modszer )

Hulldm halad (térben) + idében is fennmarad ->

-> haladasért felelds (pl. diffazids) rész + ,utanpétlasért” felelds
(pl valamilyen reakcio) rész
Példak:

e Iddjarasi frontok haladasa,

e Seb begyogyuldsa a szélétdl befelé,

e Kedvez6 génvaltozat mutdcio megjelenik egy populaciéban és a
szaporodas + vandorlas révén szétterjed (Fisher egyenlet)

e Jarvanyterjedés hullamfrontja (kérokozok + hordozok mozgasa)
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Fisher egyenlet

Lasd: Fisherrajzok.pdf, SIR_grafok_utazohullam_teljes...pdf 14-
15. oldal

Pl: El6nyos allél terjedése populaciéban

Pl: hatas végigterjedése kapcsolt monostabil oszcillatorok
sorozatan

1 PDE: — O =-.'—*L1 -.—*}+-.'—T”
v o' =1 V' = —p(l — @) —cy
2 ODE: T ' T

e c= hullam sebességi egyiitthatdja
e = elbnyos allél gyakorisag [0 1]; ¢”'= diffuzids terjedés
2 egyensulyi helyzet (utazoé hullam ezeket koti ssze) :

e (p=0; Y=0) : nyeregpont
* (p=1; Y=0) : stabil vonzé csomé (c>2), fokusz (0<c<2)



Fisher egyenlet

* Feladat
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Fisher egyenlet
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Fisher egyenlet
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Fisher egyenlet
PDE: —ecp =-.'—n1 -.—*}+-,-.T”

e c= hullam sebességi egytitthatdja

o = elbnyos allél gyakorisag [0 1]; @’’= diffuzids terjedés
2 egyensulyi helyzet (utazé hullam ezeket koti ssze) :

e =0: instabil, taszit kdrnyezetebdl

e (p=1 : stabil vonzé

e -> ha megjelenik akarmilyen kis mennyiség az el6nyos

allélbol, az elterjed ott helyben, és szétterjed az egész
populacidban
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Fisher egyenlet—— =

Mi befolyasolja a hullam sebességét és a hullamfront
alakjat? Allando-e ez az alak?

Feladat:

Implementald a fparciélis Fisher egyenletet a
gyakog_Fisher_feladat.m kodban (o flux peremfeltétellel)!

Hogyan fligg a hullam sebessége és alakja a c és D (diffazids
konstans) paraméterekt6l? (Az egyenlet difftizids részéért
lasd a 2. gyakorlat kodjait!)

Hogyan fiigg a megoldas a kezdeti értékekt6l? (Probaljatok
ki kulonboz6 kezdeti értékeket killonboz6 poziciokban,
kiilonb6z6 kezdeti eloszlasban, lasd a kod kommentjei!)

Becsiild meg a hullam sebességét!

e c_stabil= 2 * ,/(c * D)

e A numerikus szamitas pontossagatol fligg mennyire sikertil
ezt megkozeliteni...

Tovabbi tippek, megjegyzések a kddban.



Fisher egyenlet sl

Megoldasok, megfigyelések:
Hogyan fligg a hullam sebessége és alakja a ¢ és D (diffazios
konstans) paraméterekt61?
e c és D hatdrozza csak meg a sebességet (D-re numerikus felsé
limit (lasd difftzio)!)
A hullam alakjara a D hatéssal van (nagyobb D, kevésbé
meredek hullam)

e A hullam sebessége és alakja kezdeti tranziens utan
stabilizalodik és utazik

Hogyan fiigg a megoldas a kezdeti értékektd1?

e A hullamfront tipikus, a kezdeti értékektol, kezdeti hullam
alaktol nem fiigg (a hullamfront fliggvénye stabil, széles
attraktorban tart hozzd a rendszer)

e Nagyobb ,kisebb kezdeti értékeknél is 1-re all be a maximuma
e A hulldm mindkét irdnyba terjed



Fisher egyenlet—= s

Megoldasok, megfigyelések:

Becsiild meg a hullam sebességét! Pl:
e Megkeressiik a hullamfront kozepét (o.5), eltaroljuk
ennek az x pozicidjat
e Egy stabil tartomanyom beliil (nem a tranzienseknél)
nézzilkk mennyit ment a 0.5 pont adott id6 alatt

e Az idé6beli felbontas (dt) hatassal van a pontossagra!



Fisher egyenlet kiterjesztése

PDE: —c¢' = ¢(1—9?) +¢"
® (p € [-o0,+ oo]; negativ értékek is lehetnek ebben az esetben

3 egyensulyi helyzet (utazé hullam ezeket koti ssze) :
e =0: nyeregpont
e =1 : stabil vonzo

e =-1: stabil vonzé -
e -> bistabil rendszer: 1( hulldm halad
o + értékek 1-hez; 0 o > X

o - értékek -1-hez tartanak hulldm haladlY
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Fisher egyenlet kiterjesztése

Feladat:

Implementald ugyanabba a kodba a 2. rendd Fisher
egyenletet is!

Figyeljiikk meg, hogy viselkedik a -1-es stabil ponthoz
tartozo hulldm, és mi torténik a 2 hullamfront
talalkozasanal!

Tipp: néhany érdekes paraméterei eset a kodban.
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Fisher egyenlet kiterjesztése

Megoldasok, megfigyelések:

Figyeljiikk meg, hogy viselkedik a -1-es stabil ponthoz
tartozo hullam?

e Mindkét stabil pont hasonloan viselkedik
Mi torténik a 2 hullamfront talalkozasanal?

e A pontok vagy a +1-be vagy a -1-be tartanak, onnan mar
nem mozdithatok el

e Eles hatar alakul ki a 2 stabil pont kozt
e A pontokat a szomszédjaik is ,huzzak magukhoz”
e 2 stabil pont 0sszjatéka
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Fisher egyenlet kiterjesztése

Megoldasok, megfigyelések:

Mi torténik a 2 hullamfront talalkozasanal?
e Lassu folyamatok, Mi a stabil allapot, mikor értiik el?

e Metastabilitas: a rendszer mozdulatlannak, stabilnak tinik
hosszu ideig, egyszer csak hirtelen megvaltozik (pl: az
analitikus megoldas ellentmondani latszik a numerikusnak ->
amit numerikusan latunk az csak egy hosszti metastabil
atmeneti, tranziens allapot, egyszer a rendszer bedll az
analitikus megoldas sugallta allapotba)

e Nehezen vizsgalhaté problémak...

» Sok bioldgiai jelenség is gyanusan metastabil (emlékek, agyi
asszociacids halézatok is talan)...
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Fisher egyenlet kiterjesztése
Megoldasok, megfigyelések:




Fisher egyenlet kiterjesztése

Megoldasok, megfigyelések:

t=167 t=167

5 T T 5 T T

4 4

i ‘ 3 ~ seb/vagas begyogyul, |
osszezarul a szélét6l

2 2t ;
befelé

1t 17

or I U 1 or J V

-1 ’ . ’ 1 : ! ; - q -1 . ’ ’ ’ ! : ; -

50 100 150 200 250 300 350 400 450 50 100 150 200 250 300 350 400 450

x: 1D tér x: 1D tér



Fisher egyenlet kiterjesztése

Megoldasok, megfigyelések:
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Fisher egyenlet kiterjesztése
Megoldasok, megfigyelések:

t=1500

Stabil vagy metastabil ???
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SI'modell utazohulldma —

Lasd: SIR_grafok_utazohullam_teljes...pdf 16-18. oldal

(mint SIR, csak a felépiiltekkel/meghaltakkal nem foglalkozunk az
egyszerliség kedvéértg ,

§=—7SI+S,, , [=7SI—I1+1,, , ahol S.1>0

Utazé hullammal: plusz diffaziés tag a hullam haladasaért (S, 1)

2 PDE rendszere: —cp'=—Tpn+¢" ., —en' =TPen—n+1’
Egyenletek numerikusan:

P (t+1,i)= P(t,i)+c*dt*(- ) * P(t,i)* n(t,i)+D*de/(dx 2)*(P(t,i-1)-2*P(t,i)+P(t,i+1))

n(t+1,i)= n(t,i)+c*dt* n(t,i)*(* P(t,i)-1)+D*dt/(dx"2)*(n(t,i-1)-2* n(t,i)+ n(t,i+1))

o ¢=fertézhet6 (S); n= fert6zott(l); t= fert6zési rata;
e c= hullam sebesség; D= diffuzios allando;

e dt=idG6beli felbontas; dx= térbeli felbontas; t= idopont; i= térbeli
pont

e d(t,i)+n(t,i)=1;T >0; c>0; D>0
o Zero flux peremfeltétel
e Kezdetei allapot: kevés fert6zott, a tobbiek fert6zhetdk



SI'modell utazohulldma ——

Példa paraméterek:
e dt= 0.1; tmax=150;
e dx=1; x=[1;1000]; zero flux peremfeltétel
e r=>rc=1P=u:
o Kezdeti allapot: t=1
» n(t,i=1)=0.1; n(t,2:end)=0; b(t,:)=1-n(t,:);
-> kevés fertdzott, a tobbiek fert6zhetok

Feladat:

Implementald a (Fisher egyenlet mintéf'éra) az SI
utazohullamot a gyakog_SI_hullam_feladat.m

kodbal

Hasonlit-e és hasonldan viselkedik-e ez a hullam a
Fisher hullamhoz (alakja, sebessé%e, figgése a
paraméterekt6l, kezdeti értékektol)?




SI'modell utazohulltama —

Megoldasok, megfigyelések:

Hasonlit-e és hasonloan viselkedik-e ez a
hullam a Fisher hullamhoz (alakja,
sebessége, fliggése a parameéterektdl,
kezdeti értékektol)?

o A fertozhet6ek mennyiségének

alakulasaban hasonlo tulajdonsagu
hullamokat kapunk, mit a Fisher példaban.
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Megoldasok, megfigyelések:
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Megoldasok, megfigyelések:

piros: fertozott (7)), zold: fertozheto (¢); t=0
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Megoldasok, megfigyelések:

piros: fertozott (7)), zold: fertozheto (¢); t=0
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Megoldasok, megfigyelések:
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Megoldasok, megfigyelések:
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SI'modell utazohulldma —

Megjegyzések:
Klasszikus modell a pestis terjedésére

Komplexebbé is teheto, pl:

e Kiilon egyenletek a hordozo patkanyokra, bolhakra (mas
paraméterekkel) (még tobb dimenzids probléma)

o Ezeknek is lesznek hullamfrontjaik, gyorsabban terjednek, az
eddigi (emberi) frontoknal, hamarabb is lecsengenek

e Az emberek is hamarabb betegednek meg a hordozdk
frontjaitol...
Szorgalmi: eddig 1D-s hulldmfrontokkal foglalkoztunk.

Az SI utazéhullam kiterjeszthet6 2D-be is, ekkor a 2
gyakorlattal ezel6tti sejtautomata példahoz hasonld
frontok varhatéak.



