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Populacio dinamika

Modell kémiai oszcillacidkra, ragadozo (y) és
prédajanak (x) egytittélésére:

* *
dX=X (O(_B y) Termeészetes szaporulat
dy:y*(_y+5*x) Természetes halal

Fajok kozti interakcio (itt predacid)

Az egyenletek megmondjak, hogy adott kiindulasi x és
y mellett hogyan alakul az egyes fajok egyedszama.

A kezdeti értékektol fiiggo stabil oszcillacio
alakul(hat) ki a 2 faj mennyiségében.



Dinamikai rendszerek-elemzes:
egyensulyi pontok kozelében
(lokalis fazisportrék)

Kérdések:

e Hol vannak a rendszer egyensulyi pontjai?
e Milyen tulajdonsaguak ezek a pontok?
e Hogy viselkedik a rendszer a kozeliikkben?

e Meghatarozhaté-e ez alapjan a rendszer globalis
viselkedése? (Milyen kapcsolat van az egyes egyensulyi
pontok kozt? Mi torténik ezektdl a pontoktol tavol?)

Példa: Lotka-Volterra egyenletek (mas rendszerekre is
hasonloan...)
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~ egyensulyi pontok kozelében
(lokalis fazisportrék)

* Hol vannak a rendszer egyensulyi pontjai?

e Egyensulyi pont ott van, amely pontbdl a rendszer
nem mozdul ki, tehat ahol pl. dx=o0 ES dy=0

 (Lasd: 4. gyakorlaton elhangzottak)



Dinamikai rendszerek-elemzes:
egyensulyi pontok kozelében
(lokalis fazisportrék)

Milyen tulajdonsdguak ezek a pontok?

Hogy viselkedik a rendszer a kozeliikben?

A Jacobi matrix utal a viselkedésre (a lehetséges
derivaltak kiszamolasaval linearizaljuk a rendszert
-> egyszerusités!) :

[dx x szerint derivdlva, dxy szerint derivdlva;

dy x szerint derivalva dyy szerintderivalva]

e A ] matrixba behelyettesitve az egyensulyi pontok
(x,y) koordinatait megtudjuk, hogy az adott pont
kozelében hogyan viselkedik a rendszer



Dinamikai rendszefek-elemzé “
Dinar ndszerel éseaz

egyensulyi pontok kozelében
(lokalis fazisportrék)

2 lehetséges modszer van a Jacobi matrix
vizsgalataval a lokalis dinamika meghatarozasara:

e A: Szamitsuk ki a kapott Jacobi matrix nyomat (T,
trace) és determindnsat (D)

« A kapottT,D pontot elhelyezve a nyom-determinans
abran megkapjuk az egyensulyi pont tipusat



- Egyensulyi pontok osztalyozasa

Nyom-determinans diagram
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vensulyi pontok oszta
Nyom-determinans diagram

(“f) = (ﬂ' 3) (I)} = p(A)=A2_TA+D, ahol T=a+d, D=ad—be

C

Y Y

o instabil fokusz & T>0 & D>12

Determinant

Eigenvalues are complex conjugates

o instabil csomé < T=0 & 0<D< L2
**

®* nyvereg — D L {] negative real part  positive real part
,- unstable spiral unstable spiral
. . ; T2 :
o stabil csomé < T <0 & 0<D< L= both negative both posilive
4 stable node unstable node Truce

opposife signs
saddle node

stabil fokusz & T<0 & D>1 :

cd

Az atmenet1 esetek koziil a legfontosabb

e centrum < T =0 & D >0 — stabilitas vonzas nélkiil
Az aszimptotikus stabilitas ( < stabilitas & vonzas) jellemzése:
e stabil csomo vagy stabil fokusz & T <0 & D =10

o atfogalmazds: p(A) = A2 +aA+ag, ahol a3 >0 & ag =0



//
Nyeregpont: negativ determinans
Vonzo, stabil egyensulyi pont:
pozitiv determinans, negativ nyom
Taszito, instabil egyensulyi pont
(a kozelébél ,,szoknek” a trajektoridk
csak maga a pont egyensuly): pozitiv
determindns, pozitiv nyom
Csomo: 0<D<(T"2)/4
Fokusz: D>(T"2)/4
Csoma vs fokusz: fokusz esetén a
palydk keringenek az egyensulyi pont
koriil, mig csomodnal ,egybdl’, a
megkeriilése nélkiil odavonzodnak/
eltaszitodnak,

Lasd még: Trace-det abra.m kod
Es a szkennelt dbra a Wiki oldalon
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Dinamikai rendszérek-elemzése-az™

egyensulyi pontok kozelében
(lokalis fazisportrék)
2 lehetséges modszer:

e A: Szamitsuk ki a kapott Jacobi matrix nyomat
(T, trace) és determindnsat (D)

e B: Szamitsuk ki a ] matrix sajatértékeit

- Pozitiv sajatérték taszitast, a negativ vonzast jelent




'Dinamikai rendszefek-elemzése-az”
egyensulyi pontok kozelében

(lokalis fazisportrék)
Pl. 2D-s esetben
Nyeregpont: 1 negativ és egy pozitiv sajatérték
Vonzo, stabil egyensulyi pont: 2 negativ sajatérték
Taszitd, instabil egyensulyi pont: 2 pozitiv
sajatérték
Csomo vs. fokusz: fokusz esetén a sajatértékeknek
képzetes (Im) résziik is van nem csak valos (Re)

Elfajulo esetek: D=0, T=0, D=(T"2)/4,
Re(sajatérték)=o0 -> lasd: szkennelt abra a Wiki oldalon

Lasd még: Trace-det_abra.m



'Dinamikai rendszefek-elemzése-az”
egyensulyi pontok kozelében
(lokalis fazisportreék)

Kiegészitések:
Merre forog a fokusz?
e Vegyiink egy pontok a fokusz kozelébe, és
szamitsuk ki ra a dx-et és dy-t. A beldliik képzett
gradiens vektor megmondja, hogy az adott pontbdl

merre mozdul a rendszer. Ez megadja a
forgasiranyt.

Hogyan néz ki a nyereg? (Merre vonz, merre taszit?)

e Ha kiszamitjuk az egyes sajatértékekhez tartozo
sajatvektorokat, akkor a + sajatvektor iranyaban
van taszitas, a — sajatvektor iranyaban vonzas.



Dinamikai rendszérek-elemzése-az™
/

egyensulyi pontok kozelében
(lokalis fazisportrék)

Meghatdrozhato-e ez alapjdn a rendszer globdlis

viselkedése? (Milyen kapcsolat van az egyes egyensulyi pontok
kozt? Mi torténik ezektSl a pontoktdl tdavol?)

e Nem automatikusan (linearizaldssal kaptuk a megoldasaink).

 Segit a tengelyek (x=0, y=0) mentén vett viselkedés
megallapitasa

e Tavoli pontokban a vektormezd mutathat mas iranyba, mint
az egyensulyi pontok kozelében. -> Tipp: Vegytink fel egy
tavoli pontot, szamitsuk ki a (dx, dy) gradiens vektort.
(Ez a modszer a legtobb esetben hasznos, hogy képet kapjunk
mi is torténik a rendszerben; 6nellenérzésre is jo...)



Dinamikai rendszérek-elemzése-az™
/

egyensulyi pontok kozelében
(lokalis fazisportrék)

o Kovetkeztethetiink a globdlis fazisportréra, ha meg
tudunk adni olyan teriileteket a fazistérben,
amelyek hatarain tudjuk a viselkedést (és tudjuk,
hogy a tertileten beliil is folytonosak a palydk).

e Lasd: késobbi példa
¢ (Erre emlékezziink, amikor késébb a Ljapunov
fliggvényekrol lesz szo, ott is ez a fontos triikk.)

Tovabbi részletek, esetek, mdédszerek, magyarazatok: Wiki
-> howToSketchAPhasePortrait.pdf
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Bifurkacio
Intuitiv megkozelités!

Minéségileg (kvalitativan) valtozik meg a rendszer
valamely parameéter modositasara

Nem csak kicsit megvaltoznak a paraméterei
(kvantitativ valtozdsok), hanem a természete lesz mas

Pl: stabil csomébol nyeregpont, vagy egy stabil
pontbdl stabil palya (sokasag) lesz (vagy forditva)

Tobbféle bifurkacié is létezik (ezekrdl késébb lesz sz0)



Eeladatok =

I. Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer viselkedését kiillonbozo6
"mu” paraméterek mellett!
o dx=x*(1-x/2-y)
e dy=y*(mu-y-x)
® X<=0,y<=0, 0O<mu<3
Lasd: gyako6_Lotka_Volterra_bifurkacio.m

Milyen tipusu rendszerrél van szo? (figyeld a
keresztcsatolasokat)

Hol (milyen mu paraméter(ek) mellett) van bifurkacios pont?

Milyen tipusu egyensulyi helyzetek képzddnek, tlinnek el,
alakulnak at egymasba?

Hogyan fligg a rendszer viselkedése a mu paramétert6l (az y
faj szaporodasi ratajatol)?
Biolodgiailag/okolégiailag mit jelentenek az eredmények?



"“Feladatok

II. Vizsgaljuk meg a korabbi rendszert az x>=0, y>=0
tartomanyon kiviil is!

e Lasd: gyako6_Lotka_Volterra_trace_det_bifurkacio.m

* Abrazoljuk a rendszer vektormezdjét az x eleme [-4,4] ésazy
eleme [-4,4] tartomanyon!

* Jeloljiikk az N=(2*mu-2; 2-mu) egyensulyi pont Jacobi
matrixahoz tartozoé Trace és Determinans értéket a T-D abran!

e EzahowToSketchAPhasePortrait.pdf 13.0ldal 7. feladat.

I1. A 14. oldalon a levezetésben van 2 szdamitdsi hiba. Aki ezt

észreveszi és megirja a jo értékeket a Tandrurnak, az jépontokra
szamithat.



"Megoldasok e

dx=x*(1-x/2-Y)

dy=y*(mu-y-x)

Versengés (negativ keresztcsatolas, mindkét fajnak
karara van a masik, pl: mindketten ugyanazt eszik)

[ |~ x |
F={ d A :
Jacobi matrix paraméteresen: A S Y

dx=0 ES dy=o0 esetén a 4 egyensulyi pont és a ]
matrix ezekben a pontokban:
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‘Megoldasok

Az O, P, Q egyensulyi pontok a tengelyeken vannak: azt
mutatjak meg, mi torténik, ha csak az egyik faj van jelen

e afaj mennyisége bedll egy a szaporodasi és a halalozasi
ratatol fliggd szintre

Az N pont a legérdekesebb: ekkor mindkét faj jelen van

kezdetben a kozosségben

Valtoztassuk a mu paramétert o és 3 kozt:

e o<muc<i: minden megoldasa P-hez tart: y faj elttinik, x
bedll egy stabil szintre -> az x kiszoritja az y-t

e 1<mu<2 kozt : P, Q stabil egyensulyi pontok, N
nyeregpont: a kezdeti x,y aranytol fugg, melyik faj szoritja
ki a masikat (lasd: mult ora)

e 2<mu : minden megoldas a Q-hoz tart: x faj eltlinik, y beall
egy stabil szintre -> az y kiszoritja az x-et

e mu=1és mu=2 a bifurkacids pontok: ekkor keletkezik
és tlinik el a nyeregpont (a vizsgalt tartomanyban)




/ R A

Megoldasok

Biolodgiai jelentés: mu=y szaporodasi rata
e mu<i: az y mindenképp kihal, mert gyorsabban hal
meg, mint ahogy szaporodna (-1 a haldlozasi rata)
e mu>2: az y sokkal gyorsabban né az x-nél (1a
szaporodasi ratdja), mindig 6 nyeri a versengeést
e 1<mu<2: kiegyenlitett a verseny, a kezdeti helyzet

determinalja a végkifejletet (élet és halal szeparalo
gorbéje alapjan, lasd: mult hét)




‘Megoldasok

Vegyiik észre, hogy
e adx=o0 egyeneseket fliiggblegesen,
e ady=o0 egyeneseket vizszintesen metszik a trajektoriak,

Igy a fazistér feloszthato olyan teriiletekre (kis
haromszogek, négyszogek), amik hatarain tudjuk a
viselkedést, és amiken beliil a rendszer folytonosan
valtozik (kis valtozas a paraméterekben -> kis valtozas a
megoldasban)

Ezeket a peremfeltételeket figyelembe véve (plusz a
nagyon messzi pontban a gradiens iranyat is) a lokalis
(egyensulyi pont kozeli) fazisportrékbal
megalkothatjuk a globalist (egész fazistérre
vonatkozot) is



- Megolddsok
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Ezt a régiot nem
tudjak elhagyni a

trajektoriak, N\
egynsulyi pont felé

tartanak benne

y mennyisége

Innen vizszintesen
tavoznak a
megoldasok

egyenletek: dx=x*(1+-0.5"x+-1%y); dy=y*(D.7}-1"y+-
7 I

[ / F

/

dx=0 <~ 1+-0.5"x+-1*y=0
dx=0 <- x=0

dy=0 <- 0.7+-1*y+-1*x=0
dy=0 <- y=0

/
% & ———3 3 vektormezo gradiense az adott pontokban

. e wmm e sm oo e

Innen az
egyensulyi pontba
| /megy vagy lefelé
elhagyja

X mennyisége

.5
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- Megoldasok

egyenletek: dx=x*(1+-0.5*x+-1"y); dy=y* “1*y+-1*x)

9.8 P (. = 9 9
V }é ——— 3 vektormezo gradiense az adott pontokban /
3| v / dx=0 <- 1+-0.5"%x+-1"y=0 .
! ‘ / dx=0 <- x=0 7
Y ¥ )7 dy=0 <= 1.4+-1%y+-1"x=0 L/
25 / i /v dv; <- y=0 ?
/
o / f / Innen befelé
o 2 i / / mennek a
8 i egolddsok és
= ? elérik valamelyik
. .
c ? alsé hatart
, 215
Ezt a régiot nem
tudjak elhagyni a > /
trajektoriak, az /
egynsulyi pont felé\“\ 7 7
tartanak benne
S
Innen tavoznak a 0.5
megoldasok
1 A — ——
0 0.5 1 1.5 2 2.5

X mennyisége
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/ Vi / X & 7L D
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dx=0 <- 1+-0.5"%x+-1"y=0 |
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dy=0 <~ 2.2+-1*y+-1*x=0 A

Innen az

] egyensulyi pontba

| /megy vagy
vizszintesen
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‘Megoldasok =

A J(N) matrix nyomat és determinansat kiszamolva
is ez jon ki

Ha nem csak a pozitiv siknegyeden vizsgalodunk, az

alabbi egyensulyi pont tipusokat latjuk a mu-t novelve:

e vonzo fokusz -> vonzo csomo -> nyereg -> vonzo
csomo -> vonzo fokusz

e A fokusz és a csomo ,folyamatosan mennek at
egymasba’, ezek kozt nincs bifurkacios pont

e (Ko6ztiik hol vannak a hatarpontok?)



Megoldasok

mu=0.2 -> Stabil fokusz
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Megoldasok

mu=0.9 -> Stabil csomo
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Megoldasok

mu=1.4 -> Nyereg
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