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Populacio dinamika

Modell kémiai oszcillacidkra, ragadozo (y) és
prédajanak (x) egytittélésére:

* *
dX=X (O(_B y) Termeészetes szaporulat
dy:y*(_y+5*x) Természetes halal

Fajok kozti interakcio (itt predacid)

Az egyenletek megmondjak, hogy adott kiindulasi x és
y mellett hogyan alakul az egyes fajok egyedszama.

A kezdeti értékektol fiiggo stabil oszcillacio
alakul(hat) ki a 2 faj mennyiségében.
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Feladatok

A megadott 4 egyenletrendszerre:
dinamika vizsgalata a tengelyeken (x=0 vagy y=0)
bels6é egyensuly pont meghatarozasa (x>0 és y>o0 és dx=0
és dy=0)
hogyan viselkedik a rendszer?
o Abrazoljuk a dx=o0 és dy=o0 egyeneseket
e Szamitsuk ki a két populdcid6 mennyiségének
alakulasat tobb kiindulasi pontbol
e Szamitsuk ki a vektormez6 gradiensét is

e Lasd: gyako4_Lotka_Volterra.m és
gyakos_lLotka_Volterra_nyeregpont.m kodok




Lotka-Volterra feladatok

Klasszikus ragadozo - préda modell

1) kritikus eset

=x(—4+vy)
y(3 —x)
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1) Oszcillacio (centrum)
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* [dedlis eset

egyenletek: dx=:*(-4+0%x+1%y); dy=y"(3+0"y+1"%)

—= a vektormezd gradiense az adott pontokban
dx=0 < -4+0%+1*y=0
dx=0 <- =0

—dy=0 <- 3+H0*y+1"%=0
—dy=0 < y=0
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* A kezdeti értékektdl fligg a mértéke
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Lotka-Volterra feladatok

>) redlisabb eset (y kis mértékben pusztul x nélkiil is)
x=x(—4+y)

‘ 1
v=y(3-%-15)
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2) Y pusztul is (stabil fokusz)

Az el6bbi idedlis rendszert kicsit megzavarva mar nem
oszcillal azonos frekvenciaval hanem egy stabil ponthoz
tart (~ surlédas fizikai rendszereknél)

A 2 faj kozt stabil létszambeli egyensuly alakul ki (a kezdeti
allapottol fiiggetlentil (ha xo>o0 és yo>o)§)

Rakozelitve a stabil pontra latszik, hogy a trajektoridk nem
érik el, hanem korulotte koroznek:

e ez numerikus hiba: a vektormeza6t kirajzolva latszik hogy a
vonzas az egyensulyi pontba nagyon gyenge és az ode45-nek
kissé destabilizalé hatasa van (mint az implicit Euler
modszernek is), a stabil pontbdél inkabb kimozditja a
megoldasokat, ezért nem latszik, hogy a megoldasok elérnék
azt, csak koroznek korulotte
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pusztul is (sta

m ——dy=0'¢ y=0

egyenletek: di=x™(-4+0%+17y); dy=y*(3+0.1%y+1%)

dx=0 < -4+0%+1*y=0
di=0 <- =0
—dy=0 <- 3+0.1"y+1*x=0

—= a vektormezd gradiense az adott pontokban

e
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Lotka-Volterra feladatok

véletlen hatas kivédése (nagyon kis y populacié mar
nem életképes)

x=x(—4—-3x+7y)
y=y(-1+2y—x)



:3) Kis mennyiségbenraz y nem—==

életképes (stabil csomo, stabil
fokusz)

Még redlisabb eset: ha egy fajb6l mar kevés van,
nagyon sériulékennyé valik, valoszinti, hogy kihal

Az eddigi modellekben ezzel szemben extrém kis
mennyiségekrodl is novekedésnek indulhattak a
populaciok

Itt a fajok kezdeti aranyatol fiigg, stabil egyensuly

alakul-e ki a 2 faj kozt (oszcillaciok utan), vagy
mindenki kihal
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fokusz)

egyenletek: dx=x

S ARTHATY), dy=y 1427y +17%)
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életképes (stabil csomd, stabil

egyenletek: dx=x(4+35H77y); dy=y (1427 +1%0)
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egyenletek: dx=x"(-4+3"x+7"y); dy= *(1+2*y+—1 *x)
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| — = avektormezd gradiense az adott pontokban |

=0 <- -4+3+7*y=0
dx=0 < x=0
——dy=0 < -14+2%y+1*x=0

———dy=0 < y=0

15 2 25 3 35 4
¥ mennyisége

086 0.8
¥ mennyisége




/ = e

Lotka-Volterra feladatok

4. Két populacio versengése (nyeregpont abrazolasa)

x=x(8—x—3y)
y=y0G-y—x)

Tovabbi feladatok:

e rajzoljuk ki a nyeregpontot

e dbrazoljuk minél szemléletesebben az ,élet és halal”
szeparal6 gorbéjét (a gorbét ami eldonti, melyik faj
marad meg)



4) Versengeés (nyeregpont)

* A 2 faj kezdeti aranyatol figgden vagy az egyik vagy a
masik marad életben (jellemz6 mennyiséggel)

egyenletek dx=x *(8+~1 *x+-3%y); dy=yTEH1Ty+17%)

o s L = 1 .= = !zgl
—>="a vektormezo gradiense az adott pontokban
R dx=0 <- 8+1%x+3%y=0
5P dx=0 < x=0 i
—dy=0 < 5+1"y+1%=0
S —dy—U <- y—U
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4) Versengeés: nyeregpont

Stabil egyensulyi pontokat konny(i megmutatni, maga a
folyamat rajzol <- a stabil pontba tartanak a palyak

A nyeregpont szemléltetése nehezebb <- ide pont nem mennek
megoldasok

Tippek:

A nyeregpont kornyezetébdl inditva a megoldasokat nyeregpont jol
kozelithet6 (a trajektéridk a 2 stabil egyensulyi pont valamelyikébe
tartanak)

Ha az dx, dy rendszer helyett a —dx, -dy rendszert oldjuk meg, akkor
,megforditottuk a folyamat idejét”, igy megtudjuk, hogy honnan
indulndnak azok a trajektoridk, amiknek az adott pontban végzédnének

A nyeregponthoz kozeli pontokbol az id6 mindkét iranydba megoldva a
rendszert az ,élet és halal” szeparald gorbe kirajzolhato
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egyenletek: dx=x*B+1%+3%y); dy=y"E+1"y+17)
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Nyom-determinans diagram

A AN CA RGN p(AN) =X —TA+D. ahol T=a+d, D=ad—be
Y c d) \y
o instabil fokusz & T>0 & D>12

Determinant

Eigenvalues are complex conjugates

e instabil csomé <= T=0 & 0<D< L2
**

® nyereg S D=0 negative real part,  positive real part

,- unstable spiral unstable spiral -

. . 2 _
o stabil csomé < T <0 & 0<D< L= both negative both posilive
4 stable node unstable node Trace
: R e
o stabil fokusz & T <0 & D> TT z
Az atmeneti esetek koziil a legfontosabb igenvalues are Real

e centrum < T =0 & D >0 — stabilitas vonzas nélkiil
Az aszimptotikus stabilitas ( < stabilitas & vonzas) jellemzése:
e stabil csomo vagy stabil fokusz & T <0 & D =10

o atfogalmazds: p(A) = N2 +aiA+ag, ahol a1 >0 & ag=>0
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Feladat

A korabbi 4 populacié dinamikai rendszer egyensulyi
pontjainak tipusat is hatarozzuk meg a Nyom(traceg—
determinans diagram segitségével

Tipp:
o Szamoljuk ki az egyensulyi pontokat (dx=o ES dy=o0)

e Hatdrozzuk meg a rendszer Jacobi matrixat:

[dx x-szerint derivdlva, dxy szerint derivalva;
dy x szerint derivalva dy yszerint derivalva]

e Helyettesitsiik be ebbe a matrixba az egyensulyi pontok x y
koordinatait
o ?zz’;mitsuk ki a kapott matrix nyomat (T) és determinansat
D

e A kapott T,D pontot elhelyezve a nyom-determinans dbran
megkapjuk az egyensulyi pont tipusat



Matlab® kiegészités

[X,Y] = meshgrid(x,y) replicates the grid vectors x and y to produce a
full grid.

equation= @(t,y) [y(2); yWI; y(1) =x, y(2) =¥,
bal oldal dx/dt ;jobb oldal dy/ dt
ode4s(equation, [t,,t,. J[ X Yiniel);

tol))]b ode solver is valaszthato, elsonek ezt probaljuk

figure creates figure graphics objects. Figure objects are the individual
windows on the screen in which the MATLAB software displays
graphical output.

plot(x,y,how...)
subg)lot(m ,n,p) (m*n re osztja a figure-t, p. pozicioba/tartomanyba,
etc

contour(X,Y,Z), contour(X,Y,Z,n), and contour(X,Y,Z,v) draw contour
plots of Z using X and Y to determine the x- and y-axis limits.



