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1. A jarvanyterjedési modell

Jelolje S a megfertézhets-, I a fert6zott- és R a gyogyult emberek halmazat, r
pedig a fertézési ratat. Ekkor a SIR modell differencidlegyenleteil:

S =—rSI (1)
I=7rSI—pI (2)
R=1 (3)

Feltételezve, hogy a populacié mérete allando: S + I + R = 1 = konstans,
tovabba S > 0, I > 0 és R > 0. Ekkor a jarvany a {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
pontok &ltal kijelolt haromszogon (1. abra) folyik le.

A

1. abra. A feltételek altal kijelolt térrész

LA modellben a felgyégyultak mar immunissa valtak. A felgyégyulasi rata p = 1 az egy-
szeriiség kedvéért.



2. A modell trajektoriai

A modell vizsgalata soran a differencidlegyenletekbdl lehet kovetkeztetéseket
levonni a jarvany lefolyasat illetGen.
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2. dbra. A jarvany terjedése az R — S sikon (r = 1.2)

A 2. abra alapjan elmondhat6, hogy az ilyen lefolyast virusok nem fertézik
meg a populécit teljes egészét (az exponenciilis fliggvény sehol nem veszi fel a
0 értéket).
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3. dbra. A jarvany terjedése az R — S sikon (k = 1)

A 3. abran lathato, hogy ha r < 1, akkor a jarvany nem terjed el ttulsdgosan
(értsd: kisebb R értéknél metszi a gorbe az S = 1 — R egyenest), mig az r > 1
esetekben igen. A mi szempontunkbol az S(0) = Sy = 1 —¢ esetek a lényegesek,
ekkor I = ¢, mivel ilyenkor a kevés fert6zott fertézheti a fertézhetsket.

2.2. Az S—1 sik

Az 1. és 2. egyenletekbdl
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A kezdeti feltételekbol
S(0) = Sy 1(0) = I
1
K= Sy+1Iy ——InS,.
N—— r
=l—c+4e=1
Megvizsgalva a 0-ban és co-ben vett hatarértékeket:

S—0 = I — —o0,
S—00 = I — —o0.
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4. abra. A jarvany terjedése az S — I sikon (Sp = 1)

A 4. &brén is jol lathato, hogy - a logaritmus fiiggvény tulajdonsagai miatt
- a virus nem képes megfertézni a teljes populaciot.
2.3. Az R— 1 sik
A 2. és 3. egyenletekbdl
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integralva kapjuk, hogy

dI =rSdR —dR
I=rSR—R=R(rS—1).

Behelyettesitve az S = ke~ egyenletet S helyére,

R(rke™"™® —1).



5. abra. A jarvany terjedése az R — I sikon (k = 1)

3. Osszegzés

Az el6z6ekben lathattuk a jarvany terjedésének kiillonbo6z6 sikokra vett vetitését.
Az oded5 MATLAB fiiggvény segitségével megkaphatjuk az S(t), I(t) és R(t)
gbrbék numerikus megoldasait, majd abrazolhatjuk ezen pontokat 3 dimenzio-
ban? (6. 4dbra).

6. abra. A jarvany lefolyasa ((S(t), I(t), R(t))) (So = 0.99 és Iy = 0.01)

2Hogy 4tlathatébb legyen az abra, nem szerepel minden adatpont helyén marker.



Mivel dS < 0 és dR > 0, ezért barmilyen kezdeti feltétellel inditjuk el a
modellt, az mindig a haromszog {(1,0,0), (0,0,1)} élén 1év6 stabil pontok felé
"konvergal".

Megjelenithetd az egyes csoportok (S, I és R) nagysaganak alakulasa az id6
fiiggvényében (7. &bra).
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7. abra. A csoportok alakulasa r = 2.2 esetén (Sp = 0.99 és Iy = 0.01)

Hogy a 3 dimenziés térbdl egy 2 dimenziés sikra képezziik le a megoldas
pontjainak halmazat, sziikségiink van az adott sik egyenletére. A megoldéasokat
a {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} pontok altal kifeszitett sikon keressiik (korlatozas
az Osszpopuldcio méretére). A sik egyenlete, melyen az (S(t), I(t), R(t)) gorbe
szerepel és amire a leképzést végezziik:

S+I+R=1.

Ennek a siknak egy normalvektora
n=(1,1,1).

Sziikségiink van tovabba két, az n normélvektorra mergleges - és egyméstol
linearisan fiiggetlen - vektorra. Legyen

u=(-1,0,1),
v=(0,-1,1).
(Alkalmazhato a Gram-Schmidt-féle ortogonalizacio az u és v vektorokra, hogy

azok egymasra merélegesek legyenek.) Az SIR 3 dimenzios térben 16v6 Py(so, g, 7o)
pontot a kdvetkez6 modon képezhetjiik le az S + I + R = 1 sikra:

Py (u,v) = (Py-u,Py-v).



Elvégezve ezt a miiveletet jarvanyterjedési gorbe pontjaira és a korabban emli-
tett haromszogre:

—eo—1r =22

8. &bra. Jarvanyterjedési gorbék kiilonbo6z6 r paraméterekkel

Osszefoglalasként elmondhato a SIR jarvanyterjedési modellrsl, hogy bar-
milyen kezdeti feltétel és r fert6zési rata mellett a jarvany nem fertézi meg a
teljes populéciot. Tovabba fontos kiemelni, hogy az r paraméter névekedésével
a fert6zott emberek szama is erésen nd.



