ABSZTRAKT FOGALMAK ES TETELEK. BEVEZETES I. MEMO

Egy tétel megértéséhez nem az kell, hogy bizonyitani tudjuk, hanem az, hogy
e példakat tudunk ra mondani, ismerjiik legegyszeriibb specidlis eseteit

e le tudjuk rajzolni, szemléltetni tudjuk

o felfogjuk a benne szerepl6 feltételek értelmét /szerepét

e pozitiv, ramutatd érveket sorakoztatunk fel a tétel igaz volta mellett

e tudjuk, mikor és mire hasznalhato, alkalmazhato, altalanosithaté

e ismerjiik a hozza kapcsol6dé numerikus/szamitégépes eljarasokat

ABSZTRAKT FOGALMAK ES TETELEK. BEVEZETES II. MEMO

Hasonl6 a helyzet egy absztrakt fogalommal is. Akkor értjiik igazan, ha
e példékat tudunk ra mondani, ismerjiik legegyszeriibb specidlis eseteit
e le tudjuk rajzolni, szemléltetni tudjuk

e van képiink a vele kapcsolatos, rokon fogalmakrél

e latjuk szerepét a biomatematika modelljeiben

e tudjuk, mikor és mire hasznalhato, alkalmazhato, altalanosithaté

e ismerjiik a hozza kapcsol6dé numerikus/szamitégépes eljarasokat



DINAMIKUS RENDSZER AVAGY DINREND I. MEMO

A ®:Rx X — X leképezés folytonos ideji dinamikus rendszer X —en, ha igazak ra
(i) @ folytonos, (i) ®(0,2)=x Vee X, (ii) ®(t, P(s,2))=P(t+s,z) Vt,seR VreX

Itt (X, d) metrikus tér, az (ii) és (iii) axiémék pedig egyszeriien az id6 muilasat fejezik
ki az aktualis dllapot megvaltozasanak tiikrében. Vilagos, hogy R helyére T is irhato, ahol
T az RT =1[0,00), Z, N, hZ és a hN (h > 0 rogzitett) barmelyike lehet.

A ®:TxX — X leképezés T idejii dinamikus rendszer X —en, ha igazak ra
(i) @ folytonos, (ii) ®(0,z)=z Vee X, (iii) O&(t, (s, z))=D(t+s,2) Vi, seT VreX

DINAMIKUS RENDSZER AVAGY DINREND II. MEMO

Folytatds: A T szerinti elnevezések rendre folytonos idejii szemidinrend, diszkrét (ide-
Ji) dinrend, diszkrét (ideji) szemidinrend, és h > 0 iddlépésti diszkrét (szemi)dinrend.

A T=Rés T =hN alappélddk rendre
O(t, x) = T04,(t), ahol zg 4, : R—= X =R" az & = f(z), 2(0) = o megoldasa illetve
ugyanezen kezdetiérték—probléma diszkretizalt megoldasa ®((k+1)h, x) = o(h, ©*(h, 1)),
k=0,1,2,... ahol p(h,-): R" — R™ a diszkretizaci6 operatora (0 < h < hy small)

Magatol értetddik, hogy f és ¢ eleget kell tegyenek bizonyos simasagi feltételeknek.
A definicidékat kézenfekvé nem—autoném kozonséges diffegyenletekre is kiterjeszteni, de
az ez utébbiakra vonatkozo kvalitativ elmélet nehéz és mind a mai napig kevéssé ismert.

DINAMIKUS RENDSZER AVAGY DINREND III. MEMO

Folytatds: Alapfeltevésiink, hogy f € CPHL(RY, R?) és ¢ € CPHL([0, hy) x RE, RY).
Legyen p>0 egész szdm és ho>0. A ¢:]0, ho] x R?— R leképezés p—edrendii eqylépéses
diszkretizacios operdtor az @ = f(x) egyenletre, ha alkalmas K = K(f) > 0 konstanssal

|®(h,z)—o(h,z)| < KhP™  Vhe[0,h] VoeR?.

Azt is elvarjuk, hogy ¢(h,z) a h 1épéskoz és az f fiiggvény x koriili lokalis viselkedése
ismeretében hatékonyan kiszamithaté legyen.

Példdk: X = ¢gr(h,x) ahol X =z+hf(x) és X = ¢rp(h,z) ahol X =x+hf(X).



EGYENSULYI HELYZET, FIXPONT, PERIODIKUS PONT. SZOHASZNALAT MEMO

Az xg € R? pont egyensiilyi helyzete az @ = f(x) autoném differencidlegyenletnek,
ha f(xg) = 0. Az egyensiilyi helyzet kifejezést hasznaljuk a @ : R x RY — R? megoldé—
operatorra, sot tetszoleges folytonos idejii dinamikara nézve is. Az zy € X egyensulyi
helyzet, ha ®(t,z9) = 2o minden ¢ € R esetén.

Ha az id6 diszkrét, akkor az egyensilyi helyzet kifejezés helyett inkabb fixpontot
mondunk: x* € X az F : X — X leképezés fixrpontja, ha x* = F(z*).

A periodikus pont elnevezést egyszerre hasznéljuk folytonos és diszkrét idejii dinami-
kus rendszerek esetén. Periédusnak dltaldban a minimalis periodusidot nevezziik.

TRAJEKTORIA, OMEGA—HATARHALMAZ MEMO

Az x € X ponton dtmend (teljes) trajektoria a y(x) = {®(t,x) € X | t € T} halmaz.
Ayt(z)={P(t,x) € X | t €T, t >0} halmaz a pozitiv féltrajektdria. Ha T = R, akkor
v(x), v (z) (és v~ (x)) egyardnt az id6vel paraméterezett gorbék.

Az x € X pont omega—hatdrhalmaza a ® : T x X — X dinamikaban az

o0

w(z)={y e X | van olyan {t,},_, CT sorozat, hogy t, — oo és ®(t,,z) =y}
halmaz. A v~ (x) negativ féltrajektéridhoz az a(z) alfa—hatdrhalmaz tartozik.

Onellendrzés: adja meg 4~ (x) és a(z) szabatos definiciGjat, rajzoljon tobbféle példat!

BoO1L.ZANO-WEIERSTRASS TETELEK A DINAMIKABAN I. MEMO

Legyen (X, d) tovabbra is metrikus tér. Az M C X halmaz a ®:T x X — X dinamikus
rendszerre nézve invaridns, ha tetszoleges © € M esetén ®(t,x) e M VteT. Az M C X
halmaz pozitiven invaridns, ha tetszoleges z € M esetén ®(t,z) € M YVt e T, t > 0.

Ha x € X és a vt (z) pozitiv féltrajektéria lezarasa kompakt halmaz, akkor

e w(z) nem—iires, kompakt és invaridns halmaz
o {— o0 esetén d(P(t,x),w(x)) —0

e amennyiben T D Rt akkor w(x) 6sszefiiggd halmaz



POINCARE-BENDIXSON TETEL MEMO
Legyen X =R? és T=R. Ha z € X és ha a y*(z) pozitiv féltrajektoria
(a) korldtos és (b) lezéarasa legfeljebb véges sok egyensulyi helyzetet tartalmaz, akkor
e w(z) egyensilyi helyzet: w(x) = {xy} vagy
e w(x) periodikus pélya: w(z) =T vagy

e w(x) heteroklinikus kor: w(z) ={x; > 22— s any1 =21} (N €N),
azaz egyensilyi helyzetekbol és az Oket 6sszekoto trajektoridkbol allo iranyitott kor

Ut6bbi két esetben az w(x) éltal korbezart siktartomany tartalmaz egyenstlyi helyzetet

Bo1.ZANO-WEIERSTRASS TETEL KOMPAKT HALMAZOKRA MEMO

Az z € X pont és az ) #Y C X halmaz tdvolsiga d(x,Y) =inf {d(x,y) |y €Y}, az Y
halmaz e > 0 sugart nyilt kornyezete (B mint ball/gémb) B(Y,e) ={z € X |d(z,Y) <e}.

Az (X, d) tér nem—ires, kompakt részhalmazai metrikus teret alkotnak, a Hausdorff
féle dy(Y,Y)=max {max{d(y,Y)|y €Y}, max {d(7,Y)|§ € Y}} metrikdra nézve. Itt
dg({z},Y)=d(z,Y) és dy(Y,,Y)—0 & Ve>0 INy=Ny(e) hogy Y, CB(Y, &) Yn> No.

Ha 0 # Y, € X kompakt halmazok és Y C X kompakt, hogy ¥, CY, n=12,...,
akkor egy ny, index—részsorozatra és alkalmas Y* CY kompakt halmazra dg(Y,,,Y) — 0.

Igazolja a fenti allitdst a szokasos BW Tétel alapjén, ha Y,,, n=1,2,... szabélyos 6tszog!

STABILITAS ES VONZAS. KOMPAKT ATTRAKTOROK MEMO

Legyen (X, d) metrikus tér és legyen az () # M C X kompakt halmaz invaridns a
®: T x X — X dinamikus rendszerre nézve. Az M halmaz stabil illetve vonzo, ha

Ve>030>0 hogy VteT, t>0 és xeB(M,0) esetén O(t,x) € B(M,¢)
illetve 31y >0 hogy V o€ B(M,ny) esetén d(®(t,z), M) — 0% ha t — 0.

Az M halmaz aszimptotikusan stabil vagy més néven attraktor, ha egyszerre stabil és
vonzé. A (szitkségképpen nyilt) A(M)={x€ X | d(®(t,z), M) — 0" ha t— oo} halmaz
az. M attraktor vonzdsi tartomdnya vagy medencéje. Ha A(M) = X, akkor M globdlis.

Onellenérzés: adjon definicidkat, rajzoljon dbrakat, ha M = {x} =z, egyenstlyi helyzet!



Bo1.ZANO-WEIERSTRASS TETELEK A DINAMIKABAN II. MEMO

Legyen @ : R x R? — R? folytonos ideji dinamikus rendszer, () # K C R? kompakt
halmaz, és tegyiik fel, hogy ®(t,0K) C int(K) minden ¢ > 0 esetén. Ekkor az egymasba
skatulyazott kompakt halmazok metszeteként eléallo M = N{®(¢, K) | t > 0} halmazra:

e M nem-—iires, kompakt, invarians és Gsszefiiggd halmaz
e M attraktor, t — oo esetén dy(P(t, K), M) — 0, és K C A(M)
e ha K konvex is, akkor M tartalmaz egyensilyi helyzetet

A K halmaz neve csapdahalmaz, amelyet altalaban erds Ljapunov feliilet hatarol.

NEVEZETES PELDAK/ABRAK POLARKOORDINATA-RENDSZERBEN MEMO
r=0,¢=—1 — az origd az éramutaté jarasaval ellentétes dinamikdjui centrum
r=r(u—r?), p=—1 — stabilitdsveszté Hopf bifurkdcid az origéban

i=r(1—r?), ¢=sin® (£) —azr=1, =0 egyenstlyi helyzet az origé kivételével mindent
vonz, de nem stabil ; az r =1 kor és a ¢ =0 félegyenes invariansak

7 =7r(1—7?), ¢ =sin? (%) —p — nyereg—csomd bifurkdcio az aszimptotikusan stabil r =1
korvonalon ; az r =1 kor és a ¢ = £2arcsin (\//7) félegyenesek (ha p > 0) invariansak

BIFURKACIO MINT STABILITAS-VESZTES MEMO

r=rf(r) t=y+af(r) r=rcos(p) = d=rcos(p)—¢rsin(p)
p=-1 }ﬁ{y:—x—i—yf('r’) ahOI{y:rsin(go) = y=rsin(p)+Hrcos(p)

f(ry=p—r* = Hopf bifurkdcié névekv6 p mellett a paraméter p = pg = 0 értékénél

i=pu—a2 y=—y nyereg-csomd bifurkdcio novekvd pu mellett a = pg = 0 értéknél

T 2u =2 T g e, ) e ,
L= stabil fokusz — instabil fokusz atmenet ha = g =0
(y> (4—u 0) (y> f f e

Onellenérzés: sok-sok 4bra, utolsé a T-D nyom-determinans diagrammon (4 dtmenet)!



LJAPUNOV-FELULET, LJAPUNOV-FUGGVENY I. MEMO

Az NCR? halmaz erds Ljapunov feliilet az (E) 2= f(x) autoném differencislegyenletre
nézve, ha van olyan V : R¢ — R C" fiiggvény és olyan c € R &llandé, hogy

Nc{zeR | V(z)=c} é V(E)(x) :%V(i)(t,a:))’t:(): (gradV(z), f(x)) <0 Vr€N.

AV erés Ljapunov fiigguény az N'C R? nyilt halmazon, ha (gradV (z), f(z)) <0 VzeN.
Itt ®(¢t,z) az (F) = f(z) differencidlegyenlet lokdlis megold6-operatora az N halmazon.

Mostantdl legyen f(xq) =0 és N C R? az x( egyenstilyi helyzet nyilt kdrnyezete.

LJAPUNOV-FELULET, LJAPUNOV-FUGGVENY II. MEMO

Tovébba tegyiik fel, hogy V(zo) < V(z) ¥V & € N\ {zo}. Ha ezek teljesiilnek, akkor

o (a) Vipy(z) <0V azeN = az g egyensilyi helyzet (lokdlisan) stabil.

o (b) Vig(z)<0VzeN\{zo} = az z; egyensilyi helyzet aszimptotikusan stabil.

Ha még V' (z0) < ¢o olyan allandd, amelyre N, < = {x € N | V(z) < ¢o} korldtos és zart
(mint R? részhalmaza), akkor N, < C A(xo).

Onellenérzés: a BW Dinamikaban II. Memo szerint K = N, <(?) mint Matrjosa-baba?



