ABSZTRAKT FOGALMAK ES TETELEK. BEVEZETES I. MEMO

Egy tétel megértéséhez nem az kell, hogy bizonyitani tudjuk, hanem az, hogy
e példakat tudunk ra mondani, ismerjiik legegyszeriibb specidlis eseteit

e le tudjuk rajzolni, szemléltetni tudjuk

o felfogjuk a benne szerepl6 feltételek értelmét /szerepét

e pozitiv, ramutatd érveket sorakoztatunk fel a tétel igaz volta mellett

e tudjuk, mikor és mire hasznalhato, alkalmazhato, altalanosithaté

e ismerjiik a hozza kapcsol6dé numerikus/szamitégépes eljarasokat

ABSZTRAKT FOGALMAK ES TETELEK. BEVEZETES II. MEMO

Hasonl6 a helyzet egy absztrakt fogalommal is. Akkor értjiik igazan, ha
e példékat tudunk ra mondani, ismerjiik legegyszeriibb specidlis eseteit
e le tudjuk rajzolni, szemléltetni tudjuk

e van képiink a vele kapcsolatos, rokon fogalmakrél

e latjuk szerepét a biomatematika modelljeiben

e tudjuk, mikor és mire hasznalhato, alkalmazhato, altalanosithaté

e ismerjiik a hozza kapcsol6dé numerikus/szamitégépes eljarasokat



DINAMIKUS RENDSZER AVAGY DINREND I. MEMO

A ®:Rx X — X leképezés folytonos ideji dinamikus rendszer X —en, ha igazak ra
(i) @ folytonos, (i) ®(0,2)=x Vee X, (ii) ®(t, P(s,2))=P(t+s,z) Vt,seR VreX

Itt (X, d) metrikus tér, az (ii) és (iii) axiémék pedig egyszeriien az id6 muilasat fejezik
ki az aktualis dllapot megvaltozasanak tiikrében. Vilagos, hogy R helyére T is irhato, ahol
T az RT =1[0,00), Z, N, hZ és a hN (h > 0 rogzitett) barmelyike lehet.

A ®:TxX — X leképezés T idejii dinamikus rendszer X —en, ha igazak ra
(i) @ folytonos, (ii) ®(0,z)=2 Vee X, (iii) (¢, P(s,z))=D(t+s,2) Vi, seR VreX

DINAMIKUS RENDSZER AVAGY DINREND II. MEMO

Folytatds: A T szerinti elnevezések rendre folytonos idejii szemidinrend, diszkrét (ide-
Ji) dinrend, diszkrét (ideji) szemidinrend, és h > 0 iddlépési diszkrét (szemi)dinrend.

A T=Rés T =hN alappéldak rendre
O(t, 2) = x04,(t), ahol zo 4, : R— X =R" az & = f(z), 2(0) = o megoldasa illetve
ugyanezen kezdetiérték—probléma diszkretizalt megoldasa ®((k+1)h, x) =@(h, ©*(h, 1)),
k=0,1,2,... ahol ¢(h,-): R* — R" a diszkretizaci6 operdtora (0 < h < hy small)

Magatol értetddik, hogy f és ¢ eleget kell tegyenek bizonyos simasagi feltételeknek.
A definiciékat kézenfekvd nem—autondém kozonséges diffegyenletekre is kiterjeszteni, de
ez utébbiakra vonatkozo kvalitativ elmélet nehéz és mind a mai napig kevéssé ismert.



KORREKT KITUZESU FELADATOK I. MEMO

A matematikai analizis egy feladata korrekt kitlizésti, ha igaz ra:
egzisztencia &  unicitas &  folytonos fiiggés
a folytonos fiiggés a feladat 6sszes paraméterére nézve (A, b; xg, yo, f, F'; to, zo, f) all fenn:
a feladat megfogalmazasanak kis hibdit a megoldas csak mérsékelten nagyitja fel

A FELADAT NEVE és a

FELADAT | MEGOLDAS KORREKT KITUZOTTSEG FELTETELE

Linearis Algebrai Egyenletrendszer
Ar=b x=A"1 det(A);éOg gy
(@) “y) ¢ (Lokélis) Inverz Fiiggvény Feladat
i f o) | FECT, Flzo) =y, dei(f(zn)) £0
Fa,y) =0 y y(m) és (Lokalis) Implicit Fiiggvény Feladat
y(x()) Fe Ol ) F(ZE(), ?JO) =0 ) det(ng(an yO)) ;é 0

Kezdetiérték Feladat (Globalis véltozata)
T=f(t,x) | 2(t) = Tegu(t) feC®, x(ty) ==,
|f(t,z)—f(t,2)| < L|lz—2| Yt Vz VI

KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK . MEMO

Lokdlis egzisztencia—tétel (PEANO TETEL):
Ha (tp,z9) € RXR™ és RxR" < R™ a (ty, zo) egy kornyezetében értelmezett és folytonos,
akkor az @ = f(t,x), z(ty) = xo feladatnak létezik megoldasa a ty egy kornyezetében.

Nincs unicitds: z(t) = 0 és z(t) = t* egyardnt megoldja a @ = 32%/3, 2(0) = 0 feladatot
Lokélisan, a (tg, zo) = (0,0) koriil sem teljesiil a Lipschitz egyenlotlenség: f(t,x)=322/3
Megoldés csak ty egy kérnyezetében: & =22, z(0) =1 — z(t) =5

Lokdlis egzisztencia— és unicitdstétel (PICARD-LINDELOF TETEL):
Ha még |f(t,x)— f(t,2)| < L|x—Z| is teljesiil a (ty, zo) egy kornyezetében,

akkor az & = f(t,x), z(ty) = xo kezdetiérték—feladat megoldésa egyértelmii.
Kiegészités: egzisztencia és folytonos fiiggés a (tg, xg) kezdeti értékre nézve = unicités.



KOzZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK II. MEMO

PEANO TETEL < Brouwer féle Fizpont—Tétel:
Ha () K C R? konvex kompakt halmaz és f: K — K folytonos, akkor az = f(x) fixpont—
egyenletnek létezik z* megoldasa, amelyet az f fliggvény fixpontjanak is mondunk.

Elokészité definicid Legyen (X, d) metrikus tér. Az f: X — X leképezés kontrakcio a
0 < g <1 kontrakcids dllanddéval, ha d(f(x), f(Z)) < q-d(z,Z) minden z,7 € X esetén.
PICARD-LINDELOF TETEL < Banach féle avagy Kontrakciés Fixpont—Tétel:
Legyen f: X — X kontrakcié az (X, d) teljes metrikus téren. Ekkor az = = f(z) egyenlet-
nek egyetlen z* megolddsa van, és minden xy € X kezd6pontra az xy1 = f(z) iterdcids

sorozat x*~hoz tart, a d(zg, z*) < qukqd(:Eo, x1), k=0,1,2,... konvergencia—becsléssel.

KORREKT KITUZESU FELADATOK II. MEMO

A téblazat megértéséhez a Cramer szabdly és a kontrakciés fixpont—tétel elegendd. (A
harom utolso feladat mindegyike értelmezhet6 gy, mint a kontrakciés fixpont—tétel egy-
egy alkalmazdsa végtelen dimenzids teljes normélt térben.) Nem véletlen, hogy a kezdeti
és peremfeltételekkel ellatott parcialis differencialegyenletek hianyoznak a tablazatbol.

A kozonséges differencialegyenletekkel ellentétben, ahol van altalanos elmélet, a par-
cialis differencialegyenletek elmélete tipusonként mas és mas. Klasszikus megoldasok,
hagyomanyos fiiggvényosztalyok tekintetében a korrekt kitlizottség ritka.

A korrekt kitlizottség — ha egyaltaldn — az altalanositott derivéltakkal definidlt
fiiggvényosztalyokban szokott fennallni. A derivalhaté fliggvény és a derivalt—fiiggvény
fogalma disztribicié— valamint Szoboljev—értelemben egyarant altalanosithaté. Parcidlis
differencidlegyenletek kozelito modszereinek megértéséhez és szamitdgépes végrehajtasa-
hoz szerencsére nincs sziikség igazan kemény absztrakciora.



LINEARIS SKALAZAS £S FELADATOK NORMALALAKJA I. MEMO

HOVEZETES Ha eredetileg u; = Dug,, (t,2) € [0,00) % [0, L], akkor az dltaldnossdg
megszoritasa nélkil feltehetjik, D =1, L =m. A mogottes matematika a kovetkezo:

a T=at>0, y=px€(0,5L] , u(t,x)=U(at,Bx)=U(T,y) linedris helyettesitésekkel

ez utobbi formulat t szerint egyszer, valamint x szerint kétszer derivalva u, = U, - «,
Ugy = Uy, - B adddik, {gy az « és a f paraméterek optimélis megvélasztdsaval

=Dy, , (t,1)€[0,00)x[0,L] = U,-a=DU,,-3*, azazU,=U,, ha BL=résa=Dp>.

Eqgy Konklizio: az 1D homogén Dirichlet peremértékfeladat alapmegoldésai "valgjaban”

2
nem exp (—D(%) th) sin (%nw) ,  hanem et sin(nz) , n=123,...

LINEARIS SKALAZAS £S FELADATOK NORMALALAKJA II. MEMO

LOTKA-VOLTERRA Ha eredetileg & =z(a+bx+cy), y=y(A+Bx+Cy), akkor a 7= o,
x(t) = X (7), y(t) =YV (7) linedris helyettesitésekkel & = X' «, §y =~)' -« alapjan

BX -a=BX(a+bBX+Y) , YV -a=vY(A+BBX+CvY) ésigy az

b A Bp C
27 _ﬁa Qa ) _B, _’}/ él"tékek kOZul hérom
a al ala al o«
— de nem tetszoleges harom — egyenlové teheto 1-gyel vagy —1-gyel, ha az o, 8,7 >0
linedrisan skalazé paramétereket megfeleloen vélasztjuk.

Konklizio: a 2D Lotka—Volterra feladatban a paraméterek szama 6 helyett 3.

IDOMEGFORDITAS AZ i=f(x) KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLET-RENDSZERBEN
Szamitégéppel az == f(z), t €R feladat megoldésa az = f(z), t >0 és az £ =— f(x),
t > 0 feladatok egyiittes megolddsat igényli.



A D1rrU0z10 u, = —DIV(F)+ f EGYENLETENEK TipPusai MEMO

Az F férész az u = u(t,z) ismeretlenben szokds szerint linedris, de az f mellék-
rész/forrastag u—ban nemlinedris is lehet — a kémiai interpretdciéban v = f(u) a reakcid.

o diffuzié: F'=F = —kigradu

e advekcié: F =F, = kouv, ahol v = v(t, z) az dramlé kozeg ismert sebessége
o advekcio-diffuzio: F=F 4y = —kigradu+ kuv
o reakci6diffizié: F = F, ;s = —a’gradu, de f = f(u) és nem az eddigi f = f(t,z)

ha a kémia @ = f(u,v), v = g(u, v), akkor u} = a*Au+ f(u,v), v, = f2Av+g(u,v)

chemotaxis—diffuzi6: (a szaporodni is képes baktérium (koncentréacidja u) menekiil
egy kémiai folyamatban képz6d6 méreg (koncentrécidja c) e161) a c,=a*Ac+ f(c)
méreg—egyenlethez csatolt v, = 32Au—¢div(ugradc) + g(c,u) baktérium—egyenlet
mogott F = F pypis—aiss = —Lugradc— B2gradu és i = g(c, u) dllnak

Mindezek a parcialis differencidlegyenletek illetve rendszerek
a perem-— ¢s a kezdeti feltételekkel egyiitt értenddk.



A DIFrUZIO 1D NEUMANN FELADATANAK F1zIKAJA (D =1, L =7) MEMO

Szorzat alaki tartoményon (téglatest, korlemez, gémb etc.) a megoldas eléallithatd klasszi-
kus ortogonalis sorfejtésekkel. Diszkretizacids modszerek mindig rendelkezésre allnak.

Ha a feladatban t >0 és x € Q C R™ korlatos tartomény, akkor — amint az a maximum
elv megfogalmazdsdhoz kell — Qp = (0,T) x Q és 8,07 = ({0} x Q) U ((0,T] x 09).

MAGA A FELADAT
— megoldés sorfejtéssel
— diszkretizalt megoldas

megmaradési elv

homogenizalodas

maximum elv

up=ul, & N BC & IC

Jo u(t, z) dz = const

RS ()
= (proven by Gauss)

Max( z)eo, 0, U(t, )

D04+ ee ™t cos(n)

u(t,z) = = [ g(x)da
as t — 00

cannot be
easily seen
(proven by Pdlya)

Uy = ANy, Ug =g

Ay is a doubly
stochastic matrix

T 1
f01"0</,bzﬁ§§

Perron—Frobenius:
Ak — 117 as k —
r=1v=1,w" =17

an easy backward
averaging
argument




PERRON-FROBENIUS MEMO

Legyen A >0 és 3 k*, hogy A* > 0 (azaz A nemnegativ, primit{v métrix).

Ekkor |\, < | Au—1| < ..o < |Ae] < A1 =7 (azaz 0 < r domindns sajatérték),
Av =7rv, wI'A =rw!, domindns sajatvektor jobbrél v > 0, balrél w’ > 07,
a w!'v =1 norméléssal,

1

—kAk—>va ha k£ — oco.
r

STABIL KORFA MEMO

Leslie métrix L = L,, = Ly (ahol is min k*(n) = n+2, specidlisan min k* = 6).

0 b1 by Ds
s 0 0 O 1 s . "
L= 0 s 0 0l br > 0 sziiletési/birth , sp >0 tulélési/survival ratak
2
0 0 s3 O
7y
= N = L = (vwh)x? = (Ww'x%)v ha k— oo
I rk '
k
Ly

Karakterisztikus polinom: py(\) = At —b15; A% — bys189\ — b3518983.
Cserebogaras évjaratok (ahol is by = by =0 és b3sys9s3 = 1): ps(\) = A —1, de ekkor
Mo2sa={l,i,—1,—i} (négy ciklikus sajatérték, a matrix irreducibilis, de nem primitiv).



1D NEUMANN FELADAT MEMO
wy,=Dul, , u(t,0)=ul(t,L)=0 , wu(0,z)=g(x)e(0,1) , t>0,0<z<L
diffuzié—egyenlet , homogén Carl Neumann peremfeltétel , kezdeti feltétel — anyagkon-

centracié valtozasa, homogenizdlodasa, kiegyenlitddése zart kémcesoben
0<u(t,z) <1 és fOL (t,x)de =1 fOLg(x) dr akar a kémia akdr a matematika miatt

Linearis skalazas, normalds, "dimenzidtlanitdas” = D=1, L=
Diszkretizacié: u;; ~ u(it, jh) ahol 7>0, h= 0,1,2,..., 7=0,1,...,N
ahol Neumann Janos szerint legyen érvényes a stabilitasi feltétel
A diszkretizécié az Ax Perron—Frobenius matrixhoz vezet
a sarkokban a numerikus peremfeltétel érvényesil és ug; =g(jh), j=1,2,...,N—1

ATMENETGRAF MEMO
Legyen A = {a;;};,_, > 0 tovdbbra is nemnegativ métrix.
Az altala meghatarozott G = G(A) atmenetgraf csicsai és irdnyitott élei :

V(G)={12,...,n} illetve ({i} = {j}) € E(G) & aj>0.
Az index—csere értelmes volta az L4 Leslie matrix bioldgiai interpretaciéjabol latszik :

1 0

Lemma. Legyen A={a;;};_, 0-1 matrix. Ekkor {Ak}m. a G(A) dtmenetgraf j—edik
csucsabol az i—edik csucsaba vezeto k hosszusagu irdnyitott utak széma.

Kévetkezmény. Altaldnos A >0 esetén A* >0 pontosan akkor teljesiil, ha az dtme-

netgraf barmely cstcsabdl barmely csticsaba van £* hosszisdgu iranyitott 1t.
Vildgos, hogy ekkor az atmenetgraf mint iranyitott graf erésen 6sszefiiggd. Matrixokra

atfogalmazva, primitiv matrix sziikségképpen irreducibilis is.



