A F11ZHUGH-NAGUMO (1) EGYENLETRENDSZER DINAMIKAJA:

Az idegroston végighaladd akciés potencidl Hodgkin—Huxley modellje
(amely matematikailag egy linearis parabolikus parcialis egyenlet nemlineéris
csatoldsa a kapuvaltozokra felirt harom kozonséges differencidlegyenlethez)
mindmaig tul bonyolult ahhoz, hogy alkalmazhato legyen akarcsak néhany
idegrostbol allo halozat leirasara. A FitzHugh (amerikai neurofiziologus,
1961) és Nagumo (japéan villamosmérnok, 1962) altal egyméastol fiiggetleniil
felirt egyszertisitett modell két egyméshoz csatolt kozonséges differenciéle-
gyenletbdl all6 rendszer, amely szemléltetni és magyarazni képes a Hodgkin—
Huxley modell tulajdonsagai koziil 1.) az ingerkiiszéb (helyesebb azt mon-
danunk, hogy a nem pontszertd, de mégis éles ingerkiiszob) létezését, 2.)
az akcios potencial gyors, szinte robbands—szeri kialakulasat, valamint 3.)
az idegrost regeneracidjahoz (tjabb inger “fogadasara” vald képessége vis-
szanyeréséhez) sziikséges pihenési/relaxéacios idészakasz relativ hosszusagat.
Legfontosabb elénye, hogy nagyobb méretii! idegrendszeri halézatok vizs-
galatara is alkalmas. A Fitzhugh—Nagumo egyenletrendszernek térvaltozoja
nem lévén, utazé hullim sem létezhet benne.?

Most kovetkezik a FitzHugh—-Nagumo egyenletrendszer egyik leggyakrab-
ban hasznalt, J. Cronin — bocsanat —, Dame Jane Cronin: Mathemati-
cal Aspects of Hodgkin-Huzley Neural Theory, Cambridge University Press,
Cambridge, 1987 konyvébdl vett) valtozata:
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x:c<y+m—§:l: +I> ) y:E(a—x—by), (1)
ahol a,b,c > 0 és I € R konstansok, amelyekre b < 1 és ¢> 1 (ésigy b < ¢
és b < ).

'az igazan nagy mérett idegrendszeri halézatokra “fire and integrate” tipust illetve
sztochasztikus modelleket szokas hasznalni

*Ha a v, egydimenzios diffizio-operatort hozzairjuk-hozzaadjuk a v = v—% v3—w+I,
W = a+ v — yw rendszer elsG egyenletének jobb oldalahoz, akkor reakcio—diffizié egyen-
letrendszert, s abban utazé—hulldm helyett utazé—pulzust kapunk, amint az a Scholarpedia
“FitzHugh-Nagumo model” ismertetésében gyonyortien latszik. Végss soron az utazd—
pulzus is utazé-hullam, éspedig olyan v(t,z) = V(z — ct), w(t,z) = W(x — ct) alaka
két—koordinadji utazé hulldm, amely a d+oco-ben ugyanazt a koordinatakénti konstans
értéket veszi fel (derivaltjaik pedig egyarant a nulla értéket), s amelynek megkerése az
us = u(l — u) + ug, Fisher—egyenlet esetében tanult modszerek mindegyike alkalmas. A
¢ hullamsebesség nem elére adott: az elvileg lehetséges sokféle hullamsebesség kozil a
Természet az erds stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkez6t részesiti elényben: ez az, ami
ténylegesen meg szokott valosulni. Itt a v valtozo fesziiltség—jellegti és Gnmagara pozitiv
visszacsatolassal van raeresztve, mig a w relaxacios jellegt és negativ visszacsatolassal hat
Onmagara.



A (1) egyenlet I =0, a = b = 0 specidlis esete megegyezik a Van der Pol
egyenlet egyik Lienard féle alakjaval:

1 1 A 1,3 _
—#(1—352)33-1-96 =0 (y =r—— a3 okén) & { 9.6_ /i(x 3 y)
3 7 y=,.

A Van der Pol és Bonhoeffer® korabbi munkassigaval valo kapcsolat mi-
att FitzHugh sajat egyenletrendszerét Bonhoeffer—Van der Pol oszcillatornak
nevezte el, s ez az eredeti elnevezés Japdnban ma is eleven.

Az id6 linearis atskalazasa-atparaméterezése révén® — konnyen elérhetjiik,
hogy a (1) rendszer két egyenletének jobb oldalin a formulakezdd (c, %)

konstans—péar helyett a (02, 1) illetve az (1, c%) konstans—par alljon:

- = . 1 = —L .
y=a—... y:E<a—x—by) —Cga

Mivel ¢ > 1 miatt 0 < e = C% < 1, a bal és a jobb oldali egyenletrendszerek
egyarant arra utalnak, hogy = a gyors, y pedig a lassu valtoz6. A bal oldali
egyenletrendszer altalanos felirasa

EZ;) i {]EZ’ Zj; } , az un. szinguldrisan perturbalt kozonséges differencidlegyenletek normalalakja,
- Y

(2)

a jobb oldali egyenletrendszeré pedig
v = f(’U, w)

W = (v, w) } , ami egy specidlis alaki regularis perturbacio . (3)

A (2) differencidlegyenlet—rendszer 0 < £ < 1 paramétere nem a kis paraméterek
szokasos & = f(z) + eg(z) vagy @ = f(e,x) szerepét tolti be. Az ¢ — 0T
hataratmenet a (2) egyenletrendszert egy eddig altalunk nem ismert feladat—
tipusba viszi:

2):_1;((1;, 12))) } , az un. algebro—differencial avagy differencidl-algebrai egyenletek normalalakja.

(4)

3Karl Friedrich Bonhoeffer német kémikus idGsebb testvére volt Dietrich Bonhoeffer
evangélikus lelkésznek, aki egyik legismertebb aldozata lett a Hitler elleni sikertelen 1944
julius 20—ai merényletet kévets bosszi—hadjaratnak.

dvaloban, a 7 = 0t, X(7) = z(t), Y (1) = y(t) (és igy X'(7) 9 = &(t), Y'(1) 9 = 9)
transzforméagio az © = f(z,y), ¥ = g(x,y) egyenletrendszert az X' = %f(X, Y)Y =
1 9(X,Y) egyenletrendszerbe viszi, s most legyen ¥ = 1 illetve ¥ = ¢




Vildgos, hogy a (4) feladat megoldasa komoly nehézségekbe iitkozik a 0 =
f(v,w) algebrai kényszerfeltétel miatt. Hozza képest a (3) egyenlet az ¢ = 0
hatarhelyzetben a roppant egyszerd, dimenzié—cstkkentd

uq))f ({ (v, w) } alakot 6lti, melynek trajektoridi a vizszintes, w = const. egyeneseken haladnak.
()
Most a szokasos matematikai eszkozeinket hasznélva visszatériink a (1)
egyenletrendszer vizsgalatahoz.?

A nulla—izoklindk egyenlete

a—x

b

1
y:Q(:v):—:c+§:r3—I illetve y= L(x) =

Nagy szerencsénkre '(z) = =1+ 2% > —1 és L'(z) = — 3 < — 1. Tehat a
parameéterek 6sszes megengedett értékére az y = Q(z) harmadfoka parabola-
nak lokélis maximuma van az * = —1, lokdlis minimuma az * = 1 ko-
ordinatanal. A derivaltakra kapott egyenlétlenségek geometriai kévetkezménye,
hogy az y = L(x) egyenletii egyenes és az y = Q(x) harmadfoka parabola
egyetlen pontban metszik 4t egymést. Legyen ez a pont P = (x, y.), amely
a (1) rendszer egyetlen egyensilyi helyzete. Az L egyenes P ponttol balra
és felfele 16ve felegyenesén a (1) dltal meghatarozott vektormezd vizszintesen
jobbra, a komplementer félegyenesen vizszintesen balra mutat. A @ harmad-
foku parabola pontjaiban a vektormez6 fiigg6leges, a P pontto6l jobbra lefelé,
balra pedig felfelé mutat.

Most részletes fazisportré—analizis kovetkezik az I paraméter fiiggvényében,
amikor is a tobbi paramétert konstansnak valasztjuk. Az I novelése a P pon-
tot jobbra tolja el (a fligg6legesen lefelé mozgo) harmadfoki parabolan. Ezt
a geometriailag nyilvanval6 eredményt analitikusan is kdnnyd levezetni: a

)+ 3 ) 1= QD) = yull) = Laa(1)) = 2D

egyenletet az I szerint derivilva

1
— (D) + 5 32Dl (D) - 1= =1,

Latni fogjuk, hogy ezek az eszkézok, hiszen (még a végtelen tavoli pont esetén is)
lokalis jellegiiek, mennyivel kevesebbet tudnak mint a globalis analizis eszkdzei, amelyek
kozé a szamitégép is besorolédik. Egy mérndk szamara az igazan hatékony eszkéz a
szamitogép: de azt is latni fogjuk, hogy a szamitogépes eredmények helyes interpretalasa
végett a (2)—(5) kitérs sem volt teljesen felesleges.



majd ebbsl

1
:ci([)(— 1+5+aﬁz(I)) =1, sigy 0<b<1 révén a,(I) >0 adédik .
Vegyiik észre, hogy a fenti levezetés az z,. = . (I) implicit fliggvény létezését
és egyértelmiiségét is igazolja.

A végtelen tavoli pont taszito, amint azt a V(z,y) = i z? + 5 y? Lia-
punov fiiggvény mutatja. Valoban, a rendszer szerinti derivalt az

% V(x(t),y(t))}t:D = (:1:x'+yy) ‘t:O = :c(y—k:z—% x3+I) +y (a—x—by) = x2—é st Tz+ay—by? < 0
egyenl6tlenséghez vezet, amely minden elég nagy x és y értékére teljesiil.
(Szerencsére az xy vegyes tagok kiestek, s igy csak az szamit, hogy az z—ben
és az y-ban dominans tagok elGjele negativ.)
A kbvetkezd lépés a P = (w4,ys) pont koriili linearizélas és a peri-
odikus palyak szambavétele. A P ponthoz tartozé Jacobi matrixot kdnnyd
meghatarozni, és a P pont (mint egyensulyi helyzet) tipusdnak meghatarozasa
sem nehéz: a nyom-determinans (T-D) diagramm modszere kényelmesen és
kozvetleniil alkalmazhaté. Valéban,

J(P) = c(1 — z2) c T =c(1—22)— b/c<0 pontosan akkor, ha z2>1— b/c?
-\ —1/e  —=b/c D=1-b(1-22)>0, amely szerencsére mindig teljesiil .

A P egyensilyi helyzet stabilitasvizsgalataban tehat 6t esetet kell megkiilon-
boztetni, attél fiiggben, hogy a P vizszintes koordinataja hol helyezkedik el

a ke = +4/1— b/c? # 0 allandokhoz képest:

T < K_ = a P attraktor (a pozitiv id6ben aszimptotikusan stabil)

Ty = K = a P-nél Hopf bifurkiciéval egy aszimptotikusan stabil periodikus pélya sziileti
xy € (k—,k4) = a P repellor (a negativ id6ben aszimptotikusan stabil)

Ty = Ky = a P-nél Hopf bifurkaciéval egy aszimptotikusan stabil periodikus pélya hal me
Ty > Ky = a P attraktor (a pozitiv id6ben aszimptotikusan stabil.)

Azt, hogy az z, = k_ értéknél sziileté periodikus palyak csaladja ugyanaz
a periodikus pélyacsaldd, mint amely az x, = xy értéknél meghal, azt nem
tudhatjuk. Hopf tétele® csak azt mondja ki, hogy egy—egy periodikus (és az
x, értéketdl folytonosan fliggs) gorbecsalad értelmezve van a paraméter ., €

SHopf bifurkaciés tétele azt a folyamatot irja le — mintapélda a polarkoordinata—
rendszerben értelmezett # = r(u — %), ¢» = —1 rendszer — amikor is a paraméter
novelése révén egy egyensilyi helyzet p < 0 aszimptotikus stabilitasa attevédik egy abbol
fokozatosan kinévs I'y, u > 0 periodikus megoldas—csalad tagjaira. Esetiinkben az ottani



(k—yk— +¢)U (Kt — &, k) értékeire, ahol 0 < e < 1. De ebben a dologban
helyesen tessziik, ha rabizzuk magunkat a szamitégépre, kiilondsen akkor,
ha jaratosak vagyunk a szabadon hozzéférhets és MATLAB—kompatibilis, a
paraméter menti folytathatésag elvén alapulé6 MATCONT programcsomag
hasznalataban.

Mostantdl kezdve tegyiik fel, hogy az I,a,b paraméterek egy konkrét
megvalasztasa révén a P = (x4, y.) pontot ugy tudjuk rogziteni, hogy x. €
(k—, k+) legyen, amikor is a P pont mint egyenstlyi helyet repellor (a negativ
idében aszimptotikusan stabil). A ¢ paraméter ettdl még valtoztathato
marad és valtoztatni is fogjuk. Tovdbbra is feltessziik, hogy ¢ > 1.

A szamitégép mas, az eddigieknél fontosabb periodikus palyak létezését is
ki tudja mutatni az (1) rendszerben. Ha egy trajektoria kezdépontjat mind-
két koordinatdban viszonylag nagynak valasztjuk, akkor az a trajektoéria az
6ramutatd jardsdnak megfelelGen korben forogva, egy sziikiil§ spiralisra em-
lékeztet6 moédon ratekeredik—rahtizédik egy periodikus palyara, amely az y =
Qx)=—=x +% 23 — I fiiggvénygorbe lokalis maximum- és lokalis minimum-—
pontjat (azaz az M+ = (=1,Q(—~1)) € R2 ésaz M~ = (1,Q(1)) € R? pon-
tokat) egyarant tartalmazza. Ha a ¢ paramétert minden hatéron tal noveljiik,
akkor ez (a ¢ > 1 paraméterrel indexelt) {I'.}cs1 periodikus palyacsalad egy
szokatlan, altalunk eddig még nem latott I'o, alakzatra zsugorodik Ossze,
amely négy részbdl all:

a.) az M™T pont és az y = Q(xz) fiiggvénygorbe egy J # M™ pontja kozotti vizszintesen szakasz
b.) az y = Q(x) fiiggvénygorbe J pontbol lefelé indulo ive, egészen az M~ pontig

c.) az M~ pont és az y = Q(x) fiiggvénygorbe egy B # M~ pontja kozotti vizszintesen szakasz
d.) az y = Q(z) fiiggvénygorbe B pontbol felfelé indulé {ve, egészen az M ™ pontig

1 bifurkiciés paraméter szerepét az I paraméter jatssza. Mivel azonban z/, (I) > 0 [és mert
z’,(I) az T korlatos halmazain el van vagva mind a 0-t6l, mind a co-t6l], I helyett az .
is tekinthetd paraméternek. Hopf tételének alapvetd feltételeit a D és a T tulajdonsigai
alapjan konnyi ellendrizni:

dRe)\l,g
dx.

1 dT

1
wi):ni S T=0 & )\1,2::t§\/—D valamint

ami pozitiv szam a k_ és negativ szam a k4 értékére. A geometria nyelvén mindez azt
jelenti, hogy a két reménybeli bifurkici6s pont mindegyikénél a J(P) Jacobi méatrix A1 2
sajatértékei tiszta képzetes szamok, amelyek az x, bifurkiciés paraméter ndvelésénel a
C komplex szamsik fiiggleges tengelyét z¥ = x_-nal balrél jobbra, 2 = ki-nal pedig
jobbroél balra, nem—nulla sebességgel metszik. Igazabol még sziikség volna a Hopf féle
bifurkacios tétel legutolso, egyetlen igazan razos (de szerencsére majdnem mindig egy—
valoszintiséggel teljesiils) feltételének ellendrzésére is, de ez utébbit a mérnoki gyakorlat
altalaban figyelmen kiviil hagyja.



Az a.) és a c.) vizszintesen szakaszok a (5), esetiinkben tehat az & =
y—Q(x) 2 0, y = 0 differencidlegyenlet—rendszer jobbra illetve balra halado
trajektoriai, a b.) és a d.) gorbeivek pedig a (4), esetiinkben tehat a 0 = y —
Qx),y= b(L(az) —y) < 0 algebro-differencialegyenlet rendszer trajektoriai,
amelyek az y = Q(z) fliggvénygorbe egy—egy darabjan lefelé illetve felfelé
haladnak.

Mivel a ¢ — oo hatérérték—képzést nem elég finoman vettiik figyelembe,
nem tudtuk megindokolni (jollehet a szamitogép erdteljesen sejteti), hogy I'.
periodikus megoldas az a.) és a c.) vizszintesen szakaszokhoz kozeli részeinek
befutasi ideje a 0-hoz, a b.) és a d.) gorbeivekhez kozeli részeinek befutési
ideje pedig a co—hez tart.

Minden elegend@en nagy ¢ paraméter esetén (azaz ha ¢ > 1) a ', pe-
riodikus pélya aszimptotikusan stabil és (mint periodikus palyara) az unic-
itas is teljesiil ra a 'y alakzat egy kornyezetében. A T'. periodikus palya
neve relazdcids oszcilldcid.” Menet kozben a (1) egyenlet bevezetése el6tti
bekezdésben felemlitett 1.), 2.), 3.) tulajdonsagok is (a 3.) tulajdonsag csak
részben) igazolast nyertek.

T A relaxacios oszcillaciok kialakulasaban az y = Q(z) és az y = L(z) fiiggvények alabbi
tulajdonséagai jatszottak csak szerepet:

i.) a Q figgvény grafikonja két végtelen, monoton névekvs ag kozott egy véges, monoton csokkend dgat tartalmaz

ii.) a Q fiiggvény lokalis s szélsGértékei nem elfajultak, azaz Q'(s) =0, Q" (s) #0

iii.) minden mas pontban Q'(z) # 0 és minden pontban L'(z) < 0

iv.) a @ és az L fiiggvények grafikonja egymast egyetlen pontban, a @ csékkens aganak egy bels§ P pontjaban metszil

Mindez természetesen a (1) rendszer

p=c(y+Q@) 9= (L@)-y)

alakd altalanositasaira érvényes, a ¢ paraméter ¢ > 1 értékei esetén.
A {T'.}es1 periodikus pélyacsalad a tovabbra is értelmezhets I'o, alakzatbol globalis
bifurkaciéval keletkezik. Egy globdlis bifurkdcid nem a megszokott lokalis analizis része.



Ezcurzus: A PARAMETER MENTI FOLYTATHATOSAG ELVE, amelyet a
MATCONT programcsomag kapcsan emlitettiink meg, az egyik legfontosabb
az egész matematikai analizisben: keskeny és elvileg bizonytalan, de a gyako-
rlatban sokszor sikeres atmenetet képez a lokilis és a globalis, vagy legalabbis
a nem-lokalis analizis k6zott. Tobbek kozott azt is jelenti, hogy egyensulyi
helyzetek vagy periodikus palyak egy, a (nevezziik igy) pu € R paramétertol
folytonosan fiiggé csaladja sem nem sziilethet, sem nem halhat meg “csak
dgy”, bnmagiban. Egy periodikus palyacsalad elszallhat a végtelenbe, beleiitkdzhet
és beleolvadhat egy mar korabban is létezd egyensilyi helyzetbe (ez a Hopf
bifurkéci6 egyik alesete, a Hopf halal), vagy megsztinhet egy mésik peri-
odikus péalyacsaladdal egyiitt egy iitkozésben, de levalhat réla egy tjabb
periodikus palyacsalad (ez a periodus—kett6z6 bifurkacio egyik alesete), s6t
3D-t6l folfelé létrejohet mellette egy invarians térusz—csalad is, és mindez
a tipikus esetekben a megfelel§ stabilitasi és/vagy nyereg—osztalyokon akar
beliil, akir azok kozott, de nem a teljes Gsszevisszasagban.

A paraméter menti folytathatosag elvét legegyszeriibb formajaban a g(x) =
0 algebrai egyenlet megoldasainak kiszamitasdra hasznalhatjuk, ahol ¢ :
R? — R? sima fiiggvény. Vélasszunk egy olyan go : R? — R? sima fiiggvényt,
amelynek ismerjiik nehany gyokét: legyen ezek egyike zo € R?. Definialjuk
a

G:[0,1]xR*—>R* | (A\z) = G\z)=(1-Ngo(z) +Ag(x)

fliggvényt, és vegyiik észre, hogy minden x € R? esetén G(0,z) = go(z) és
G(1,z) = g(z). Kiindulva a go fiiggvény zg € R? gyokébdl, a szamitogép »
§6 eséllyel « meg tud hatarozni egy olyan paraméteres v : [0, 1] — R? gérbét,
amelyre G(\,7(A)) = 0 minden A € [0, 1] paraméter esetén. Ha ez tényleg
sikeriil, akkor (1) megoldasa a g(x) = 0 egyenletnek. De mitél sikeriilhet
ez és miért van jo esélye a sikernek? Azért, mert az eredeti g(z) = 0 egyen-
letet beagyaztuk a G(\, z) = 0 egyenletek egyparaméteres seregébe. Lépésrol
lépésre a A paraméter csak kicsit valtozik, igy mindig kozeli egyenlet—parokat
kell megoldanunk, amelyre kényelmes lokalis médszerek vannak: azaz a
gorbe értelmezési tartomanyat mindig egy kicsivel, [0, x]-16l [0,k + £]-ra
tudjuk noévelni. Ez pontosan akkor problematikus, ha éppen beleakadunk
egy bifurkacioba. A bifurkicié jelentheti azt, hogy onnantél kezdve nem
egyetlen gérbe megy tovibb, hanem mondjuk — és ez a helyzet vasvilla bi-
furkagio esetén — héarom, s igy a g(z) = 0 egyenlet harom kiilonb6z6, v1 (1),
v2(1), v3(1) megoldasahoz jutunk. De az is megtorténhet, s nyereg—csomo
bifurkacional ténylegesen meg is torténik, hogy nem tudunk egy kézbiils
0 < Ao < 1 paraméter {6lé menni: az addig el6rehaladé gérbe szépen vis-
szafordul (és ha egy mésik nyereg-csom6 bifurkicié nem forditja megint a



novekvs Ak iranyaba), akkor ahova végiil is befut, az nem a g(z) = 0 egyen-
let egyik megoldasa lesz, hanem amibdl kiindultunk, a go(z) = 0 egyenlet
megoldasa. Aki mindezeket le tudja rajzolni a 3D két parhuzamos és per-
sze 2D sikja kozott (az els6 sikon az & = go(x), a masodikon az & = g(x)
differencidlegyenlet egyensilyi helyzeteivel), az érti jol. Es kicsit se legyen
szomoru senki, ha sem az elsé, sem a masodik probalkozasra nem sikertil. A
tipikus az, hogy egy végleges, valoban jo dbrat is csak fokozatos javitasok,
finomitasok révén kaphatunk.



