IDEGROST AKCIOS POTENCIALJANAK HODGKIN-HUXLEY MODELLJE

Hodgkin és Huxley a tintahal 10 cm hossz, 0.5 mm vastag idegrostjat
vizsgaltak, amelyet henger alakt vékony hartya/membran borit. A membran
belss oldalan V' = Viembrane(t, x), kiilss, "foldelt" oldalan pedig V = 0 a
membran—fesziiltség. Az idegrost/axon belsejében hosszirdnya, Iyzon(t, )
elektromos dram halad, melyet Ohm torvénye szerint a

0

2 V(t,x) = =R Lizon(t, x) (1)
differencialegyenlet ir le. Erre az dramra transzverzalisan, a membranon at
Inemprane (t, ) elektromos aram folyik, amelyet a

0
Imembrane<t7 Z’) = _% Ia:con(tv .’E) (2)

képlet hataroz meg.

A membranon it az axon hossztengelyére mergleges ionaramlés van, ame-
lyet a fesziiltség—kiilonbség, valamint a membran kiils§ és belsé oldalan 1évé
oldatok ion koncentracié—kiilonbsége tart fenn. Hodgkin és Huxley a C¢~
klor, a Nat natrium, és a KT kilium ionokon kiviil minden mas iont el-
hanyagolhaténak talaltak, ezekrél az ionokrél pedig feltételezték, hogy ki—
be vandorlasuk soran a membran kiilonboz6 (ugyancsak feltételezett, hiszen
latni nem lathattak éket) C¢, Na, K csatornait/kapuit hasznaljak. (A C¢~
az Osszes szivargo/leaky iont reprezentélja, a C/¢ csatorna/kapu sem nem
zarodik, sem nem csukodik.)

A membrant helyettesité dramkori modellt Hodgkin és Huxley négyes
soros kapcsolasként hataroztak meg:
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A soros kapcsolas masodik d4gan a membran mint kondenzator Cp; kapac-
itasa iil, a tobbi 4gon pedig az egyes ionaramokra vonatkozé specifikus Rgy,
Rna"""" = Rna(V), Rk = Rk (V) ellenallasok. Utébbiak reciprokai
rendre a goy, ENa, 8K vezetGképesség. A membran—fesziiltségtol valdo nem-
linearis fiiggésre tehat mostantél kezdve csak a vastag bettik utalnak.

A haromfajta ion egyensulyi potencialja rendre Voy = — 68mV, Vy, =
56mV, Vi = —7tmV. Oket a soros kapcsolas megfelelé ion-agan mint
elemet(battery) vesziink figyelembe. A négyféleképpen indexelt I bettk az
egyes dgakon atfolyd aramerGsségeket jelentik. Magatol értetédik, hogy

1

V—Vee = Reelee, V = CMICM , V—=VNe=RNalna, V—-Vk =Rklk,

azaz

Ice = 9ce(V—Vee) , Icy, = CuV, Ing = gna(V—Viva) , I = gx(V—Vk).

Az is vilagos, hogy Istim = Ice + Ic,, + INa + Ik ahol Igy, a membran
bels6 oldalara hato gerjeszté aramot jeloli (valamint Isim = Lnembrane)- 1Y
a membramot pontszeriiként, tehédt az I,.o, nélkiil felfogva, a

OV = —gu(V —Ver) — gna(V — Viva) — gx(V — Vi) + Lstim ~ (3)

kézonséges differencidlegyenletet kapjuk.

A membrant helyettesité aramkori modell és annak matematikai kezelése
Hodgkin és Huxley to6bbéves munkajanak utolso fazisa volt. Az elektrofiziolo-
giai méréseknek — amelyeket a Jane Cronin konyvébél vett matematikusi
targyalas a V. — gna(V) és a V. — gk (V) fliggvények meghatérozasara
redukdl — sok—sok buktatdja volt. Az 1950 koriili mérési technologidk az
egyes hatésok és jelenségek (azt sem lehetett pontosan tudni, hogy egyéltalan
melyek ezek) széjjelvalasztasara, egyenkénti meghatarozésara nem voltak al-
kalmasak. Az akciés potencial ionaramlasokkal torténd kvalitativ és kvan-
titativ magyarazatahoz Hodgkin és Huxley rengeteg labormunkaval, az ad-
digi mérési médszerek roppant Stletes felturbozasaval valamint j modszerek
kifejlesztésével jutottak el. Az axon teljes hosszdban elhelyezett eziistdrot
nem az § Otletiik volt. A membran teljes kiils6 oldalat azonban 6k tudtak
elészor ekvipotencidlis feliiletté tenni, éspedig az altal, hogy arra — tébb-
szori visszacsatolassal — aramot vezettek. Az eziistdrot az axon hosszaban
gyakorlatilag nullava tette az ohmikus ellenallast, igy eldszor nekik sikeriilt az
Lnembrane dramot az I,.on, dramrél teljesen levilasztani. Azt is észrevették,



hogy az ezlistdrot feliiletét kezelniiik kell, hogy azon semmiféle kémiai reak-
ci6 se johessen létre. Azt is fel kellett deriteniiik, hogy a korabbi mérések!
egy jelents része artefact—okhoz vezetett?.

A matematikai el6készités utan a stratégia egyértelmiinek ttinik. A (1)-
(2) egyenleteket is figyelembe véve, reakcio—diffizio egyenletrendszer adodik,
amelynek utaz6 hullaima maga az idegroston végighalado akcios potencidl. A
hullamsebesség értékét egyrészt a matematikai modell alapjan, szdmitogép-
pel hatarozzuk meg. Masrészt magat az axont ingerelve, kdzvetlen biolégiai
kisérlettel is megmeérjiik. Ha a két adat numerikusan kézel van egymashoz,
akkor megnyugodhatunk. Hodgkin és Huxley a 18.8 7= értéket szamoltdk,
illetve a 21.0 2 értéket mérték. Ez a csaknem-—egyezés azt mutatja, hogy
gondolatmenetiik, biofizikai kisérleteik, és numerikus szamitasaik egyarant
helyesnek bizonyultak. Az odavezetd Gton azonban volt még egy matem-
atikai csavar.

AV — gna(V) és a V. — gk (V) fliggvények meghatarozasara a ter-
mészetes dtnak a mérések dltal meghatarozott fliggvényértékek interpola-
ci6ja tlnik. Hodgkin és Huxley azonban nem ezt az utat valasztottak, hanem
olyan kozonséges differencidlegyenlet-rendszert irtak fel, amelyben a Na™ és
K™ iondramlasok altaluk megismert és a friss axon—preparatumokon kiilén—

LA tintahal 6rias axonjaval akkor mar legalabb tizendt éve komoly idegélettani kisér-
letek folytak. A kutatok részére kapora jottek az Orids axon meéretei. Az 6rids axon
vastagsaga szokatlanul gyors ingeriiletvezetést tesz lehetévé. A tintahal ebbdl dgy "prof-
ital", hogy izomtoémlGjét, amelybsl a menekiilésre hasznalt erds vizsugarat 1ovelli ki, a
ragadozé észlelésével gyakorlatilag egy id6ben tudja hirtelen 6sszehtizdédasra késztetni.

?Artefact-okkal a szamitogépes matematikiban Magyarorszagon Roska Tamés
villamos—és Hegedis Istvan héjszerkezetes mérnokok taldlkoztak el§szor, még a hat-
vanas évek végén. Ezek hihets, formés szamolasi-szimuléciés eredmények voltak ... és
ugyanakkor teljesen hamisak. Ha a numerikus zaj a kapott eredményeket teljesen el-
boritja, akkor mindenki tudja, hogy a szimulaci6 valami okbo6l nem sikeriilt. De a
szamitogépes eredmények nemcsak gy lehetnek hibasak, hogy teljes Gsszevisszasagot és
rendezetlenséget mutatnak. Kaphatunk szemet gydnyorkddtetd struktarakat, onmaguk-
ban logikus(nak tinG) szabalyszeriségeket, amelyek mogott egyaltalan nincsenek miiszaki
vagy természettudoméanyos tények. Az artefact kifejezést ezekre szokas hasznalni. Struk-
turdlisan szennyezett anyagokkal valé munka kdnnyen vezethez erds, de strukturalt za-
jokhoz, amelyeket nem konnytd a valodi effektusoktol megkiilonboztetni. Az artefact
tehat minden szakméiban megjelenhet, és ezen a szokasos okossdg nemigen tud segiteni.
Az artefact oka kiilonb6zs, egymastol nem szétszalazott hatésok groteszk keveredése is
lehet. Hogy egy példat mondjak, 6rids—matrixok amugy teljesen "szabalyszerd" numerikus
sajatértékszamitasa sajnos gyakran vezet jellegzetes, markans hibdkhoz. Ezt az artefact je-
lenséget el6szor Lloyd Nicholas Trefethen oxfordi matematikus volt képes megmagyarazni.
A magyarazat egy teljes konyvet tesz ki.



kiilon mért adatai kézvetleniil — els6dlegesen a
gna(V) = gRa m* (V) h(V) & gx(V) =grn'(V)

formulédkban szerepls m = m(V), h = h(V), n = n(V) fiiggvények (és gna,
Jx konstansok) megvalasztasa révén — megjelennek.

Az m, h,n kapuvaltozok, pontosabban az m3h szorzat és az n* hatvany
azt a valoszintséget szeretné modellezni, hogy a Na illetve a K kapuk men-
nyire vannak nyitva (ahol is m és h a K kapuk nyitasara illetve zarasara
szolgélnak). Az Na és a K kapuk nyitottsaga a rajtuk ataramlani tudo
iondramnak felel meg. A membran nyugalmi potencidlja (a hartya belss
oldaldn) Vyest = — 71lmV, a kiils6 oldala ugymond "foldelve" van. Az akcios
potencialt hirtelen felivelését egy, a membran bels§ oldalara hato fesziiltség—
16kés éri. A membran nyugalmi potencidlja Ez a fesziiltség—l6kés noveli a
membran aktuélis potencidljat, ami nyitja a Na kapukat. Kiviilrsl befelé
Na™ ionok indulnak be, amelyek az akciés potencialt tovabb novelik mint-
egy 40mV értékig. Kézben a K kapuk nyilnak, és K ionok &ramlasa indul
el bentrdl kifele. (Amikor a kétféle ionaramlas egyensulyt tart, akkor éri el
az akcios potencial a maximalis, 40mV koriili érteket.) Etto] kezdve a K
ionok kifelé aramlisa lesz a meghatarozo, ami gyorsan cstkkenti akcios po-
tencial értékét és igy mindkét kapu lassi zarodasahoz vezet. A lefelé tarto
folyamat vége az akcids potencidl minimélis, — 80mV koriili értéke. Mindez
nagyjabol bmsec ideig tart. Ezutin egy lényegesen lassabb, a nyugalmi
potencidl Vieee = — TlmV értékét helyreallité folyamat kezdsdik, amely
haromszor-négyszer annyi idét vesz igénybe.

Az akciés potencial tulajdonképpen a membran aktualis potencialjanak
hirtelen fel-le majd lassan fel, vissza a nyugalmi potencidlig tart6 valtozasa.
Kétféle idgskala jelenik meg benne, V' és m a gyors, h és n a lassa valtozok,
amelyek a matematika néz6pontjabél a gyors illetve a lasst valtozasokért
felelsek. A Na kapuk nyildsa pozitiv, a K kapuké negativ visszacsatolés.
Az egész folyamatot az é16 membran bio—és elektrokémiija vezérli. Az ak-
ci6s potencial természetesen végighalad az axon teljes hosszaban, egészen a
kévetkez6 szinopszisig, ezért tarthatjuk utazé hullamnak is.

Egy sz6 mint szaz, Hodgkin és Huxley a (3) differencialegyenlet utan a

CuV = —ga(V — Vou) — gnam®h(V — Viva) — Gen*(V = Vi) + Lstim
Tm (V) -1 =me (V) —m

(V) - h = hoo(V) — h

(V) n=n(V)—n




differencialegyenlet—rendszerhez jutottak, ahol is a moo(V'), hoo(V), neo(V)
konstansokat kimeérték, a 7,,,(V'), m,(V), 7, (V) fiiggvényekre pedig konkrét
képleteket adtak (ez utobbiakat pedig a mérési eredményekbdl paraméter—
illesztéssel hataroztik meg).

A (4) rendszer utols6 harom egyenlete rogzitett V esetén a Newton féle
exponencialis csokkenés (itt 7, > 0 az tgynevezett idSkonstans)

u:i(uoo—u) & u(t):uoo%—CeXp(—it)-(uoo—u)

Tu Tu
torvényének felel meg, amelyet az m, h,n kapuvaltozok nyelvén jobban in-
terpretalhato
t=o,(V)- 1—u)—Bu(V)-u, wu=m,h,n

equivalens alakban is ki lehet fejezni.
A (4) rendszer els6 egyenlete Istim = Lnembrane €8 (1)—(2) alapjan a

oV 1 9%V
Cy —-

o - R o2 Geat(V = Veu) — QTamSh(V — Viva) — grn*(V — Vi)

parabolikus parciélis egyenletbe megy at, amelyhez az

m=an(V) - (1—=m)—LBn(V) -m
h=an(V)-(1=h)=Bu(V) h
an(V) - (1= 1) = BulV) -

n

kozonséges differencidlegyenletek tarsulnak. Utazé hulldimhoz az
V(t,z) =V(x—ct) , m(t,z) = (z—ct) , h(t,z) =H(z—ct) , n(t,z) = N(z—ct)

helyettesitések tartoznak. Numerikus szempontbdl a Fisher féle parcialis
egyenletre bemutatott diszkretizaciés médszert kell kovetni.

Mindezt persze sokezer tintahal élete banta.
IDAIG JUTOTTAM KEDD ESTIG.
ERDEMES OLVASNI A PARHUZAMOSAN KULDOTT MEMOKAT.



AD: NUMERIKA

A (?7) parcialis differencidlegyenlet p; = D py, + p(1 — p) véltozatanak
a gyakorlaton is szerepelt, kézenfekvs numerikus megoldasi modszere

Pitlj = Pij _ py Pij+l — 2pij + pij—1
T h?

+pij(1 = pij)

& Pit1,j = Wpij+1 + (1 —2u)pij; + ppij—1 + 1pij(1 —pij),  (5)

ahol 0 < p =D ;5 < % paraméter. Az atrendezett egyenletrendszer ex-
plicit médon, idérétegenként oldhaté meg, kiindulva a nulladik idéréteg réc-
spontjaiban ismert pg; = g(jh) (j = 0,1,2,..., N > 1) numerikus kezdeti
értékekekbdl. Itt g : [0, L] — [0, 1] szokas szerint folytonos és csokkend fiig-
gvény, a g(0) > 0, g(L) = 0 tulajdonsagokkal. Gyakori a poo = po1 =€ >0,
po; =0(j=2,3,...,N—2>> 1) valasztas is, amely szintén az utaz6 hullam
alakjanak minél gyorsabban torténd stabilizalodasat késziti el6. A numerikus
peremfeltételek legyenek p; 0 = pi1, pi,n = pi,N—1, ahol i =0,1,....

A numerikus megoldas a Fisher féle parcidlis differencidlegyenletet a
t > 0 id6ben oldja meg, ahol az x > 0 félegyenest a [0, L] szakasszal po-
toljuk, és annak végpontjaiban a "zero—flux" homogén Neumann perem-
feltételt koveteljitk meg. Vilagos, hogy h = L/N a térbeli, 7 pedig az idébeli
lépéskoz. A szamitogép ténylegesen a (5) explicit rekurzié egymasba skatu-
lyazott ciklusait hajtja végre, az i =0,1,..., j =0,1,..., N sorrendben. A
7pi;(1 — pi ;) Gsszeadand6 nélkiili linedris rekurzié pontosan ugyanaz, mint
amit a p; = pg, (betiicserével az uy = ug, hévezetési) diffuzio—egyenlet nu-
merikus megoldéasakor hasznaltunk. Neumann Janos 0 < u = D 75 < %
stabilitasi feltételét is onnan vettiik 4t. A p(1 — p) reakcio-tag figyelem-
bevétele azonban a 1épéskozok megvalasztasa szempontjabol tjabb, erGsebb
korlatozo feltételt fog eléirni.

Megkoveteljitk, hogy a 0 < p(t,x2) < 1 "bezartsagi" tulajdonsig nemcsak
a pontos, hanem a kozelit6 megoldasokra is teljesiiljon. Ez esetben is arrél
van sz6, hogy a pontos megoldas — emléksziink ra, p(¢,z) tulajdonképpen
valoszintiség — egy fontos kvalitativ tulajdonsiga atoroklédjék a numerikus
megoldasra.

Tegyiik fel tehat, hogy pp; > 0 minden j = 0,1,2,..., N esetén igaz.
A "zeroflux" peremfeltételekre is tigyelve, a (5) rekurzi6 alakjabol azon-
nal latszik, hogy mindvégig nem-negativ szamokat kell 6sszeadnunk — itt
hasznaljuk kia 0 < pu < % feltételt. A p; ; > 0 egyenlStlenségek tehat minden
tovabbi nélkiil rendben vannak.



Most tekintsiik a (5) rekurzi6 altalanos lépését. Ha p;1; < 1 a célunk,
akkor a 7p; j(1 — p; ;) Osszeadando, bizony, problematikus. A révidség ked-
véért legyen p; ; = r <1 és legyenek p; j_1 <1, p; j4+1 < 1. Ekkor

Pit1; = UPij+1 + (1 —=2p)r 4+ pp; i1 +7r(l —7) <
p+@=2p)r+p+7mr(l—r)=1+1-r)2u—1+7r7),

amibdl az latszik, hogy a 2u + 7 < 1 egyenlStlenség mint elégséges feltétel
mellett p;y1; < 1, valamennyi rdcspontban. A fenti szdmolds azt is mutatja,
hogy a 2u + 7 < 1 egyenl6tlenség megsértése elészor a p = 1 maximaélis
érték kozelében okoz kicsiny, mindenéaron elkeriilendd oszcillaciokat. A 7
parameéter értékét csokkentve ezek az oszcillaciok — amelyek a [0, 1] interval-
lum ko6zépsé és alsod részén egyaltalan nem lépnek fel — szépen, fokozatosan
megsziinnek.



