A MINTAZATKEPZODES TURING FELE MECHANIZMUSA

Emlékeztets: Az up = gy, u(t,0) = u(t,m) = 0, u(0,z) = g(x) homogén
Dirichlet feladat megoldhaté Fourier—sor alakjaban:

2 s
u(t,z) = Z Cne ™ sin(nz) ahol ¢, = 77/0 g(x)sin(nx)dr, n=1,2,....

M)
Maga az egyenlet homogén lineéris, és a peremfeltétel is homogén. Igy az
u(t,z) (t >0, z € [0,7]) megoldas az e ™' sin(nx) alapmegoldasok linearis
kombinacioja. A linearis kombinacio egyiitthatéit a ¢ = 0 kezdeti allapotot
leird g € Lo[0, 7] fliggvény Fourier sorfejtése szolgaltatja. Hasonloképpen, az
Up = Ugg, Uz (t,0) = ugy(t,m) =0, u(0,2) = g(x) homogén Neumann feladat
megoldasa

2 T
u(t,z) = %—I—Z cne "t cos(nz) ahol ¢, = 77/0 g(x)cos(nx)dr, n=0,1,2,....

(2)
Fontos megjegyezniink, hogy — még akkor is, ha a g fiiggvény folytonos,
s6t ha még a g(0) = g(m) = 0 kompatibilitasi feltételek is teljesiilnek —
a megoldas “déccenve” indul: a t = 0 id6pontban a Fourier—sorok konver-
genciaja altaldban csak az Lo[0, 7| térben garantalt. Szerencsére ha t > 0,
akkor a sordsszeg végtelenszer derivalhato a t és az x hibrid valtozokban. A
t — oo hataratmenetben a homogén Dirichlet feladat megoldasanak képlete
egyenletes u(t,z) — 0 kihtlést, a homogén Neumann feladat megoldasanak
képlete pedig az integral-atlaghoz tarto u(t,z) — 9 = %fg g(x) dx teljes
hémérséklet—kiegyenlit6dést mutat.

FEls6 hallasra ugyancsak meglepd, hogy az inhomogenitas homogén linearis
rendszerek megoldésaiban is megjelenik. Ennek a viselkedésnek els, egyébként
teljesen spekulativ példajat Alan Turing (1912-1954) adta meg 1952—es, még
sok esztendeig nem igazan megértett és nem is igazan értékelt The chemi-
cal basis of morphogenesis cimi cikkében. A jelenséget magét elGszor egy
konkrét példa végeredményeként mutatjuk be, és csak azutan ismertetjiik a
(3)—(4) peremértékproblémal dltaldnos megoldasanak levezetését.

A valtozok szétvéalasztasa modszer, amelynek skalar valtozatan a (1) és
a (2) képletek levezetése is alapult, tehéat a valtozok szétvalasztisa modszer

'Turing (4) helyett az uj = ul, + 5u + 6v, v, = 4vl, — 6u — Tv egyenletrendszert
vizsgalta, amely a fétagban e'/? aszimptotikat eredményezett



vektoros alkalmazasaval hosszadalmas, de mégsem nehéz szamolas igazolja,
hogy az

ul(t,0) =ul(t, ) =0 , vl(t,0) =0l (t,7) =0 ahol t>0 (3)
Neumann féle homogén peremfeltétellel elldtott

up=ul, +4u+2v , vp=17v], —26u—8v ahol t>0 és z € [0,7] (4)
parcialis differencidlegyenlet—rendszer altaldnos megoldasa Fourier sorfejtés-
sel

1
<u> =cyq€ cos(m)( 1) + exponencialisan lecseng6 tagok , ci1 € R (5)
v _

alaka. Hogy mi ebben a mintézat? Csekély, de mégis ott van, éspedig
a ciyet cos(x)(fl) fétagban, s annak is cos(w)(fl) részében. Leszamitva
azokat a kezdeti feltételeket — pontosan meg fogjuk mondani, melyek ezek
—, amelyekre ¢1 1 = 0, u(t,z) és v(t,z) el6jele minden elég nagy ¢ > 0 és
minden, a 5 ponthoz nem tal kozeli = € [0, 7] esetén ellentétes egymassal,
de az, hogy u vagy v elGjele a pozitiv, egyediil azon mulik, hogy = = 7.
A mintazat tehat az elGjel, s ha ¢y 1 cos(z) (c1,1 # 0) helyett c¢q,17 cos(17x)
(c117 # 0) allna, akkor a “sign pattern” mintézat sokkal gazdagabb, a ze-
bra csfkozasahoz hasonlé lenne. Turing természetesen jol tudta, hogy az ef
szorzotényezs ¢t > 1 esetén biologiailag értelmetlen, a (4)—(3) modellt tehat
csak viszonylag rovid iddintervallumon definidlta. Igazabol az

Ve flu,o,p) v = B2l + g(u, v, 1) (6)

feladat érdekelte, az (ug,vo, 1) egyensulyi helyzet kis kérnyezetében — ott,
f(’lL,U,,LL) A f(u,v,,u) ~ a(/")u'i_b(iu‘)v { 17414 A 1
ahol az (g(u’v’u).) csatolds (g(u,v,u).) ~ (C(M)u+d(u)v) llnearlzalésa- még jogo-
sult, mert lokdlisan nem valtoztatja meg a megoldasok 1ényegi viselkedését.
Itt © € R bifurkiciés paraméter, amely a pg kritikus értéken balrél jobbra
dthaladva a (4)-(3) peremérték—feladat (uo,vo, ) egyenstlyi helyzetének?

stabil = instabil valtozasat idézi eld.

Megjegyzés: Mindez a kémia nyelvén is elmondhaté. Egydimenzids térval-
tozoval leginkdbb egy hosszt és vékony kémcsében van dolgunk, amelyben
reakci6 és diffizio zajlik egyszerre, a reakcibban két anyagfajta vesz részt

%az altalanossag sérelme nélkiil feltehetjiik és fel is tessziik, hogy f(0,0, 1) = g(0,0, u) =
0 és igy (uo,vo, 1) = (0,0, 1) € R® minden p € R esetén



(ez a legegegyszertibb eset, a reakcio altal okozott hémérséklet—valtozast el-
hanyagoljuk). A diffaziéhoz valamely oldat vagy géz jelenléte sziikséges.
A reakcié kémiai dtalakulas, a fogyd és keletkezd anyagok pedig diffizidval
terjednek. Ilyen folyamatokat a (6) szerkezeti parcidlis differencialegyenlet—
rendszerekkel szokds modellezni, ahol u és v az egyes anyagok koncentré-
ciojat jelolik, az f(u, v, u) és a g(u, v, u) agynevezett reakcio—tagok a kémiai
kinetikabol jonnek, p € R pedig a bifurkiciés paraméter. A térbeliséget
nem figyelembevéve, a kémiai reakciot az u = f(u,v,n), v = g(u,v, pu) két-
szer kettes kozonséges differencidlegyenlet—rendszer irja le. A folyamatok
az 0 < u < 1, 0 < v < 1 koncentracié—tartomanyban zajlanak le. A
1 € R paraméter egy enzim jelenlétét méri, szerepe a reakcié szabalyozéasa.
A mintazatképzddés akkor indul be, ha a u paraméter egy kritikus g értéket
meghalad.

Turing semmit nem ir a konkrét (bio)kémiarol, s6t még a zebrakat sem
emliti. Méltan hiressé valt matematikai dolgozatat azzal a megjegyzéssel
zarja, hogy az altala lefrt mintdzatképz6dés mechanizmusihoz hasonlo dif-
ferencidlédasi és szabalyozési folyamatok jatszédhatnak le az egyedfejlédés
soran, az embrionéalis szakasz legelejétél kezdve.

Es most jon a konkrét (4)—(3) példa konkrét matematikdja. A (4) egyen-
letrendszert matrixos formaba irva

ut) u (1 [ 4 2 ) (1 0
(w) _A<v>+D(vm>’ ahol A = (—26 —8) és D= <0 17)

adodik. ElGszor specialis, szorzat alaki (583) = T'(t) X (x)(5) megolddsokat
keresiink.
Visszahelyettesités a (4) egyenletbe, majd a ¢t > 0 és az x € [0, 7] val-

tozokat atosztéssal két kiilon oldalra gytijtve

T/ X//

(t)c:Ac+ (ac)Dc7
T(t) \d d X(x) d
. o LT X))y )
kovetkezésképpen mind T = mind X = A allandok. A Neumann—
féle homogén (3) peremfeltételbsl X'(0) = X'(m) = 0. A X sajatértékre
és a hozza tartoz6 X = X, sajatfiiggvenyre tehat egy linearis (allando
egylitthatos, masodrendd homogén autonéom kozonséges) differencidlegyenlet
érvényes, amelyhez az X'(0) = X’/(7) = 0 homogén peremértékek tartoznak.

Igy

X"(z) - AX(z) =0 , X'(0)=X'(m)=0,



ahol a A € R allandé és az X : [0, 7] — R fliggvény egyarant ismeretlen. Az
altalanos

1 cos(wz) + cg sin(wx) ha A =—-w?<0
X(z)= cz+c ha A=0
c¢1 cosh(wzx) + cg sinh(wx) ha A =w? >0

megoldds abban a specidlis esetben tesz eleget az X'(0) = X'(7) = 0 perem-
feltételnek®, ha A = — k%2 < 0, k = 0,1,2,... és co = 0, ¢1 € R pedig
tetszéleges, szabad konstans.

A X meghatarozasa utidn most jon a ¢ meghatarozasa:

T'(t) (c c c c 0

i o) =2 (0) ey = w-ep-a()= () e
(7)

Ez is sajatérték—sajatvektor probléma, amely mar nem a homogén Neu-

mann peremfeltétellel ellatott Ay = 88—;2 differencidloperatorra vonatkozik,

hanem csak a k = 0, 1,2, ... egészekkel sorszamozott kétszer kettes A — k2 D

métrixokra. A két sajatértéket mostantdl kezdve o = oy 1 & oy jeldli, a

hozzajuk tartozo sajatvektorokat pedig (;) =sp1&sk2. A % = o egyen-

letben tehét o = oy ¢ és igy T'(t) = Tk e(t) = 7", £ =1,2.

Az eddigiek alapjan az (4)-(3) feladat altalanos megoldasat

Wt 2\ A o
=305 e e cos(ka) s

U(t’ w) k=0 (=1

u(0,x)\ __ T
vEO,xg) - (igajg

pedig a mindkét koordinatajaban klasszikus, a [0, 7| intervallumon cosinus—
os Fourier sorfejtést kivano

(1) = e

k=0 ¢=1

alakban kereshetjiik, az ( ) kezdeti feltételhez tartoz6 megoldas

képletbsl? adodik. A (5) képlet® mar magaban foglalja, hogy Re oy, < 0
ha (k,0) # (1,1) és 017 = —1, s11 = (_11) Valéban, op1 = —2 + 4i és

3amint azzal a (2) képlet levezetése soran mar talalkoztunk

4azért nem minden ennyire egyszerti: a tobbszords és a komplex sajatértékek kiilon
“kezelést” kivannak ...

Saz altalanos esetben c1,1 és c12 a

(}511) = c1,181,1 + €1,281,2 linearis egyenletrendszerbdl szamolhato, ahol
1

4



00,2 = —2—41ha k= 0, tovabbé 01,1 = 1, S1,1 = (_11), valamint 01,2 = —23
ha k=1. A k > 2 esetben mar érdemes a k-t meghagyni paraméternek:

4 —k? 2 . 2 . _ 4 2 —
( _96 _8_ 17k2> = T =-4-18k"<0ésD =17k"-T76k"+20 >0, hak =2,3,...,
s6t D < L2 & 17k* — 76k% + 20 < 81k* +36k2 + 4 ha k = 3,4,.... A
nyom—determinans diagramroél tanultak szerint a k > 3 esetben stabil fokusz,

a k = 2 esetben stabil csomd az eredmény.

Tanulsdgos gyakorls feladat: Abrazolja a p(u, ) = det (A —uD— JI)
polinom o1 2 = 01,2(p) gyokeit a komplex szamsikon haladé két, egyenként a
0 < p <9 paraméterrel ellatott egy—paraméteres gorbe segitségével. Ha jol
szamolunk, pontosabban ha a szamitogéppel jol szadmoltatunk és jol abra-
zoltatunk, akkor specidlis esetként vissza kell kapnunk az imént vizsgalt (7)
sajatérték—probléema p = k?, k = 0, 1,2, 3 megoldasait.

Ha a reakcié—tag nemlinedaris, akkor a difftizi6 sokkal bonyolultabb mintaza-
tokat is okozhat.® Ez a helyzet példaul a t > 0, 0 < 2 < 100 tartomanyon
értelmezett és ott homogén Neumann peremfeltétellel ellatott

wp =" +01—u+u*v , v, =400", +0.9 v
rendszer esetében ... egy '"nemlinedris Turing", amit persze Osszehason-
lithatatlanul nehezebb vizsgalni.

. u(0,3)= . 1 s .
A kezdeti (Z((Oz)):zgg) allapotot az (53) = () egyenstlyi helyzet (ami
egy, a [0,100] intervallumon értelmezett konstans fiiggvény) kicsiny pertur-
baltjanak szokas’ valasztani. Utazé hullamra itt nem szamithatunk, hiszen

ahhoz legaldbb két egyensulyi helyzet kellene.

g1 = 7/ g(z)cos(z)dx és hi = l/ h(zx) cos(z) dx .
T Jo T Jo

5Csapadékképzédés egy kémcesGben, a hires Liesegang gytirtik, még a XIX. szazadbol,
véletlen felfedezés, teljesen atlatszo kémcsd, benne néhéany, egyenletes ritmusban elhe-
lyezkeds, keskeny, kodszerd hengerrel.

"Pu.K. MAINI ET AL., Turing’s modell for biological pattern formation and the robust-
ness problem, Interface Focus 2(2012), 487-496. Nem tudom, mennyi munka ezen cikk
els6 abrajat (Figure 1.) rekonstruéalni. Vajon miikodik—e itt a Fisher féle parcialis differ-
encidlegyenlet megoldasara hasznalt diszkretizaciés numerika a zero—flux peremfeltétellel?



UJ BEKEZDES: Az = 01 —u+v?v , ©=p—u’v (ap=09
mér globélisan vonzo egyensulyi helyzetet jelent) a fenti Schnakenberg rend-
szer esetében. Amuigy py = 0.109 Hopf sziiletés, pu1 = 0.779 Hopf halél,
az egyensulyi helyzet P(u) = (u /?6.111‘; )2) — ezeket konnyen kiszamoltam a
WOLFRA ALPHA segitségével, de hogy a fenti parcialis egyenletrendszer-
ben milyen mintazatok lehetnek ... sejtésem sincs, de ha a numerika hamar
kiadna ... rém j6 lenne. Amugy egy periodikus péalya mondjuk ha p; = 0.45
azért lesz maga is mintézat, mert akkor a periodikus pélya bal oldali részén
(ahol u relative kicsiny) a lakmuszpapir kék, a jobb oldali részén (ahol u rela-
tive nagy) piros. Ezt a szinvéltast valoban lattam: egy mozdulatlan talkaban
olyan reakci6 megy végbe, amely az oldat szinét fél percenként megvaltoz-
tatja kékrdl pirosra és vissza. Az u > 0 és a v > 0 anyagkoncentraciokat
jelentenek egy autokatalitikus (ezért van a két harmadfoku tag) kémiai reak-
cibban. Az u > 1 meg azért értelmes, mert az egyenlet mar egy atskalazott
matematikdban érvényes.



