A legegyszerdbb SIR MODELL, s a jdrvdnyterjedési modellek f& szempontjas

A SIR MODELL a folytonos iddében:
S = susceptible, fert6zhets, I = infected, fert6z6tt, R = recovered, gyégyult

S=-—rSI , I=rSI—1 , R=1, S+I+R=1. (1)

Mivel a harom egyenlet Osszege

N |
S+I+R= $(5+I+R) =0
ésigy S+I1+R = M = const, az dltalanossig megszoritasa nélkiil feltehettiik,
hogy M = 1, ami csak a tdmeg mérdszamanak megvalasztasan mulik. A
tényleges modell természetesen

S=—-nSI , I=aSI—pl , R=pI, (2)

ahol mind a populacio S + I+ R = M = const 0ssztomegét, mind a(z
egységnyi iddre vett) p felgyogyulési ratat (elgbbit az 6ssztomeg, utobbit az
id6 atskalazasaval) mar elézetesen 1-nek valasztottuk. Igy egyetlen paraméter
maradt, M = 1 esetén az r = T (a kétszeri atskilazasban az r = = M) fer-
t6zési/megbetegedési rata. A tovabbiakban az (1) modellt vizsgaljuk.
Mivel az els6 egyenlet jobb oldala Sf(S, I, R), mésodik egyenlete pedig
Ig(S, I, R) alaku, igy a kétdimenzios S = 0 és I = 0 sikok egyarant invari-
ansak. Az I = 0 sik csupa egyensulyi helyzetbdl all, és ezeken kiviil més
egyensulyi helyzet nem létezik. A harmadik egyenlet jobb oldala azonban —
a Lotka—Volterra modellekkel ellentétben — nem RhA(S, I, R) szerkezetii: igy
a kétdimenzios R = 0 sik nem invarians, de a trajektoriak R = I > 0 miatt
a biologiailag egyediil értelmes {(S,I,R) € R® | S,I, R > 0} nemnegativ
ortanst a névekvs idében nem hagyhatjak el, s6t az S > 0, I >0, R =0
pontokban oda kiviilr6l, az R < 0 térrészbdl 1épnek be. A megoldasokat
legjobb az R3 térben elhelyezkeds, (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) cstcspontok
altal meghatarozott szabalyos H haromszoglemezen szemléltetni. A ¢ > 0
fazisportrét ez a térbeli haromszog hordozza, amely fentiek szerint a nem-—
negativ idére nézve invarians. Az egyensilyi helyzetek az (1,0,0) ésa (0,0,1)
csticspontokat 6sszekdts oldal I =0és R+ 5 =1,0 < R, S <1 pontjai.

A MATEMATIKAI TARGYALAS: és abrak az r < 1 esetszétvalasztashoz !!

ds ds ok
ﬁ_—rb’ = g——rdR = In(S)=—-—rR+c = S=ke .



Ismerjiik tehat a megoldasgorbék vetiileteit az R — S sikon (amelybdl csak
az R,S > 0, I =0, R+ S < 1 haromszoglemez szédmit): exponencialis
lefutéas, ahol k > 0 paraméter. A kérdéses £ hiaromszdglemez hatarat, annak
atfogdjaban, r < 1 esetén a k < 1 paraméterd exponencialis gorbék egy-egy
pontban metszik. Visszavetitve ezt a geometriat a H haromszogre, azt 1atjuk,
hogy a P. = (1 —¢,¢,0) ponton atmend trajektoria r» < 1 esetén az (1,0,0)
ponttél nem tévolodik el tilsagosan: a jarvany elmarad. Ha azonban r > 1,
akkor a P. ponton atmend trajektoriat — legyen az € > 0 barmilyen kicsi is
— a k = 1 paraméterii exponencialis gorbe (amelyik az £ haromszoglemezbe
az (1,0,0) ponton at belépve onnan az (S*,0, R*) ponton at tavozik) arra
kényszeriti, hogy limy oo S(t) > S*, limy_00o I(t) = 0 &8 limyoo R() < R*
legyen. Ez bizony jarviny a javabdél, amely azonban anélkiil sztinik meg,
hogy minden “egyed” megbetegedne.

Ami érdekel minket, az a jarvany teljes lefolyasa. Az egyenletekbdl — az
egyensulyi helyzeteket leszamitva S<0,1>0 R>0— ugyanaz latszik,
amit a jozan ész sugall: a még fertGzheték S “szama” szigortian monoton
fogy, a mar felgyogyultak R szama pedig szigorian monoton névekszik. Ami
a fert6zottek szamat illeti, a kozépss I = (1S — 1)1 egyenletb6l (S szigort
csokkenése miatt) azt kapjuk, hogy a t — I(t), t > 0 fiiggvénynek legfeljebb
egyetlen idépillanatban — a jarvany tetépontjadn — lehet vizszintes érintéje
és ettdl kezdve (vagy ha nincs ilyen idépillanat, akkor a ¢ty = 0 idéponttol
kezdve) a fert6zottek I szama szigortian monoton fogy és ¢ — oo mellett
exponencialisan csokkenve a 0-hoz tart. (Olyan betegséget modelleztiink,
amelyben a mér felgyogyultak immunissa valnak'. Ha korabbroél még sen-
kinek nincs immunitésa, akkor a logikus kezdeti feltételek S(0) = 1 — ¢,
I(0) =&, R(0) = 0. (Az ¢ — 0 hatérhelyzetben az £ haromszoglemezen a
k = 1 paramétert S = e " exponencialis gérbét kapjuk vissza. Természete-
sen csak akkor, ha r > 1. A jarvany I* = 0 elmualta igy az S(t) — S*,
I(t) — I* =0, R(t) — R* hatarhelyzetnek felel meg?.))

lazoknak a betegségeknek egy szokasos modellje, amelyeket egymas utan tobbszdr is
meg lehet kapni, a (legegyszeribb) SIS modell: § = —rSI + oI, I = rSI — oI — itt
S + I = const, de az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy I + S = 1 és
o = 1. A jarvanyban ekkor nem halhat meg senki, de a (1) modellben R jelentése igazabol
R = removed, kivett.

it S* = e "™ 68 S* 4+ I* + R* = 1 miatt 1 — R* = e "%,

TR

azaz R* az S=1—-R ésaz S=¢ " gorbék metszéspontja,

pontosabban a metszéspont els§ koordinataja a (0,1] intervallumban. Mivel S = e "R

konvex gorbe, az S = 1— R egyenest legfeljebb két pontban metszheti. Az els6 metszéspont
(valamennyi r > 0 esetén) az R = 0, S = 1 pont, a masodik, (R*, S™) metszéspont azonban
csak r > 1 esetén létezik.



A KETTOS KOVETKEZTETES?:  fazisportrék a H haromszoglemezen !!

(a) r <1 esetén a jarvany nem tud elindulni, az (1,0,0) jarvanymentes
egyensulyi helyzet stabil.

(b) r > 1 esetén a jarvany az (1,0, 0) egyenstlyi helyzetb6l nekiszabadul,
de van egy kiisz6b: a populéacié 1 — S* > 0 része nem fert6z6dik meg.

Az (1) modellnek (Kermack—McKendrick, 1927) rengeteg dltalénositdsa van?.

A SIR MODELL a diszkrét iddében.:
S = susceptible, fert6zhets, I = infected, fert6zétt, R = recovered, gydgyult

Spp1 =S =Sy , Ly =7nSLi+(1—p)ly , Riy1=Re+pl. (3)

Saz (a) kovetkeztetés latszodik az [ = (rS — 1)1, S < 1, r <1 = I < 0 érveléshdl,
de a (b) kovetkeztetés, a jarvanykiiszob pontos nagysaga, és egyaltalan, a jarvanykiiszob
létezése nem magétol értet6ds eredmény: ez (is) a SIR modell konkrét matematikai alakja-
nak, a benne szerepl§ képleteknek a kovetkezménye. Sok tapasztalat szl amellett, hogy a
SIR modell ebbdl a szempontbdl is jo kozelitését adja a valosagnak. Nem szokott mindenki
minden jarvanyban megbetegedni. Nagyon érdemes egy pillantast vetni a Wikipedia EPI-
DEMIC MODEL, BLACK DEATH, PESTIS szo6cikkeire (utébbi kett6ben a kozépkort sok
szempontbol lezaro, az Ossz—eurdpai népesség harmadat elpusztité 1348—-as pestisjarvany
térképeivel, valamint a jarvany képzémtvészeti 4brazolasaival).

‘Mar az I = infective, R = removed (with immunity) széhasznélat is masfajta in-
terpretaciokat tesz lehet6vé, a matematika valtozatlanul hagyasa mellett. Ezenkiviil fi-
gyelembe lehet venni a betegség lappangési idejét, a nem és az életkor szerinti kiilon-
bozbségeket, sziiletéseket és haldlokat, szezonalis hatasokat, a térbeli—foldrajzi ter-
jedést, s6t az emberi beavatkozasokat (tavolsagtartas, karanténba helyezés, oltasok—
gyogyszerezés) is: a folytonos idejti determinisztikus modelleket késleltetett, kozonséges,
integral és parcialis egyenletek irjak le. Mostanaban nagy keletje van a nagyméretd hiloza-
tokon értelmezett olyan sztochasztikus modelleknek, amelyek a hagyomanyos SIR modell
"barmely két egyed taladlkozasa egyforman valészintG" implicit el6feltevésének tagadasabol
indulnak ki. A halozat/graf cstcsai az egyedeknek, allando vagy sztochasztikusan val-
tozo élei pedig az egyedek talalkozasainak felelnek meg, minden egyes egészséges—fert6z6
talalkozasbol csak bizonyos, egyedi, véletlen valészintiséggel lesz ij megbetegedés, a lap-
pangasnak és a gyogyulasnak egyedfiiggd ideje van, az egyedek nem feltétleniil immu-
nizalédnak etc. etc. — a véletlenek bizonyos eloszlasok szerint valosulnak meg.

A populaciédinamikai, jarvanyterjedési (valamint a kémiai reakciok kinematikéajat leiro)
modellek a matematika és a szamitastechnika alkalmazasainak leghaldsabb teriiletei
kozé tartoznak. A kozonséges differencidlegyenletek—alapmodellek roppant egyszertiek,
megértésiikhoz az elemi matematikai analizis ismeretei tokéletesen elegendgek, jol mu-
tatjak annak a biolégiai interpretaciokban is megjelend erejét, kivaléan alkalmasak
tanulasra—tapasztalatszerzésre. Az Ovatossag mégis helyénvalo: a valosag sokkal bonyo-
lultabb. Jobban kériilhatarolt, kevésbé altalanos, matematikailag is keményebb model-
lekre van sziikség, amikor a matematika abban segit, hogy a konkrétrél tudjunk meg
tobbet, kvantitative és kvalitative egyarant. Ami az igazan nehéz, az a valtoztathato
paraméterek kezelése, a korlatozo6 rendelkezések bevezetésének és feloldasanak végigvitele.



Formalisan a folytonos ideji (2) dinamika h = 1 lépéskozzel torténd ex-
plicit Euler médszer szerinti diszkretizaltjarol van sz6. Magatol értetdik,
hogy a biomassza Ossztomegére vonatkozo S+I+R= % (S + I+ R) =0
megmaradasi tételt most kiilén kell igazolni. Valoban, a harom egyenlet
Osszeadéasaval

St+1+It+1+Rt+1:St+Rt+It ) t:071727"'7

ahol az OssztOmeg valasztasa az altalanossig megszoritasa nélkill M = 1. A
(3) modell igazsaga mellett kozvetleniil, a folytonos idejd (2) modellre valo
hivatkozas nélkiil is lehet érvelni. Az ST szorzat jelenlétét ugyanaz indokolja,
mint a kvadratikus xy tag szerepeltetését a klasszikus Lotka—Volterra rend-
szerben. A diszkrét id6t azonban nem lehet tetszdleges paraméterrel at-
skalazni, tehat a p = 1 valasztds most nem lehetséges (amennyiben az ex-
plicit Euler modszer 1épéskozeként a h = 1 értékhez ragaszkodunk. A p =1
valasztés a (3) modellben egyébként azt jelentené, hogy az aktuélisan betegek
egy idGegyseggel késdbb mar mind fel is gyogyultak.)

A (3) modell trajektoridit ugyancsak az idé paraméterezi, de most nem
folytonos gorbéket, hanem diszkrét pontsorozatokat kapunk. A kordbbi ‘H =
{(S;,I,R) e R3 | S+ I+ R =1, 8,I,R > 0} haromszdglemez (1,0,0)
és a (0,0,1) csiacspontjait Osszekot6 I = 0és R+S =1, 0 < R, S <1
oldal minden pontja a diszkrét dinamika fixpontja, ésaz I =0és R+ S =
1 pontokon kiviil més fixpontok nincsenek. A H haromszoglemez a nem—
negativ idére most nem feltétleniil invarians — hiszen a diszkrét trajektoriak
elvben atugorhatndk az S = 0 és I = 0 sikokat — Sy + I; + Ry = 1 okan
méas modon nem juthatnak ki a H haromszéghdl. Adott (So, Iy, Ry) € H,
Iy > 0 kezdeti értékek mellett a m > 0 és a p > 0 paramétereket ugy kell
megvalasztani, hogy ez ne kovetkezzék be. Azonnal latszik, hogy ehhez a 0 <
m <1,0 < p <1 természetes feltételek (jollehet nem feltétlentl sziikségesek,
de mindig) elegendGek, amikor is Ry monoton né, Sy pedig monoton csokken,
I; valtozasa pedig wS;+ 1 — p elGjelétdl fiigg. A monotonitas és a korlatossag
miatt igy St — Sooa Rt — Roo valamint It — Ioo (ez St + It + Rt =
1, t = 0,1,2,... kovetkezménye), ahol a H haromszoglemez zart halmaz
voltat is hasznélva (Seo, Ino, Roo) € H. A diszkrét dinamika folytonossiga
miatt (Seo, [oo, Roo) € H fixpontja a dinamikanak, tehat I = 0. Azt is
latjuk, hogy az {I;};°, sorozat elegendden nagy indextsl kezdve mér szigo-
rdan monoton csokken és legfeljebb egy maximalis értéke lehet, ahogyan azt
a folytonos ideji (1) dinamikénél is megmutattuk.
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A folytonos ideji korosztdlyos, kontakt—mdtrizos SIR MODELL:

Folytonos idejii korosztalyos, kontakt—matrixos SIR modell alatt az aldbbi
j=1,2,..., K differencidlegyenlet-rendszert értjiik (amely tehit 3K egyen-
letbol all):

Sj(t) = —mS;(t) Sory ki Ik (t) /N
Li(t) = m8;(t) Yopy cu g Iu(t) /Ny — pI;(t)
Ri(t) = pI;(t)

Az S, I, R betiik jelentését mar nem sziikséges Gjbol megadni. A mogottik
all6 als6 indexek azt jelzik, hogy a teljes populéaciét K korosztélyra bontot-
tuk, ahol a k = 1 indext a legfiatalabb, etc., a k = K indexd a legid@sebb
korosztaly. A k—adik korosztalyban Ni, k =1,2,..., K az egyedek szama.

Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a dinamika érdekes része olyan,
relative rovid id6 alatt jatszodik le, hogy az egyes korosztalyok kozott nin-
csen dtmenet, azok S; + I; + R; = N;j, j = 1,2,..., K egyedszdma tehat
konstansnak vehetd.

Minden egyes fert6zott—fertGzhets kontaktusnal — fliggetleniil az érintett
korosztalyoktol — a megbetegedési rata w. A fertézottek gyogyulasi rataja
pedig p, minden korosztalyban ugyanaz.

A ¢ ; nem-negativ konstans — a C kontaktus-matrix k-adik sordnak
j—edik eleme — azt mondja meg, hogy egy, a k-adik korosztilyba tartozé
egyednek egy nap alatt atlagosan hany kontaktusa van a j—edik korosztalyba
tartozo egyedekkel. A két korosztély egyedei k6zotti kontaktusok kétfélekép-
pen is osszeszamolhatjuk, ezért Nyc ; = Njcjp, k,j=1,2,... K.

A jarvanymodelleket arra hasznéljuk, hogy segitségiikkel adott jarvany
varhaté lefolyasat eldre jelezhessiik. A C' = Cpopm méatrix a betegség megje-
Kontaktus alatt két egyed olyan kozeli taldlkozasat értjiik, amikor a fertézést
okoz6 baktérium vagy virus egyaltalan dtadhatoé volna.

Ami a koronavirust illeti, a korlatoz6 rendelkezések szigoriak és méar
akkor életbe lépnek, amikor alig—alig van tényleges megbetegedés. A kor-
latoz6 rendelkezések — a kontaktusok szamat csokkentendé — a Chorm
matrixot egy Clor métrixra valtoztatjak. Igy a korlatozé rendelkezések
varhaté hatésa jol prognosztizalhatd (Iegalabbis egy ideig, a jarvany fel-
futd szakaszaban és persze csak akkor, ha a meghirdetett korlatozasokat a
lakossag magara nézve kotelezének tekinti (onként vagy allami kényszeritések
hatésara)).



Félévkozi hazi feladat: A.) Harom korosztalyt kiilonboztetiink meg,
fiatalokat, kozépkornakat és iddseket, akik egy adott orszdg lakossigénak
rendre negyedét, felét és negyedét teszik ki. A betegség felbukkanasa el6tt a
kontaktus—méatrix

40 14 6
C=Chporm= |7 21 4] . (Npcrj=Njcjr k,j=1,2,3 rendben .)
6 8 14

At — Si(t),t = I;(t), t = R;(t), j = 1,2,3 a gorbék megrajzolasa &ltal
hatarozza meg a jarvany menetét! A kiindulasi feltétel az, hogy a felnétt
lakossag egy ezrelékében mar jelen van a jarvany, de masutt még nincsen és
nem is volt. A két jarvany-paraméter® legyen m = 0.0046875 és p = 0.06.

B.) Most a szabad lefolyasu jarvany erejét szeretnénk korlatozod ren-
delkezésekkel csokkenteni, s ezaltal a jarvanyt el-lapositani.

Fogalmazza meg, mi a szokasos korlatozé rendelkezések hatasa a C' =
Clrort matrix egyes elemeire! Kisérletezzen ki olyan C' = Cl,r matrixokat,
amelyek a jarvanyt elviselhet6vé teszik! Az elviselhetGség els6dleges kritéri-
umanak vegye a ¢ — 0.00017;(¢) + 0.00115(t) 4+ 0.0513(¢t) fiiggvény maxi-
mumanak adott korlat — az egészségiigyi ellaté—rendszer teherbirdsa — ala
torténd szoritasat! Helyes—e a C = (o métrix Osszes elemét nullanak
valasztani? Milyen konkrét szamnak feleltetné meg az egészségiigyi elldto—
rendszer teherbirdsa indikatort, ha a gazdasag teherbirdsara is tigyelnie kell?
Ezek még egy olyan jaték—feladatban is nagy—erdst elgondolkodtaté kérdések,
mint a mostani. Rajzolja meg a t — S;(t), t = I;(t), t = R;(t), 7 =1,2,3
a gorbéket abban az esetben, amelyet a jarvany szempontjabol a leginkdbb
elviselhetének tart! Vége.

Mind a valdsdgos helyzet mérhetdsége—mérése mind a korldtozo rendelkezé-
sek felolddsdnak véghezvitele ... ezekhez a kérdésekhez képest valoban gyer-
mekded jaték—feladattal van/volt dolgunk.

TANULJANAK STATISZTIKAT!!!!
Olyan statisztikdt, amely viszonylag jol alkalmazhato
bizonytalan, egymastdl esetenként strukturalisan fiiggd adatokra!
A NYERS Apatr!!!!

"Ugy saccolom, hogy ekkor massziv jarvany alakul ki — ha tévedek, akkor kérem
a megadott jarvany—paraméterek megfelel6 modositasat ... MOLNAR ZSOFIA numerikus
kisérletei — koszonet értiik!!! — alapjdn a m korabbi értékét mar modositottam is!



VELETLEN GRAFOKROL DIOHEJBAN: A véletlen grafok hiarom leggyakrab-
ban targyalt tipusa

o Erdgs-Rényi grafok (szokdsos a Bernoulli grafok elnevezés is)

e Strogatz—Watts grafok (szokdsos a kisvilag — smallworld — grafok
elnevezés is)

e Barabasi-Albert grafok (szokasos a skalafiiggetlen — scalefree — gra-
fok elnevezés is)

Elgszor a skalafiiggetlenség grafelméleten kiviili jelentését vizsgaljuk meg.

Skdlafiiggetlenség: A legsziikebb, kizarolag matematikusok dltal haszndlt
definicid: egy f : (0,00) — R folytonosan derivalhato fiiggvény skélaftiggetlen,
ha van olyan g : (0,00) — R folytonos fiiggvény, hogy

flex) = g()f(@) Ve >0. (4)

A (4) azonossag fiigguényegyenletS: olyan algebrai dsszefiiggés, amely a val-
tozok minden megengedett értékeire teljesiil, és amelyben az ismeretlen(ek)
egy (vagy tobb) fiiggvény.

Az (4) fiiggvényegyenlet megoldédsai a hatvanyfiiggvények. Valoban, ha
f(zo) = 0 valamely xg > 0 értékre, akkor a ¢ > 0 véltoztatasaval f(z) =0
adodik. Tehéat a folytonossag miatt az Osszes tobbi esetben f(x) > 0 vagy
f(z) < 0 minden = > 0 esetén. Az algebrai azonossagrol egy differen-
cidlegyenletre attérve, szellemes de teljesen elemi lépések utan f(x) = ka”

adodik, ahol k és r = % val6s paraméterek:

flez) _ _ Flea)ef@) - fler) f') _ ) e f(1)—f(e) F1(1) =

@ 9 = 20 0 = F(O)ef)—fe) f(1)=0 =
f,(C)C_& & c= [ lde n(f)=r In(c c)=kc
ﬂ@ﬂn‘>/ﬂ@d /ﬂ = In(f) =r()+C = flo)=kc"

5A leghiresebb a Cauchy féle f(x +y) = f(z) + f(y) Vaz,y € R fiiggvényegyenlet,
amelynek osszes folytonos megoldasa f(x) = kx alaki, ahol a k € R paraméter. Az
f(1) = 1 normalas mellett a Cauchy féle fiiggvényegyenlet egyetlen folytonos megoldasa
f(z) = z (nem—folytonos megoldasok is vannak b&séggel, de ezek egyike sem lesz (Lebesgue
értelemben sem) mérhetd fliggvény). Az elemi fiiggvények szokasos azonossagainak illetve
azonossaglistainak mindegyike felfoghato fiiggvényegyenletként illetve fiiggvényegyenlet—
rendszerként is, amelynek — alkalmas regularitasi/simaséagi és normalasi feltételek esetén
— egyetlen megoldasa van, maga a kérdéses elemi fiiggvény illetve fiiggvénycsalad.



A ¢ valtozo helyébe rendre z—et és cx—et {rva, a (4) azonossag alapjan g(c) =
¢ adodik.”

A hétkéznapi széhaszndlatban a SKALAFUGCETLENSEG egy folytonos elos-
zlas f stirtségfiiggvényére utalva azt jelenti, hogy az * — oo aszimptotikdban
f(z) = a m%, ahol a > 0 és v > 1 allandok. (Latni fogjuk, ez a definicié a
P(¢ = k) ~ a 7 formula révén diszkrét eloszlasokra is kiterjeszthets.) A
skalafiiggetlenség csak az eloszlas aszimptotikajara vonatkozik: a strtiségfiig-
gvény aszimptotikija — a “power law” szabdlyt kdvetve — legyen olyan, mint
az -5 hatvanyfliggvényé. Az y = % fliggvénykapcsolat szokdsos dbraja az
X =log(z), Y = log(y) 1uj valtozokban az Y = —~vX + log(a) egyenes. A
hatvanyfiiggvény negativ kitevje tehat irdnytangensként is értelmezhetd.

A skalafiiggetlen eloszlasok prototipusa a standard Cauchy eloszlds, ame-

lynek stirtiségfliggvénye

1
. + —

f:R—=R" | x%f(w)—m.
A véarhato érték a szokasos értelemben nem létezik, de az ffooo H% dx inte-
gral Cauchy féle f6értéke 0. A széras létezése még ilyen gyengitett értelem-
ben sem menthetd, a szords nem definialt (ha valaki nagyon akarja, végte-
lentil nagy). A standard Cauchy eloszlasboél affin helyettesitésekkel kapjuk a
Cauchy eloszlasok harom—paraméteres csaladjat.

A kétparaméteres Pareto eloszldsok is skalafiiggetlenek. Az x,, > 0 és
a > 0 paraméterti Pareto eloszlas strtségfiiggvénye

am%ﬁ ha = >z,

foma(z) = { 0 ha <z, .

A varhat6 érték és a szorasnégyzet az o > 1 illetve az o > 2 esetekben lesz
csak véges:

2
E(fzm,a) = jiml és DQ(fmm,a) = (a _ fé)gzla _ 2) .

A Pareto eloszlas klasszikus interpretacioja a jovedelmek eloszlasa egy gaz-
dasagban, ahol x,, > 0 a minimalbér és a > 1 egy, az adott gazdasa-
gra jellemz§ allandd. Pareto szdz évvel ezelGtti nevezetes, hires—hirhedt

TA skalafiiggetlen elnevezés a linearis X = cx, Y = dy atskalazas olyan y = f(z) <
Y = F(X) lehetGségére utal, amikor F = f marad. Minden ¢ > 0 esetén van olyan
d=g(c) >0, hogy y= f(z) & Y = f(X). Ez pontosan azt jelenti, hogy a g(c)f(z) =
f(cz) formula azonossag az > 0 (és a ¢ > 0) valamennyi értékére: az atskalazas mit sem
valtoztat az f fiiggvényen.



80-20 szabalya (mely szerint az Osszjovedelem 80 szézaléka jut a lakossag
leggazdagabb 20 szézalékdnak) az o = ﬁgi; = 1.161. .. értéknek felel meg.®
A skalafliggetlenség fogalma az elmult 20 évben két szempont miatt vélt

megkeriilhetetleniil fontossd. Az egyik az, hogy a tapasztalat szerint az tg-

ynevezett szocidlis halézatok/grafok nagy része — ilyen az internet és a
twitter is (de a facebook nem) — skalafiiggetlennek tekinthetd, a cstucsok

fokszamainak aszimptotikus P(deg(v) = k) = a k;% eloszlasaval, 2 < v < 3
kitevé mellett. Létezik néhdny nagyon magas fokszdmu, ritka, de az adott
graf/halozat egészében kiemelt szerepet jatszo cstucs, amelyeket a kiillGs
kerékagy angol megfelel§jével hub—nak hivunk. Barabasi—Albert Laszlo és
Albert Réka kutatésai uttorsk voltak ezen a teriileten. A masik ok a ritka
jelenségek alapvetd fontossaganak felismerése.”

Erdés—Rényi grifok: Adva van n cstcspont és egy 0 < p < 1 szam. Az n
csticspont kozott lehetséges (g) ¢l mindegyikét p valészintiséggel behtzzuk.
Az igy kapott G(n,p) graf csucsainak fokszameloszlasa a

-1
P(deg(v) = k) = (”k >pk(1p)n1k . k=0,1,...,n—1

binomialis eloszlas, amely nagy n—re jol kozelithets a N'(u, o) = N (np, /np(1 — p))
normalis eloszlassal. Az np = X > 0, n — oo hatardtmenetben a

k
P(deg(v) = k) = e_’\% , k=0,1,...

8A jovedelem és a vagyon megoszlasat sok méas modon is szokas modellezni, tobbek
kozott a lognormalis eloszlassal. (Jollehet az ilyen sommas megallapitasok mindig erdsen
vitathatok, egyes becslések szerint a Fold jelenlegi feln6tt lakossaganak 69 szazaléka az,
amely az Osszvagyon 3 szazalékat birtokolja, a legszegényebb 50 szézaléknak pedig pon-
tosan annyi vagyona van, mint a leggazdagabb 62 személynek.)

9A 2008-as gazdasagi vilagvalsagot a pénziigyi matematika nem jelezte elére — a rossz
nyelvek szerint nem kevés pénziigyi matematikus sejtette azt, ami végiil is bekdvetkezett,
de a sajat jol felfogott érdekében a “hallgatni arany” csendben maradast okosabbnak latta
— olyasmi tOrtént, aminek a korabbi sztochasztikus modellek szerint elhanyagolhatéan
kicsi volt a valoszintisége. A nagyon kicsiny valoszintiségt, de oriasi hatasokat okozo jelen-
ségekkel kiilon tudomanyag foglalkozik azota, a ritka jelenségek tudomanya. A Fukushimai
Atomer6mi balesete is egyike volt a tipikus ritka jelenségeknek. A foldrengés azonnal el-
szakitotta az elektromos tavvezetékeket, de magaban az erémiiben nem okozott komoly
karokat. De a tervez6k nem gondoltak arra, hogy egy kivételesen erés cunami tonkreteheti
az atomreaktor hitési rendszerének mindkét (egymastol és a szokasos kiils6 aramellatastol
egyarant fliggetlen) tartalék aramfejleszt6 egységének gemeratorait. Elég lett volna 6t
méterrel magasabbra helyezni 6ket, és akkor semmi baj nem torténik. Szerencsére a reak-
tortartaly — nem tgy, mint az ukrajnai Csernobilban, ahol a katasztrofat stlyos emberi
felelgtlenség okozta — nem olvadt ki. A koronavirus jarvany is ritka jelenség.




Poisson eloszlas a hatarérték.

Az Erdés—Rényi grafokra jellemzéek a hatdrértékképzés kritikus konstan-
sai'%. Ezek a kritikus konstansok a graf bizonyos vagy-vagy tulajdonsagaival
fliggenek Ossze, amelyek az egyes esetekben aszimptotikusan egy valészintiséggel
teljesiilnek. Hogy csak a legegyszertibb példakat vegyiik,

limy, 00 % <1 = G(n,p) nem Osszefiiggs

1imy,—yo0 % >1 = G(n,p) Osszefliggs

2

és
lim, yoonp < 1 = G(n,p) maximalis komponensének nagysagrendje const -In(n)
limy, ,oonp > 1 = G(n,p)-ben pontosan egy o6rids—komponens van, const-n nagységrenddel .

Strogatz—Watts grafok'': a Watts—Strogatz konstrukcié az n cstcst d-regularis
kérgrafbél indul ki, amelynek %d szamu éle van. (Itt 2 < d < n sziikségkép-
pen paros szam: a d-reguléris kérgrafot a hagyomanyos kérgrafbol kiindulva
gy kapjuk meg, hogy minden egyes csiicsot a téle jobbra és balra < %
hosszusagi uttal elérhetd tobbi csuccsal is kdzvetlen éllel kotjiik Gssze. A
gyakorlatban szokéasos paraméter—valasztas 1 < In(n) < d < n.) Korbe-
menve a Vi, Vs, ..., V, cstcsokon, a V; cstcstol “hatrafelé/balra indule” § él
mindegyikét 0 < 8 < 1 valdszintséggel kicseréljiik egy akkor—-éppen-nem-—
élre, amelynek egyik végpontja a V; cstics marad (az akkor-éppen—nem-—élek
koziil az egyenletes eloszlas szerint valogatva). Igy az eredeti d-regularis kor-
graf minden egyes élére pontosan egyszer keriil sor, és a konstrukcié mind-
végig kizarja tobbszoros vagy hurokélek létrejottét. A 5 = 0 esetben az ere-
deti d-regularis korgraf valtozatlan marad, a 8 = 1 esetben pedig — j6llehet
minden csics fokszama legalabb %d marad — lényegében egy G(n, p) Erdgs—
Rényi grafot kapunk, ahol (hiszen az élek szama nem valtozik) p = %d /(5)-
A f interpolaciés paraméter szokasos valasztasa egyébként 0 < f < 1.

Y0A hatarértékképzés kritikus konstansai gyakori szerephez jutnak bizonyos fizikai je-
lenségek — legyen ez most a fentrdl lefelé torténd atszivargas egy porozus kiozegen —
sztochasztikus modellezésénel (mas szoval a statisztikus fizikdban): Tekintsiik a Z x Z
racsgrafot, majd egymastol fiiggetleniil, azonos 0 < p < 1 valésziniséggel toroljiik annak
minden egyes élét. A kérdés az, van—e az igy meghatarozott sikgraf komplemeterhal-
mazéaban olyan folytonos gérbe, amely a “végtelen magassagot a végtelen mélységgel” koti
Ossze, abban az értelemben, hogy sem az északi, sem a déli irdnyban nem korlatos. A
valasz a kovetkezd: ha p > %, akkor egy valészintiséggel 1étezik ilyen gorbe, ha viszont
p < %, akkor egy valosziniséggel nem létezik.

ez a “kisvilag” (r6vid utak, magas klaszterezettség) véletlen grafok konstrukeciéjanak
klasszikus példaja: “nagyvilag” grafra a racsgrafok a legjobb példa — természetesen egy
racsgraf soha nem lehet véletlen, és struktiraja szerint egy cellularis automata cellarend-
szerével azonosithatd, a rajta definiadlt dinamika azonban nagyon is lehet sztochasztikus
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Barabdsi—Albert grifok: a Barabasi—Albert konstrukcio kiindulépontja barmely
no csticsponttt Gy, (szokas szerint sszefiiggs) graf lehet, amelyhez lépésenként
mindig egy 1) cstcspontot vesziink hozza. Az j csucspontot és a mar ko-
rabban meglévs csticspontokat rendre 0 < m < ng szamu éllel kotjiik ossze,
a parhuzamos és a hurokéleket most is kizarva. Az 1j élek behuzasa azonban
nem egyméstol fiiggetlen véletlenek szerint torténik, hanem preferenciakat,
a régi csucspontok tudatos sulyozasat koveti. Az ng+1i+ 1-ik (i =0,1,...)
1j cstcspontnak a j-edik (j = 1,2,...,n0 + 1) cstcsponttal valo dsszekotése
annal valosziniibb, minél nagyobb a j—edik csticspont aktualis fokszama. A
Barabasi—Albert preferenciaszabély szerint

deg ()
21 <k<no+i deg(k)
Matematikailag bizony{tott eredmény, hogy az ¢ — oo hataratmenetben az
egyre novekvs graf aszimptotikus fokszameloszlasa a

(no+i+1,7) € E(Gpy+it+1) valoszintisége egyenesen aranyos —val.

const(Gp,, m)
k3 ’
szabdlyt koveti. Ez a valoszintség jéval nagyobb, mint az Erdés—Rényi gra-
fokkal kapcsolatban is targyalt Poisson eloszlas esetében, ahol is a nagyon
nagy fokszamu cstcspontok valdszintisége exponencidlisan kicsiny. Ez utobbi
megallapitas a Strogatz—Watts grafokra is érvényes. A Barabasi-Albert
konstrukcio és preferenciaszabaly — amelynek tobb évtizeddel kordbban is
voltak el6zményei — arra ad példat, hogy egy ritka esemény bekovetkezésének
valoszintisége a vagyottnal vagy a rettegettnél sokkal-sokkal nagyobb is lehet.

P(deg(v) = k) = k> no ()

Sokan mondjak, hogy az emberek kozotti kapcsolatok valésagos grafjai
mintegy kézbensk a Strogatz—Watts és a Barabéasi-Albert grafok kozott. Az
Erdés—Rényi grafok inkabb matematikai konstrukciok, nagyon gazdag belss
elmélettel. Elég arra gondolnunk, hogy ott az egyes élek egymastol teljesen
fiiggetlen, azonos eloszlasu binaris (1étezik vagy sem) valoszintségii valtozok.

Két adott graf (lett légyen iranyitott vagy iranyitatlan) szerkezetének
egymashoz kozeli voltat a legfontosabb szerkezeti indikdtorok/paraméterek
tsszehasonlitasa révén allapithatjuk meg. A szerkezeti paraméterek matem-
atikailag pontosan definialt mennyiségek (ami nem azt jelenti, hogy meghatéaroza-
suk esetenként ne lehetne NP—teljes feladat), de maga a “a szerkezet”, an-
nak “robosztussaga”, valamint két graf szerkezetének “kozelsége” erésen intu-
itiv fogalom—alkotasok (egyre szaporodo serege, egymassal gyakorta polem-
izdlo szempontrendszerekkel). Ez nagyon eleven kutatasi teriilet, kiilondsen
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nagyméreti (és nem is mindig pontosan ismert) grafok elemzése és a szamitogépes
adatgytijtés szempontjabol. A legnehezebb kérdések egyike, hogy az élet-
tudomanyokban felmeriilt (és jol-rosszul megtalalt) grafok szerkezete milyen
elényokkel jar az evolicié szempontjabol. Itt fontos megjegyezniink, hogy
a gén regulacids, fehérje interakcios grafok, csakigy mint a sejt—anyagcsere
halozatok jelentSs részének fokszameloszlasa a Barabasi—Albert grafok kapce-
san megismert (5) szabaly (3 helyett 2 < v < 3 a kitev6ben) variansait koveti.

A legtobbet vizsgalt, legfontosabb grafparaméterek, szerkezeti indiké-
torok az alabbiak:

e a csucspontok atlagos fokszama,

e a cstucspontok (aszimptotikus) fokszameloszlasa,

e a klaszterezettség egymassal rokon tipusainak'? mértéke,
e a két csucspont kozotti atlagos tithossz'

A szerkezeti indikatorok kozé szokés sorolni

e a grafhoz rendelt matrix(ok), példaul az adjacencia vagy a bolyongési
matrix spektrumat

12 Adott irdnyitatlan, parhuzamos és hurokélek nélkiili — graf klaszterezettségének
legegyszeribb tipusa a hdromszogek szamdnak a cseresznyék szimdhoz viszonyitott arinya,
amelyet lokalisan (a G graf i—edik cstcspontjara |amennyiben d; > 2] a #{(j,k) €
E) | j, ke Ni}- m képlettel) is és globalisan (egyszerre az egész grafra) is lehet
definiélni. (Hogy mi a haromszdg, az magatol értetddik: egy harom csticsponttal bir tel-
jes részgraf. A cseresznye pedig egy majdnem—haromszog részgraf (harom csiicsponttal,
és ket éllel). A klaszterezettség fenti lokalis definiciojaban az adott csticsponthoz csak
azok a cseresznyék tartoznak, amelyekben ez a csticspont a kett§ fokszami.) Vilagos,
hogy egy haromszog harom cseresznyébdl all. A szamos rokon fogalomalkotas egyike: egy
grif adott £ csticspontja (példaul {i} UN;, ahol £ = d; + 1) &ltal kifeszitett részgrdfid-
nak klaszterezettsége az adott részgraf éleinek szama osztva (é)fvel, ami az ¢ csicsponti
teljes graf éleinek a szama. — Silyozott racsgrafok klaszterezése valamint szines vagy
sziirkearnyalatos képek szegmentalasa egymassal rokon feladatok.

13 A “kisvilag graf” elnevezést a kifejezés legaltalanosabb jelentése szerint azokra a gra-
fokra szokas hasznélni, amelyekben ez az atlagos tithossz nagyon kicsiny — az ilyen grafok
talan leggyakrabban emlegetett példaja a ma él6 emberek kozotti személyes ismeretség
grafja, ahol az atlagos dthossz hat vagy hét koriil lehet. (Ezt a kicsiny atlagos tthosszt
alapvetGen az teszi lehet6vé, hogy vannak emberek, akiknek szamos ismerdse van még az
egymastol tavoli orszagokban, foldrészeken is.) Erdemes megemliteni, hogy az ismeretsegi
graf klaszterezettsége magas szint. Ez a két tulajdonsag az emberi tarsadalom globalis
és lokalis jellegének egyenkénti és egyiittes fontossagara utal.
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is'. Grafok spektralis (és szimmetria—)tulajdonsagainak vizsgalata az alge-
brai grafelmélethez tartozik.

1A grafok szerkezete villamosmérndki kisérletek szaméra is hozzéaférhets. A grafot
épitsiik meg elektromos halozatként és legyen minden €l ellenallasa 1 Ohm. Ezutan kapc-
soljunk 100 Volt egyenfesziiltség(-kiilonbség)et a halozat két csomoépontjara, és nézziik
meg, mennyit esik a fesziiltség az egyes élek mentén. Intuitive vilagos, hogy azok az élek,
amelyeken a fesziiltségesések a legnagyobbak, mas szerepet jatszanak a két csomopont
kozti vagasokban, mint azok az élek, amelyeken a fesziiltségesés nagysagrendekkel kisebb.
— Adott grafon értelmezett bolyongéasok szimuléacios vizsgalata is a graf vagasairdl, illetve
ergsebben Osszefiiggs részeir6l — ezek azok a részgrafok, amelyekbdl a bolyongas csak ne-
hezen akar kivezetni — nytjt felvilagositast. A fent ismertetett szerkezeti indikatoroknal
nehezebbek azok, amelyeket egy graf vagasaival kapcsolatban szokas definialni.
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FISHER UTAZO HULLAMOS MODELLJE KEDVEZO GENEK TERJEDESERE

Elgljaroban idézziik fel Mendel eredményeit egyszertd, tablazatos formaban!

AA | Aa | génparok kombinédl6dasa p? | pq | kisérs valoszintiségek
aA | aa pq | ¢?
A tablazat a masodik generaciora vonatkozik és a hires p = ¢ = % esetben

azt mutatja, hogy a dominans gén a genotipusban 1 : 1, a fenotipusban 3 : 1
aranyban van jelen. Az altaldnos esetben p,q¢ >0, p+¢q = 1.

Most azt vizsgaljuk meg, mi torténik a tavoli idében, ha generaciérol
generaciéra az A gén relativ gyakorisdga minden egyes gén—kombinaciéban
p helyett (1 + s)p, mig az a gén relativ gyakorisdga ennek megfelelGen 1 —
(14 s)p = q¢ — sp. Matematikusként ekkor mondjuk, hogy az A gén kedvezd,
és a mogdttes muticios—kornyezeti etc. folyamatokat a bioldgidra bizzuk.

Mendel tablazata szerint a p viltozasa tehat az elsd és nulladik generaci6
kozott

pr—po=(1+5)p2+2(1+s)p(q—sp) —p =
p? +2pg — p+ 2s(p? + pq — p?) + *(p? — 2p?) = 2spq — s°p?.

Figyelembe véve, hogy s? elhanyagolhatéan kicsiny s—hez képest, a p; —pg =
2spq, a t—edik generacioban pedig a

pt+1_pt:28pt(l_pt) s t:O7112a"'

kozelitést kapjuk. Ez egy rekurziv Gsszefiiggés, amelyet tgy is értelmezhetiink,
mint a

p=2sp(1—p)

kozonséges differencidlegyenlet h = 1 1épéskozhoz tartozo explicit Euler mod-
szeres diszkretizacidjat. Az id6 szerinti linearis skdlazhatésag miatt nem
jelenti az altalanossig megszoritasat, ha az s értékét 0.5-nek vessziikk. Az
eddigi pontszerd modellt az egydimenzios x térvaltozéra a

p:p(l_p)+pzx (6)

diffizios egyenletként terjeszthetjiik ki, ahol a diffizios egyiitthatéraa D = 1
valasztas is lehetséges. A (6) egyenletet elséként Fisher vezette le, akitl az
utazo hullimok modszere is szarmazik. O ismerte fel (6) p(t,z) = ¢(x — ct)
alakt megoldésainak fontossagat, és 6 is vizsgalta meg ket elséként. Itt ¢ >
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0 a hullamsebesség, amely a @R — [0, 1] (hiszen ¢ tovabbra is valdszintiség)
egyvaltozos valds fiiggvénnyel egyiitt ismeretlene a

—cp' = p(1—p) +¢" (7)

kozonséges differencidlegyenletnek, ahol a vessz6 a z = x — ct 1) valtozo
szerinti derivalast jelenti.

Térben és idében id§jarasi frontbetorés jellegd, hullaim tipust megoldast
kerestiink, a probafiiggvények modszerére emlékeztets otlettel. A probélkozas
sikeres volta abban nyilvanul meg, hogy a feladat 6ridsit egyszerts6dott,
parcialis egyenletb&l kézonséges egyenletté valt. De ami ennél sszehason-
lithatatlanul fontosabb, az az, hogy a természet gyakran produkal utazé hul-
lamokat, amelyek koziil altaldban az erés stabilitdsi tulajdonsigokkal ren-
delkez6k valosulnak meg. A mésodrendd (7) egyenlethez specialis perem-
feltételek tartoznak, amelyeket kénnyebb a vele ekvivalens, két els6rendi
egyenletbdl allo

=9 , Y=—p(l-—p)—ct (8)

sikbeli kozonséges differencidlegyenlet—rendszerre megfogalmazni. A perem-
feltételek a feladat biologiai és valoszintségszamitasi interpretaciojabol adéddan
az Gjonnan definialt z belss (id6)valtozoban a kovetkezsk

p(=00) =1, p(00) =0 , ¥(=00) =0 , ¥(o0) =0

(hiszen az egyenes minden pontjaban az A gén valamikor nagyon régen
egyaltalan nem volt jelen, viszont a tavoli jév6ben teljesen ki fogja szoritani
az a gent). A (8) rendszer olyan trajektoridjat keressiik tehat, amely het-
eroklinikus Osszekottetést képez a QQ = ((1]) ésa P = ((1)) egyensulyi helyzetek
kozott. Ez a trajektoria a (8) sajat belss idejében a @ ponttol indul és a P
ponthoz érkezik.

A fenti megfontolasok, nem egyszer heurisztikus kozelitések jogos volta
melletti f6 érv, hogy a (8) rendszernek pontosan két egyensilyi helyzete van,
nevezetesen a @ és a P.

ITT ES MOST A KOZVETLENUL AZ ELOADAS IDOPONTJA ELOTT
ELKULDENDO E-MAIL OLVASANDO, VALAMINT AZ ANNAK CSATOL-
MANYAKENT ELKULDOTT ABRAK NEZENDOK MEG
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A LOTKA-VOLTERRA SI-R MODELL
Ha a SIR rendszer harmadik valtozdjaval nem térédiink és r helyett 7—t
frunk, akkor az

§=—7ST , I=7SI—1, ahol S,I1>0 (9)

(csak hazi hasznalatra jeloljiik igy) SI-R modellhez jutunk. Az SI-R modell
2D Lotka—Volterra rendszer, amelyikben a fert6zhetSk S és a fertGzottek 1
mér@dszama a biomassza tomege, 7 > 0 pedig a fert6zési rata. Az egyen-
stlyi helyzetek P(Sy) = (%0), ahol Sy > 0 paraméter. A P(Sp) egyenstlyi
helyzetben a Jacobi matrix

JSo — <8 7-,5‘;—?01) , a sajatvektorok S]% = (0> és Sgo = <1 _ ;) ’
750

rendre )\fo =0¢és )\50 = 750 — 1 sajatértékekkel.

A jarvany biztosan el tud indulni olyan egyensulyi helyzetekbdl, amelyek-
ben van taszité sajatérték, tehat azokbol a P(Sy) egyensilyi helyzetekbdl,
ahol )\50 =75 — 1 > 0. Ez ugyanaz, mint amit Leslie a tilnépesedésrdl
megallapitott: a tulnépesedéshez egy linearis, diszkrét idejii dinamikaban
elegendd, ha az origd mint egyensulyi helyzet legalabb egy trajektoriat kilok
magabdl, azaz ha az L Leslie matrix legnagyobb sajatértéke taszitod, ké-
plettel: r > 1. Az els6ként targyalt SIR modellben is ugyanez a helyzet.
Az ottani szabalyos H héaromszoglemez fertézésmentes, (1,0,0) egyenstlyi
helyzetébdl akkor indul el biztosan a jarvény, ha az ottani (termeészetesen a
‘H haromszoglemezhez tartozo) két sajatérték nagyobbika pozitiv. Ez a két
sajatértek!™ A\ = 0 és Ay = r — 1. Ugye van ereje a matematikanak?
Amir6l manapsag annyit beszélnek, a jarvany Ry reprodukciés szdma, amit
1 ala kell vinni, bizony—bizony — a diszkrét idejti dinamikus, id&tsl explicit
modon nem fiiggs modellekben — Ry az endogén egyensilyi helyzet legnagy-
obb sajatértéke.

Nem nehéz meghataroznunk az (9) rendszer trajektoriait. A vizszintes S
féltengely csupa egyensilyi helyzetbdl all, a fiiggtleges I féltengely egyetlen,
az origbba lefelé tarto trajektoria, az ezektdl kiilonboz6 Osszes trajektoria

pedig egy—egy konkév, jobbfelsl balra haladé korlatos (‘?((:))), —00 <t <0

5Ki tudjuk Sket szamolni a (1) rendszer Jacobi métrixab6l? (Haromszor harmas fels6—
haromszog matrixot kapunk, 0-r—1-1 diagonalissal. Es miért tartottuk ezt idaig titokban?
Mert a fazisportré, a jarvany lefolyasa érdekelt minket.)
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iv, amelyek mindegyike a vizszintes S féltengely két, egymast kolcsondsen
meghatéroz6 pontjat kiti Ossze. A P~ = (S(Boo>) inditasi egyensilyi helyzet
az (S.,00) félegyenesen, a Pt = (S (80)) érkezési egyensulyi helyzet pedig
a (0, Sx) szakaszon helyezkedik el, ahol S, = —. A jarviny kialakulasdnak
feltétele tehdat S(0) = Sp > S, = 2 (6s 0 < I(0) = Iy = ¢ < 1). Mindez
egyszert kovetkezménye a

dl 75 -1 1
S= " .3 = /1dl—/<—1+7_s>d5’

1 1
= I+C=-S+-In(S)+Cs = I[I=C—S+ - In(9)
T T

—_

szamolasnak, ahol az I = I(S), S < 0 implicit fiiggvényvizsgalat szerint
I'(S) = =1+ 25 s I"(5) = — & < 0 (ez utobbi formula maga a konkav-
itas, az elobbi formula pedig az S, = 1 pontot mint az I = I(S) fiiggvény
maximum-helyét definidlja. Vegylik észre azt is, hogy )\go az sgo mésodik
koordinatajaval egyiitt pontosan akkor lesz pozitiv, amikor Sy > Si.) A
jarvany kialakuldsanak sziikséges és elégséges feltétele szavakkal kifejezve az,

hogy a megfertézhet§ biomassza ne legyen tul kicsiny.

UTtAzO HULLAM Az (9) 1D DIFFUZI0S SI-R MODELLBEN
A jarvany 1D terjedését a fertézhetSk és a fertézottek egyenes menti
diffazidjaval, azaz az

S=—78I+8y, , I=7SI—I+1I,, , ahol S,I>0 (10)

alakt parabolikus parcialis differencidlegyenlet—rendszerrel modellezziik. Mind-
két diffuzios egyttthatot 1-nek valasztjuk (ami egy atskalazas erejéig a dif-
fuzios egyiitthatok egyenléségét jelenti csupan). Specidlis megoldast, utazo
hullamot keresiink az S(t,z) = ¢(x — ct), I(t,x) = n(xz — ct) alakban, ahol

¢ > 0 a hullamsebesség, amely a ¢ és az n egyvaltozos valds fliggvényekkel
egylitt ismeretlene a

—cp' = —ton+ ", —ef =Ton—n+1"

kézonséges differencidlegyenlet-rendszernek, ahol a vesszé a z = = — ¢t 4j
valtozo szerinti derivalast jelenti. Attérve a 4D

¢ =1 n=q
P =Tn —cy ('=n—T1en—c( (D)
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normélalakra, a peremfeltételek az tjonnan definialt z belsd (id6)valtozdban

p(—00) =gy , @(00) =¢f , Y(Fo0)=0 , n(+oo)=0 , ((F£o0)=0

(hiszen az egyenes minden pontjaban valamikor nagyon régen egyaltalan
nem volt betegség és a tavoli jovében szintén nem lesz). Az utazé hullamnak
tehat a (11) rendszerben olyan megoldas felel meg, amely két, egyméstol
és a ¢ hullamsebességtdl is fliggd egyensilyi helyzetet kot Gssze. A késsbbi
jeloleseket elévételezve, a P~ = P(py) és a PT = P(p{) pontokat. Az
egyenstlyi helyzetek mindegyike P(@g) = (0, 0,0,0)T alak,

0 1 0 0 0 1 0 0

geo_ | ™1 —c To 0 _ |10 —c¢ 7o 0
0 0 0 1 - 0 0 0 1
- 0 1-—-7p —c p=pon=0 0 0 1—-7py —c

Jacobi métrix-—szal, ahol g > 0 a paraméter. Igy a sajatértékek

—cE /2 +4—4rpg

AM=0, Ao=—c, A3u= 5

Az els6 ket sajatértek (rendre s; = (1,0,0,0)7 éssy = (—1,¢,0,0)7 sajatvek-
torokkal) a J matrix bal fels6, a masik kett6 a J matrix jobb als6 mi-
norméatrixdhoz tartozik. Most a jobb alsé minormétrix stabilitisvizsgalata
kévetkezik. Teljesen elemi médon — vagy a T-D nyom-determinéns dia-
gramm révén (ahol T=—-c<0éD=17p9g—12 O), a stabilitas kritikus
eseteivel nem tor6dve — azonnal latszik, hogy

>0 & D<0 & 71p9<l & po<p.=1/7,

Re()\374)<0 & D>0 & T<,00>1 & Yo > Px -

gy a négydimenzios (11) rendszer P~ egyensulyi helyzete (amelyiknek kell
legyen pozitiv sajatértéke) a ¢y < ¢«, Pt egyensilyi helyzete (amelyiknek
jo ha nincs pozitiv sajatértéke) pedig a gog > . egyenlGtlenségnek tesz
eleget.

A feladat biologidja szerint ¢ > 0 és n > 0. Ez utébbi egyenlétlenség
kizdrja azt, hogy (11) megoldasai a (¢7 , 0, 0,0) pont barmely kis kdrnyezetében
— az n valtozéban exponencidlisan lecsengé szinuszoid hullaimzassal — oda—
vissza atspirdlozzanak az n = 0 sikon. Marpedig ezt tennék, ha a A34
sajatértékek valodi komplex konjugalt part alkotnanak. Ebbél D < iTZ

szerint a ¢ hullamsebességre a ¢ > 24/ 7'(,03_ — 1 kévetelmény adodik.
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Most egy szusszanasnyi idére megallunk.
Mindezideig annyi tortént, hogy a P~, PT pontok elhelyezkedésére valamint
a ¢ hullamsebességre sikeriilt néhany sziikséges feltételt megallapitanunk.

A P~ és a PT pontokat 6sszekots trajektoriarél — ha van ilyen tra-
jektoria egyaltalan — kizardlag nemlokilis megéllapitasokat tehetiink. A

kovetkezd tételt numerikus evidenciakeént kell elfogadnunk. '

A véletlen grafos részt atfésiiltem. Korabban is j6 volt, de most mar
egészen meg vagyok vele elégedve. Olvasményos, akar a nagymértékben
atirt LOTKA-VOLTERRA fejezet. Ez utobbi kozépss bekezdése villame-
sapésként ér mindnydjunkat. A két utazd hullamos fejezet, ameddig legépel-
tem 6ket, szintén j6l érthetd.

ITT ES MOST A KOZVETLENUL AZ ELOADAS IDOPONTJA ELOTT
ELKULDENDO E-MAIL OLVASANDO, VALAMINT AZ ANNAK CSATOL-
MANYAKENT ELKULDOTT ABRAK NEZENDOK MEG

16 A matematikai bizonyitas nehéz. Egy leendé mérnék azonban a szimulaciés tapaszta-
latokat — ha ramutaté érvekkel is meg tudja tamogatni ket — tényként kezelheti.

A heurisztika onnan indul, hogy az S. = ¢. = 1/7 egybeesés aligha véletlen. A 0
kétszeres sajatértéke mind a J%*, mind a J¥* matrixnak, raadasul a 0 sajatértékhez
mindkét esetben csak egyetlen linearisan fliggetlen sajatvektor tartozik, s; = ((1)) illetve
S1 = (l,O,O,O)T, amelyeket batran azonosithatunk egyméassal. Fontos észrevenniink azt
is, hogy a \;° és a A3(po) sajatértékek a paraméter kritikus S, = . értékénél egyarant
elGjelet valtanak. A J¥* matrixnak a —c szintén kétszeres sajatértéke, amelyhez is-
mét csak egyetlen linearisan fiiggetlen sajatvektor tartozik. Ha o # @« kozel van a
kritikus ¢, értékhez, akkor a J¥° matrixnak két negativ sajatértéke van, mindketten
kozel a —c értékhez (egyikiik éppen maga a —c), egymastol linearisan fiiggetlen sz (o)
és s4(po) sajatvektorokkal. A linearis algebra/analizis azt is tanitja, hogy a J¥* matrix
—c sajatértékéhez tartozé Jordan blokk bazisvektorai altal kifeszitett altér nagyon kozel
van az s2(@o) és a sa(po) altal kifeszitett altérhez, amelyen a linearizalt rendszer aszimp-
totikusan, s6t exponencilisan stabil — természetesen csak akkor ha pg # @, tovabbra is
kozel van a kritikus . értékhez.

Igy kézenfekvs arra gondolnunk, hogy a 4D (11) rendszer azonosithato a 2D (9) rend-
szerrel, ha ez utobbit egy exponencialisan stabil linearis 2D rendszerrel — mondjuk a
¥ = —cp, ' = —c( rendszerrel — szorozzuk be. Természetesen a szorzas ferdén (nem
pedig koordinatanként), rdadasul csavarodva értends: a ¢o paraméter fiiggvényében az
sa(po) sajatvektor is, az exponencialisan stabil 2D sokasaggal egyiitt, csavarodik. A (11)
rendszer centralis sokasaga szintén csavarodik, és egy az egyben megfeleltethets a (9) 2D
fazisportréjan il6 dinamikanak.

A fenti érvelés, legalabbis lokalisan, a kritikus P(S.), P(p.) egyensilyi helyzetek
koérnyékén, pontossa tehetd.
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