gyakorl6 feladatok a ZH el6tti hét el6tt

1) Az & = x(1 — 22 —y), § = y(3 — 2y — z) Skoszisztéma Q = (0,3)
egyenstlyi helyzete a pozitiv ortansra (magyarul: az elsé siknegyed belsejére)
nézve globélisan stabil. Igazolja ezt a kijelentést!

2.) Folytatdas Az el6z6 feladat paraméterértékei mellett az els6 faj sorsa
a biztos kihalas. Vizsgalja meg, hogy az elsG faj egyenletében szerepls
paraméterek egyikének értékét megvaltoztatva, mas szoval az A.) & = bx(1—
2z) —xy, ¥ = y(3 — 2y — x) rendszerben a b, a B.) & = x(1 — % — y),
y=y(3—2y—x) rendszerben a K, a C.) 2 = z(1-2x—y), y = y(3—2y—x)
rendszerben a v paraméter mely értékei mellett keriilheti el az els6 faj a ki-
halast — esetszétvalasztasok, fazisportrék!!

3.) Folytatds D.) A & = z(1 - % —vy), ¥ = y(3 — 2y — x) rendszerben
a K és a v paraméterek mely értékei mellett "kényszeritheti ki" az els6 faj a
masodik faj teljes kipusztulasat? (Nem mintha ezt a masodik faj “sz6 nélkiil
tiirné” ... mindezt az evolicios jatékelmélet tudja jobban modellezni.)

4.) A)) Eldéntheté—e az (E) # =y — 2%, y = —z + 22%y — 23° egyenle-
trendszer origjanak stabilitasa linearizalassal? B.) Es a V(z,y) = (22 +y?)
fiiggvény segitségével?? C.) Globalisan aszimptotikusan stabil-e az origd?

5.) A lehet6 legteljesebb fazisportrékat kérem: A.) & = —y—zy, y = z+2>
B)i=x*-y—1,9g=ay—2yCla=a2*—y—1,y=xyD.) z=—xy,
y=a>—y—1+uly—v3),aholp=1+¢ 0<e<1.

6.) A.) Az a € R paraméter mely értékeire lesz az (E) & = —az +
y, y = (2 — 6a)xr — 5y differencidlegyenlet origdja aszimptotikusan stabil?
B.) Keressen ezekre az a értékekre olyan V(z,y) = ax? + Bxy + yy? alaka
Ljapunov fiiggvényt, amelyre V(E) (v,y) = —2® —y*> < 0 ha (z) + (8) !

7.) Keressen az & = —zy*, y = 2% egyenlethez V(x,y) = az® + By?
alakt Ljapunov fiiggvényt (itt V(E) (z,y) < 0is elég), ahol a, B,¢,d € R! Mi
kovetkezik ebbdl az origéd stabilitasara?

8.) Abrazolja a fazisportrékat®! A.) @ = —x +y-In(z? + y?), ¥ =
—y+ax-In(2®?+y?) B.) i =—y+2*+ 2y’ y=x+ 2%y + ¢

!Tény: ha van nemtrivilis periodikus megoldas, akkor centrumpont is van, és a peri-
odikus megoldésok ezt a centrumpontot koriilolelve kitoltik a pozitiv ortans belsejét.

2A V fiiggvény (E) differencilegyenlet szerinti derivaltjat Ljapunov hires V( B)(z,y) =
(LV (z(t),y(t)))|t=0 keéplete definialja. Igaz, hogy V(E)(ac) = (gradV (x), f(z)) — mik itt
a jelolések? Mi itt a differencidlegyenlet? Honnan hovi képeznek az egyes fiiggvények?

3Polarkoordinatarendszerben mar konnyfti lesz: attérés az x(t) = r(t) cos(¢(t)), y(t) =
r(t) sin(p(t)) formulak ¢ szerinti derivalasa majd 7(t) és ¢(t) kifejezése révén



9.) a.) Az a paraméter mely értékeire lesz az origo a.) az & = Cx
rendszernek aszimptotikusan stabil egyensilyi helyzete? Mikor lesz az origo
ab.) & = Dx valamint a c.) & = Fxz rendszernek aszimptotikusan stabil,
stabil, instabil egyensulyi helyzete? Csak a b.) és a c.) esetben: Mely
paraméterértékekre lesz az origbd fokusz, nyereg, csom6? Lehet mas is?

10.) Oldjameg az &t = -3z +y, y = —-3v+yésazi=—-3x+y+
cos(t), y = —3z + y rendszereket az x(0) = 1, y(0) = 2 kezdetiérték—feltétel
esetén! Valtozott—e/valtozhat—e az inhomogenitas miatt a kapott megoldas
a stabilitas szempontjabol?

11.) Abrazolja az # = —v+ 3y, § = —3x —y +cos(t), z(0) = 1, y(0) = 2
kezdetiérték—probléma megoldésat olyan médon, hogy az dbrabol a kérdéses
megoldas stabilitasi tulajdonsagai is kiolvashatok legyenek.
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12.) Rajzolja meg az a.) @ = Gz illetve b.) az @ =0,y =0 és az & = y,
y = 0 differencidlegyenletek fazisportréjat!

13.) Az egyensilyi helyzetek koriili dinamika adbrazolasa utan rajzolja
meg az a.) © =y, y = —x(l —x) —y valamint a b.) T =2*—-1,9y = zy
differencialegyenletek (amennyire csak tudja) teljes fazisportréjat!

14.) Adjon meg olyan origo kozépponti korlemezt, amelyik biztosan része
az (E) © = vy, y = —x — y(1 — 2?) differencialegyenlet-rendszer egyenstlyi
helyzete stabilitisi tartoméanyanak!*

15.) Tegyiik fel, hogy (alkalmas M,w > 0 konstansokkal) |lat|| < Me=«
minden ¢ > 0 esetén. Hatarozzon meg olyan K > 0 szamot, hogy tetszéleges,
a || B|| < K egyenl6tlenségnek eleget tevé B métrix esetén az origd aszimp-
totikusan stabil egyensulyi helyzete az (E) & = (A + B)x differencidlegyen-
letnek?® Ttt A és B azonos rendii négyzetes matrixok.

4Utmutatas: tekintse az a.) V(z,y) = 222 4+ zy + ¢ valamint a b.) W(z,y) =
x? + y? fiiggvényeket! Pozitiv definit-e a V kvadratikus alak? Mondhatjuk-e, hogy a V

szintvonalai Matrjosa—babékra emlékeztetnek? Igaz, hogy V( B (z,y) = —x% —y?? Mi koze
van a W szintvonalainak a linearizalt rendszer megoldasaihoz?
SUtmutatés: tekintse a V{g) derivéltat, ahol V a P = — [ eA"se4s ds pozitiv definit

matrix segitségével definialt, és az AT P+ PA = —I egyenletnek eleget tevs V(z) = 2 Px
Ljapunov fiiggvény! (Ehhez felss becslést kell adnia a P matrix norméjara. (Zarojel a
zérojelben: igaz, hogy Aed® = 45 A? Hogyan kell hasznalni ezt az azonossagot a P métrix
pozitiv definit voltanak bizonyitasara? Es az is igaz, hogy eAlseAs = e(AT+A)S?))



16.) Hatéarozza meg az altalanos megoldast, rajzolja fel a fazisportrét:
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Van—e a fenti példak kozott elfajult eset? (Milyen értelemben elfajult?)

17.) Véazolja az & = y, y = — sin(z) — by gravitacios inga/hajohinta
lokalis dinamikajat az zo = 0, yo = 0 als6 egyensilyi helyzet koriil a b > 0
kozegellenallasi egyiitthato A.) b=0 B.)0<b<2 C.)2<b D.)b— o0
eseteiben!

18.) Ismeretes, hogy instabil < “nem stabil”. a.) Fogalmazza meg
egyenstlyi helyzet instabilitasanak definiciojat az € és a § segitségével! b.)
Ugyanez a feladat az aszimptotikus stabilitas fogalmanak tagadasara. (Ez
inkabb logika, mint differencidlegyenletek: de azért rajzolja is le!)

19.) Tekintse a kovetkez6 periodikus megoldasokat: a.) az 7 = 0,
¢ = r + 1 rendszer r = 1 megoldasat és b.) az © = —2x + y + 2cos(t),
y = —x—2y—2sin(t) rendszer x = cos(t), y = — sin(t) megoldasat! (Hogyan
vezetné le, hogy = = cos(t), y = —sin(¢) valoban az inhomogén rendszer egy
partikularis megoldasa? Probafiiggvénnyel? A konstans variacios formula-
val? A két els6rendii egyenletbdl allo rendszer egyetlen masodrendd egyenle-
tre valo visszavezetésével?) Hogyan célszert ennek a két példanak a fényében
periodikus megoldésok stabilitasat és aszimptotikus stabilitasat definiélni?

20.) Hatarozza meg az e! métrixot, ha A rendre az alabbi:

2 1 1 11
(1 2), <§ _1> ; (0 1) (itt és most a sorfejtéses modszerrel!)

21.) Tekintse az a.) & = p—z? differencialegyenletet, ahol 11 € R paraméter.
Mik az egyenstlyi helyzetek, és mi a helyzet azok stabilitasaval? Rajzolja fel
a megfelels fazisportrékat is! Ugyanez a feladat a b.) @ = pux — z? illetve a
c.) = ur — 2° egyenlet—csaladokra. d.) Fel tudja rajzolni a 7 = ur — r?,
¢ = —1 Hopf bifurkécié szokasos pu < 0, =0, p > 0 eseteit is?

22.) Milyen 6koszisztémét modellez az & = z(1 —z 4+ y), y = y(1 —
Y+ %x) rendszer? Adjon meg harom szimbidta valamint két ragadozo plusz
egy novényevd tipusi Lotka—Volterra rendszereket! Vannak ez utobbinak
alesetei? Tudna abrazolni is, amiket elgondolt?



