A diffazié—egyenlet kétféle levezetése és néhany tulajdonsaga:

A MAKROFIZIKAI LEVEZETES: EGYENSULYI ELVEKBOL — A HOVEZETESI INTERPRETACIOBAN Jeldlje
u(t,z) az x € Q C R? (d = 1,2,3) pont hémeérsekletét a t > 0 iddpontban. A masik alapvets fogalom
a hgaramlas id6tdl és helytdl is fliggd vektormezdje, az F(t,x). A harmadik a belss héforrasok f(t,z)
striségfiiggvénye.

Egy G C Q térrészen beliili Q(t) = / cpu(t, z) dz héenergia Q(t) megvéltozasa
G

= a OG peremen ataramlo — F ds héenergia + a bels6 hoforrasok /f(t,:r:) dr munkaja ,
oG G

azaz

/cput(t,a:) dr = — Fds—i—/ f(t,z) dx
G oG G

tetszoleges korlatos G C Q (nyilt) tartoméanyon, ahol p az anyagstriség és ¢ a fajhs. Az fG div(v) dox =
/. s U ds divergenciatétel valamint a diffazio! F = —k grad u torvényének segitségével

/ cput(t, z) de = / div(k grad u) dz + / f(t,z) dx,
G G G

amibdl a
cpug(t, r) = div(k grad u) + f(t, x) (1)

végeredmény mar kozvetleniil adodik.? Amennyiben a k diffizios egyiitthato allando (és nem k = k(z) alaka
fiiggveny), a k alland6 kihozhaté a divergencia operéatora elé, és a végeredmény a cpu; = kAu + f(t,x)
2 k

alakra egyszertisodik. Ha nincsenek bels6 héforrasok — azaz ha f(t,z) = 0 —, akkor az a® = i 0

jeloléssel az (1) egyenlet az u; = a®>Au alakot 6lti, amely egy elére megadott Q C R? (d = 1,2,3) kor-
latos tartoméany pontjaiban érvényes. A tovabbiakban azt is feltessziik, hogy mind a ¢ fajhé, mind a p

o

anyagsiriség, és akkor veliik egyiitt az a > 0 paraméter is térben—idében allandok.

A u; = a®Au parciélis egyenlethez perem— és kezdeti—érték feltételek is tartoznak. A kezdeti felté-
tel u(0,2) = g(x), = € Q alakin. Peremfeltétel tobbféle is lehet: a két legfontosabb tipus a Dirichlet—
féle u(t,z) = h(t,x), (t,x) € [0,00) x 092 peremfeltétel, illetve a (Carl) Neumann—féle % = h(t,x),
(t,z) € [0,00) x OQ peremfeltétel. Magatol értetGdik, hogy itt g és h elére megadott fiiggvények, mig

la diffazios torvényt a hétanban Fourier, a kémiaban Fick, az elektromossagtanban Ohm nevéhez kotik — hat nem
csodélatos, hogy ugyanaz a matematikai modell képes leirni a kiilonb6z6 természettudomanyok ‘sajat’ jelenségeit? — A
diffazio—egyenlet u valtozoja csak a h6tanban jelent hémérsékletet: a kémidban egy folyadékban oldott anyag 0 < v < 1
koncentracidjat jelenti

®egy matematikus még az [ (cpus(t, z) — div(k grad u) — f(t,x)) dz = 0 képletet is kzbeiktatja, majd a “ha egy fiiggvény
integralja minden G C 2 tartomanyon nulla, akkor a fiiggvény azonosan nulla” tételre hivatkozik. (Ez a tétel csak folytonos
fiiggvényekre igaz! Es kiilonben is, mar a divergenciatétel is csak olyan G tartoméanyokra teljesiil, amelyek hatara ... rdadasul a
t szerinti derivalast sem lehetett volna csak dgy bevinni az x szerinti integralas jele mogé ... de nem akarom tovabb karikirozni
a dolgot. Elég az hozza, nem baj, ha egy mérndknek idénként eszébe jut, hogy minden szdmolas érvényességének megvannak
a maga feltételei — még akkor is, ha ezek a feltételek a szamara relevans esetekben automatikusan teljesiilnek).




tetszoleges 2 € O esetén v(x) a kifelé mutaté normalis egységvektort, 2 oy = (grad u(t,z),v(z)) pedig a
v(x) mentén vett irdnymenti derivaltat jelenti. A h = 0 valasztés a legfontosabb, a Dirichlet—féle esetben
ez egyenletes hiitést, a Neumann—féle esetben pedig teljes hiszigetelést jelent.

Megjegyzés: Homogén Neumann peremfeltétel esetén a divergencia—tételt felhasznalva,

Q(t):/Qcput(t,a:)dx:/Qdiv(k:gradu)da::/émkgraduds:/aQOds:O = Q) =Q(0)

adodik (hiszen (grad u(t,z),v(z)) = 0 minden ¢ > 0 esetén), ami a hétani interpretacioban hGenergia—
megmaradést, a kémiai interpretacioban pedig a folyadékban oldott (és a diffazioval terjed§) anyag meny-
nyiségének /tomegének megmaradasat jelenti.

Megjegyzés: egy dimenzidban linearis valtozo—transzforméciokkal — “skalazéssal” — elérhets, hogy
a=1és z € [0,7] legyen. Valoban, ha eredetileg = € [0, L], akkor

a T=at , y=P0zx , u(t,x)=U(at,fx) =U(T,y) linearis helyettesitésekkel
az ut = Uy - &) Ugy = Uyy - (2 derivalasok szerint
up = a’ugy , (t,x) €[0,00)x[0,L] = U -a= aQUyy-B2 , azaz Ur =Uyy ha L =1 és o= a’p2.
Magatdl értetddik, hogy a linearis helyettesitések a perem— és a kezdeti feltételekre is vonatkoznak.

Megjegqyzés: Az uy = ugy, u(t,0) = u(t,7) = 0, u(0,z) = g(x) homogén Dirichlet feladat megoldhato
Fourier—sor alakjaban:

oo
2 ™
u(t, ) E Ysin(nz) ahol ¢, = / g(x)sin(nx)dx, n=1,2,.... (2)

Maga az egyenlet homogén linearis, és a peremfeltétel is homogeén. Igy az u(t,z) (t > 0, x € [0,7])
megoldés az e 't sin(nx) alapmegoldasok linearis kombindcioja. A linearis kombinacié egyiitthatoit a
t = 0 kezdeti allapotot leir6 g € Lo[0,n] fiiggvény Fourier sorfejtése szolgaltatja. Hasonloképpen, az
Ut = Ugg, Uz(t,0) = uz(t, m) =0, u(0,z) = g(x) homogén Neumann feladat megoldasa:

2 ™
u(t,z) = %0 + che*"% cos(nz) ahol ¢, = / g(x)cos(nx)dx, n=0,1,2,....
0

™

Fontos megjegyezniink, hogy — még akkor is, ha a g fiiggvény folytonos, s6t ha még a g(0) = g(7) = 0
kompatibilitasi feltételek is teljesiilnek — a megoldas “déccenve” indul: a ¢ = 0 id6pontban a Fourier—sorok
konvergenciaja altaldban csak az Lo[0, 7] térben garantélt. Szerencsére ha t > 0, akkor a sordsszeg végte-
lenszer derivalhato a t és az x hibrid valtozokban. A t — oo hataratmenetben a homogén Dirichlet feladat
megoldasanak képlete egyenletes u(t,z) — 0 kihiilést, a homogén Neumann feladat megoldésédnak képlete



pedig az integral-atlaghoz tart6 u(t,z) — ¢ = o fo x) dz teljes hémeérséklet-kiegyenlit6dést mutat.

(Ha az = € [0, L] intervallumon maradtunk volna egy &altalanos a > 0 paraméter mellett, akkor a
homogén Dirichlet feladat megoldéasa ez lett volna:

)— gn €XP ( )2 2t S'n( ) ahola g, = / g( )S'n( )d =1,2
x—g —la=) n m | —nx o) = = x)sin | =nx | ax n =
—~ n [ [ n [ 0 [ Y )=

allandok éppen a g : [0,L] — R fiiggvény {sin (Fnz) };L’O:l, x € [0, L] trigonometrikus rendszer szerinti
Fourier sorfejtésének egyiitthatoi.)

A MIKROFIZIKAI PONTOSABBAN A STATISZTIKUS FIZIKAI LEVEZETES: A DIFFUZIO BROWN—MOZGAS
SZERINTI INTERPRETACIOJABAN Egyetlen pontszert részecske bolyong a szdmegyenesen. Mozgésarol
csak annyit tudunk, hogy adott helyzetbdl §t idg alatt % valdszintiséggel jobbra, % valészintiséggel balra
megy, éspedig dx tavolsagot.

Jelolje P(t,z) annak a valoszintiségét, hogy a részecske a t idépillanatban a szamegyenes x pontjatol
balra helyezkedik el. A t és a t + dt id6pillanat kozotti lehetséges elmozdulasokat figyelembe véve, a
P(t+0t, z) valoszintiséget kifejezziik a t idépillanathoz tartozo kiilonb6z valoszintiségekkel. Az az allapot,
hogy a t + dt id6pontban a részecske az x ponttol balra helyezkedik el, kétféleképpen alakulhat ki: ha a
t idgpillanatban balra volt az = — dz ponttdl, vagy ha benne volt az (x — dx,z + dz) intervalumban. Az
el6z6 esetben tovabbra is balra marad az x ponttol, az utébbi esetben pedig a jobbra vagy balra 1épések
egyikével az = ponttdl jobbra, mésikaval az x ponttdl balra keriil. A valészintségét figyelembe véve azt
kapjuk, hogy a kétvaltozos P fliggvény eleget tesz a

P(t+dt,x) = P(t,x — 0x) + %(P(t,a: +dx) — P(t,z — x))

algebrai Osszefiiggésnek. Ezutan mindkét oldalbol kivonjuk a P(t, z) valosziniiséget és osztunk a d0t, a jobb
oldalon pedig bévitiink a (6x)? kifejezéssel. Igy

P(t+dt,x) — P(t,x) 1 P(t,x —dx) = 2P(t,x) + P(t,x + 6x) (dx)*
5t 2 (62)2 5t
majd a ((;9;352 = 1 skalazéssal és a dt,0x — 0 hataratmenettel a remélt Pi(t,z) = Pg,(t,x) parcidlis

differencidlegyenlet adodik.
Ha a ¢t = 0 kezdeti id6pontban a részecske biztosan az z = 0 pontban volt (azaz P(0,z) = H(z) ahol
H a Heaviside fiiggvény), akkor a h6maggal (lasd a 10-ik oldalon) vett konvolucids integral a

1 o 5)2 (2= 5)2 x
P(t,m):2\/ﬁ H(¢) d§—2\/> 2\/» e4td2—®<\/ﬂ>

2
végeredménnyé egyszertisodik. Itt ®(x) \ﬁ f =7 ds, a standard normalis eloszlés eloszlasfiiggvénye.
A fizikusok ezt ugy mondjék, hogy a diffuzié a Dirac deltat (vagy maés néz6épontbol a Heaviside fiiggvény



altalanositott derivaltjat és ha tugy tetszik, Brown vizbe dobott pollen—csomagocskajat) ¢ > 0 id6 alatt az

22
N(0,0) = N(0,+/2t) normélis eloszlas U\}ﬂefﬁ stirtiségfiiggvényévé keni szét.

Nemnegativ matrixok hatvanyozasasra vezets feladatok:

PERRON-FROBENIUS TETEL: Legyen A = {aij}zjzl nemnegativ, primitiv matrix. (Azaz ha az A
mdtriznak alkalmas ko—adik hatvdnya csupa pozitiv elemet tartalmaz — vagy ami ezzel ekvivalens, ha az
irdnyitott dtmenetgrdf dsszefiiggd és kiorei hosszinak LNKO—ja egy. Konvencid: ({i} — {j}) € E(G) <
aji > 0.) Ekkor Ay =7 > |Xo| > |A3] > ... > |\,]. Az r > 0 dominéns sajatértékhez tartozé dominans
sajatvektor jobbrol v > 0, balrol w’ > 07 a w’v = 1 normalassal. Tovabba

1 1
—AF 5 vwT ha k— oo és akonvergencia rendje lényegében — |Aal® .
r

rk
Tanulsdgos gyakorlé feladat: Legyen A = {aij}?jzl 0-1 matrix. A.) Igazolja, hogy (Ak)m az
atmenetgraf j—edik cstucsabol az i—edik csicsba vezetd k hosszusagu irdnyitott utak szama. B.) Hatarozza
meg a ko értékét 1.) az A matrix els§ néhany hatvanya révén illetve 2.) az A métrixhoz rendelt
atmenetgraf kozvetlen vizsgalataval — ha n =4 és a1 = a14 = a1 = azz2 = as3 = 1 és a tobbi a;; nulla.

PELDA 1. — FIBONACCI REKURZIO: Az fo = fi = 1, foy1 = fu + fu—1 (n =1,2,...) mésodrendi
linearis rekurziot felbontva az n—edik év ifju és o6reg nyulparjainak szdma szerinti két elsérendii, egyméshoz
csatolt ip4+1 = 0p, Ont1 = iy + 0y linearis rekurziora, amelyek egyiitt méatrixos alakban is felirhatok:

(o) =) m=(0 1) o ()=o) = ()= (5) - wmvrae
On+t1 On 11 00 0 Ok 00

1 1++v5
= fr=irt+or= ﬁ </\lf+1 - )‘SH) , ahol Ajp = 2\[

PELDA 2. — STABIL KORFA AZ L LESLIE-MATRIXBOL négy korosztdly esetén, a by, ba, b3 > 0 sziiletési/birth
és az s1, S2, s3 > 0 tulélési/survival ratédkkal (amikor szintén teljesiilnek a Perron-Frobenius tétel feltételei)

az F matrix sajatértékei .

0 b1 by b3 ok
_ s 000 ixé _iko TV.,0 _ T.0
L= 0 s 0 O = rk | xk _T.kLX_)(VW )x' =(w'x")v ha k— 0.
0 0 s3 O zk

A karakterisztikus polinom pg(\) = A — b1s1A% — basyso) — bgs1sas3. Mivel 1 < r és 1 < R (ahol is
R = b151 + bas152 + b3s152s3 az egyedenkénti utodok atlagos szama) jelentése egyarant a végtelenhez tarto
tulnépesedés, pusztan a bioldgiai tartalom alapjan 1 < r < 1 < R. Hasonl6képpen az aszimptotikus
kihalas kett6s megfogalmazéasa: r <1 < R < 1. (Ugye a matematikai bizonyitas is mennyire szép volt?)

PELDA 3. — AMIKOR KEVESEBB IGAZ: permutdcid—mdtriz, avagy a cserebogarak négy korosztdlya
Itt by = by =0, bg = 51 = 89 = s3 = 1, és a ps(A) = A\ — 1 karakterisztikus polinom gytkei 41, 4.



PELDA 4. — NEUMANN JANOS — AZ u; = ul, (t >0, 0 <z < L) DIFFUZIO—EGYENLET: numerikus
megoldds az (N) ul(t,0) = ul(t,L) = 0 (Carl Neumann) valamint a (P) u(t,0) = u(t,L) & ul(t,0)
ul(t, L) (periodikus) peremfeltétel és az u(0,x) = g(x) kezdeti feltétel esetén.’

A numerikus w;; = u(i1, jh) megoldast a véges differencidk modszerével hatarozzuk meg, amely egy
téglalap tipusu racsszerkezetet jeldl ki és olyan linearis egyenletrendszerhez vezet, amelynek ismeretlenei
a pontos megoldas racspontokban vett u(ir, jh) értékeinek wu;; kozelitései. A bels6 racspontokban (i =
1,2,...,j=1,2...,N — 1) vett parcialis derivaltakat az u;; ismeretlenekbél képzett (magasabb rend)
kiilonbségi hanyadosokkal potolva® az alabbi egyenletrendszert nyerjiik:

Ui,y — Ui Wiyl — 245 + Uij—1
J j o Ui j

T h?

& wirrj = g+ (1= 2p)uij + puig (3)
ahol 0 < p = 75 pozitiv paraméter. Amint arra részletesen is kitériink majd, alapvets fontossagi, hogy
teljesiiljon a p < % egyenl6tlenség. Az atrendezett egyenletrendszer explicit mdédon, id6rétegenként oldhato
meg, kiindulva a nulladik idéréteg racspontjaiban ismert ug; = g(jh) (j = 1,2,..., N —-1) & uy =g
numerikus kezdeti feltételekbsl. Igy a kozelits megoldas kiszamitasa — az (N) és a (P) feladatokban — az

1—p “ 0 0
n 1-2u I 0 0
0 u 1-2p w0 : .
Ay=| . ahol 0<p<y
0
0 0 w 1-2u n
0 0 7 1—pn
illetve az
L=2p p 0 1
7 1—-2u W 0 0
0 W 1—-2pu w
Ap— . . . ahol O<p<% ha N —1 paros
e ’ 0<p<35 ha N-—1 paratlan
. . . . 0
0 0 u 1-2u I
n .. 0 n 1—-2u

(N —1) x (N —1) méreti szimmetrikus matrixok hatvanyozéasara egyszertisodik. (Az (N —1)-re vonatkozo
esetszétvalasztasra a Perron-Frobenius Tétel feltételeit most is teljesitends volt sziikség.) A numerikus

®Az (N) és a (P) feladatokat a % fOL u(t,z) do = OL uy(t, ) do = OL uly(t, ) dr = ul(t,L) — ul(t,0) = 0 megmaradasi

tétel kapcsolja 6ssze. (Fontos az is, hogy az Ay és az A p méatrixok barmely sordban/oszlopaban 4ll6 szamok Gsszege egy.)
4az id6 szerinti % els6rendd parcialis derivalt 7 1épéskozi explicit Euler és a tér szerinti 6‘% masodrendd parcialis derivalt
h = £ lépéskszd (masodrendi) centralis kozelitése alapjan



peremfeltételeket® tigymond “beolvasztottuk” az Ay és az Ap méatrixok sarokelemeibe. — Numerikusan
is igaz lesz: 1.) energia—megmaradds a hétani, anyag/tomeg—megmaradds a kémiai interpretdcidban 2.) az
iddben aszimptotikus homogenizdlddds tulajdonsdga 3.) a “mazimum—elv” és a “minimum—elv”.

A Perron—Frobenius Tétel jeloléseivel mindkét feladatban: r =1 és v = \/ﬁcol(l, 1,...,1) e RN,

Az el6z6 példa vilagosan mutatja, mit kell elvarnunk egy jol megvalasztott numerikus
(diszkretizaciés avagy iterativ) kozelité modszertol:

e Elvarjuk, hogy a szamitégépes megoldas a pontos megoldas jo kvantitativ kozelitését adja — ami azt
jelenti, hogy a kozelité és a pontos megoldés kiilonbsége alkalmas normaban nulldhoz tartson, ha a
diszkretizéacios 1épéskoz(6k) nullahoz tart(anak)illetve az iteracios lépések szama végtelenhez tart. (A
szamitogépi szamabrazolas és a kerekitési hibadk miatt ez a nulldhoz tartas soha nem valésulhat meg
ténylegesen. Numerikus szempontb6l a nagyon kis 1épéskdz is veszélyes; a nagyon sokadik iteracié
pedig mar nem javit semmit.)

o FElvarjuk, hogy a szamitégépes megoldas a pontos megoldés jo kvalititativ kdzelitését adja — ami azt
jelenti, hogy a valasztott kozelits eljaras respektalja a feladat fizikajat.

Vajon elégedettek lennénk egy numerikus eljarassal, amely negativ tomeghez vagy negativ illetve egynél
nagyobb koncentraciohoz vezetne? Vagy ha kovetkezetesen és markénsan csokkentené/novelné az dsszener-
giat vagy az 0ssztomeget, jollehet olyan feladattal van dolgunk, amelyikben ezek megmarad6 mennyiségek?
Nyilvan nem.

A Neumann Janostol szarmazo p = ;7 < % feltételnek kettGs szerepe van:

e aziltal, hogy az (N) és a (P) feladatokban u; 1 ; az eggyel korabbi idéréteghez tartozo w; j—1, u; j, és
ui j+1 értékek konvex linearis kombindacioja lesz, garantalja a numerikus maximum-elvet. (Ez a (D)
feladatra is igaz lesz, jollehet ott a térbeli peremen 1évS racspontok kiilon megfontolast igényelnek.)

e mind az (N), mind a (P), mind a (D) feladatban garantilja a numerikus eljaras belss stabilitasat.
(Ezt kicsit nehezebb megérteni, de végss soron arrél van szd, hogy pu = ;5 > % esetén a numerikus
szamitasok teljesen “szétrazodnak”: érdemes kiprobalni®!)

A numerikus maximum (és minimum) elv kénnyen érhetd és konnyen is igazolhato a (3) egyenletrendszer
explicit képletei alapjan: a nem—negativ silyokkal képzett atlag nem lehet nagyobb, mint a maximum, és
nem lehet kisebb, mint a minimum. Hidegzugok, melegzugok, csaktugy mint a koncentraci6 osszestirisddései
vagy ritkuldsai csupan a diffizié révén nem johetnek létre.

A térid6 henger alaku tartoméanyain a maximum is, és a minimum is a térbeli vagy az idébeli “toltény-
hiively” peremen (is) felvétetik. Képletekkel kifejezve:

min{u(t,z) |t =t1, 21 <z <x9 vagy t1 <t <ty,r=1x1,22}
<min{u(t,z) | t1 <t <ty, z1 <z <z} <max{u(t,x) | t;1 <t <ty, z1 <z < o}
<max{u(t,z) |t =t1,21 <x <w9 vagy t1 <t <ty,x =um1,22},

Pamelyek rendre (N) w; 0 = wi1 & us N = ui,n—1 illetve (P) wso = uin—1 & win =u;n (i =1,2,...)

5A Los Alamos-i programozok a (linearis skalazassal elérhets) a = 1 esettel foglalkoztak, az id6 szerinti T és a tér szerinti
h lépéskozt pedig egyforméanak vették. Valasztasuk tehat p = % > % volt ... — egészen addig, amig Neumann Janost meg
nem kérdezték, mi okozza a szamitogép szamukra érthetetlen viselkedését.



ahol 0 < t; < tg < 0o és 0 < 21 < 22 < L tetsz6legesek. Az u; = Awu parcialis differencidlegyenletre
érvényes maximum-— és minimum-—elvet teljes altalanossiagban is megfogalmazzuk majd és bizonyitani is
fogjuk. (Az egydimenzios esetben teljesiil a Polya—Sturm tulajdonsag is: az egyidejiileg zérus (vagy barmely
més) Celsius homeérsékletti pontok

N(t) = #{z € [0.Z] | u(t,r) =0}, ¢>0
szama véges és az id6ben monoton csokken. A “pupli”’—k szdma tehat soha nem néhet az id6 el6rehaladtaval.)
PELDA 5. — A PELDA 4. FOLYTATASA: numerikus megoldds a (D) u(t,0) = u(t,L) = 0 (Dirichlet)

peremfeltétel és az u(0,z) = g(x) kezdeti feltétel esetén.
A feladat most” — az

1—-2u W 0 . 0
W 1—-2u I 0o ... 0
0 w 1—-2p p 0O : .
Ap = : , ahol 0<,u§§
) o ) 0
0 .. 0 w1 —=2pu W
0 ... 0 ! 1—2p
(N —1) x (N — 1) méretd szimmetrikus métrix hatvanyozasara egyszertisodik. — Egyszerd indirekt

okoskodassal 1 > [\,| (n=1,2,...,N—=1)ha0< p < %, kévetkezésképpen A% — 0 ha k — 008

PELDA 6. — MARKOV EGER A CELLAK LABIRINTUSABAN awagy véletlen bolyongds hdromosztati, a
kettes és a hdrmas cella kozott kétkapus labirintusban. Jelolje &, = ¢ azt az eseményt, hogy az egér az
n—edik idé6pontban éppen az i—edik celliban van, ahol n = 0,1,2,... ési = 1,2,3. Igy a P atmenetmatrix
— melynek elemei a p;j = P(§41 = j | &, = 1) valoszintiségek®:

0 1/2 1/2 .
P=(1/3 0 2/3] = ﬂ'kT:Wng—)Wg(va):§(2,3,3) ha k — o0,
1/3 2/3 0

mert 7 =1, v = col(1,1,1) € R® és w! = £(2,3,3) (barmely nj € ¥ = {(z,y,2) €row(R?) |z +y + 2 =
1, z,y,z > 0} kezdeti eloszlasra). Felismerjiik w! koordinataiban az dtmenetgraf cstcsainak fokszamat?

"A numerikus peremfeltételek (D) u;0 = 0 & u;n = 0 (i = 1,2,...), a numerikus kezdeti feltételek pedig a korabbiakkal
egyez6en ug ; = g(jh) (j =1,2,...,N —1).

8Ttt jegyezziik meg, hogy az An, Ap, Ap matrixok teljes sajatérték—sajatvektor rendszere explicit moédon szamolhaté.

9Sor-sztochasztikus konvenci6, ahol az atmenetgrafban ({i} — {j}) € E(G) < pi; > 0: az egér az egymas utani idépon-
tokban mindig egyforma valoszintiséggel véalaszt az aktualis cella kapui k6z6tt — a cellalabirintusokbél szérmazé ilyetén
bolyongasok G grafjai és P Markov métrixai mind specidlis szerkezettiek: tekinthetjiik t6bbszoros élekkel rendelkezd irdanyitas
(és kiilén stlyozéas) nélkiili grafoknak is ket, a hozzajuk tartozé P = Pg = Dg'Ag matrixoknak pedig minden sajatértéke
valos. Itt Dg = diag(2,3,3) az a diagonalis matrix, amelynek elemei az iranyitas nélkiili G graf cstcspontjainak fokszamai,
Ag pedig a G graf szomszédsagi matrixa (ahol is a12 = a21 = a13 = as1 = 1 és azs = asz = 2 [a tobbi elem pedig nulla]).



MAXIMUM-ELV AZ u; = Au EGYENLETRE: Legyen Q C R? korlatos (nyilt) tartomény, és legyen 7" > 0
tetszGleges. Vezessiik be az
Qr=(0,T)xQ , 8Qp= ({0} x Q) U ((0,T] x 60
jeloléseket!?. Ekkor
max{u(t,z) | (t,z) € Qr} = max{u(t,z) | (t,x) € *Qr} . (4)
Bizonyitds: A bizonyitds — jollehet annak két részre bontasa ugyancsak szellemes — nem hasznal fel
mést, mint az egyvaltozos fliggvények vizsgalatanak szokisos lépéseit.
1.) Tegyiik fel elGszor, hogy w; < Ug iz, + Ugoz,- Megmutatjuk, hogy (4) még ekkor is teljesiil. Az
indirekt feltevés azt mondja, van olyan (¢*,2*) € (0,7] x Q pont, hogy
w(t®, ) = max{u(t,z) | (t,x) € Qr} > max{u(t,z) | (t,x) € 0*Qr}.
Ekkor g, (t*,2%) = 0 és ug,z, (t*, %) < 0 valamint ug, (t*,2%) = 0 és Uz, (t*, %) < 0. Igy
ur(t*, 2%) < Au(t™, %) = ugy 2, (1%, 27) + Ugya, (7, 27) <0,
amib6l u(t* — §,2*) > u(t*,2*) ha 0 < § < 1 (azaz ha 6 > 0 elegendGen kicsi). Tehat olyan ponto(ka)t
sikeriilt megkonstrualni a (0,77 x © halmazban, ahol az u fiiggvény értéke nagyobb a maximumnal, ami
ellentmondés.
2.)  Most visszatériink az eredeti u fiiggvényhez. Az e > 0 paraméter segitségével definidljuk a
ve(t, z) = u(t, x) — et segédfiiggvenyeket. Mivel
(ve),(t,x) = ue(t,x) — e = Au(t,x) —e < Au(t,z) = Av(t,x),
a bizonyitas elss része szerint
max{v:(t,z) | (t,2) € Qr} = max{v.(t,z) | (t,z) € 0" Qr}

tetsz6leges € > 0 esetén. A kivant (4) tulajdonsdg az € — 01 hatardtmenettel adodik. O

A maximum-—elvet a — u fiiggvényre atfogalmazva a
min{u(t,z) | (t,z) € Qr} = min{u(t,z) | (t,z) € 9*Qr} (5)

minimum-—elvet kapjuk. A maximum—elv és a minimum—elv egyiittes kovetkezménye — ha azokat a két
hipotetikus megoldés kiilonbségére alkalmazzuk — Az w, = Au + f(t,x), u(0, )’Q =g, u’(O,oo)XBQ =h
KEZDETI- ES PEREMERTEK—FELADAT KLASSZIKUS (az el6z6 labjegyzetben felsorolt simasagi feltételeket
kielégitG) MEGOLDASANAK UNICITASA. Ez utobbi kijelentés fiiggetlen a kérdéses megoldés 1étezésétdl.

Vegyiik észre, hogy a bizonyitas lokalis jellegt és tetszéleges (t1,t2) X G C (0,00) x Q nyilt henger
“t6ltényhtively”™-t alkotd “csillagos perem”—ére megismételhets, akkor is ha az x térvaltoz6 nem d = 2, hanem
d = 1,3 vagy éppen d > 4 dimenziés. A bizonyitas els6 része azt is mutatja, hogy maga a maximum—elv
igaz az uy = Au — u? nemlinearis reakcio-diffazié egyenletre is.

07 d = 2 valasztas miatt konnytd a szemléltetés. Itt Q7 egy, az R x R? téridében fekvé korlatos nyilt henger, 9*Qr az
Qr henger “csillagos pereme” (azaz kezd6lapjanak és palastja lezarasanak az tnidja — a “tényleges toltényhiively”). Annak
rendje-moédja szerint feltessziik, hogy az u fiiggvény folytonos a [0,00) x Q zart halmazon, a t id6valtoz6 szerint egyszer, az
x = (w1, w2) helyvaltozo szerint kétszer folytonosan derivalhato annak (0,00) X 2 belsejében, tovabba ugyanott eleget tesz az
Ut = AU(= Uzy 2y + Usyay) egyenletnek.



Most visszatériink a Példa 4. Ay matrixahoz: Vizsgiljuk a

diffazio-egyenlet: w,=ul, ahol 0<t<T,0<z<L
homogén (N) peremfeltétel:  ul. (¢, O) ul(t,L) =0 ahol 0<t<T } feladat (6)
kezdeti feltétel: u(0,z) = ( )ahol 0 <z <L

[

kozelits és pontos megoldasanak eltérését a [0, T']x [0, L] teglalap (i1, jh) rdcspontjaiban, aholi = 0,1,2,..., M,
J=0,1,2...,Nés M7 =T, Nh = L, valamint y = ;5 < 2. Célunk tehat HIBABECSLES LEVEZETESE
a (3) egyenletrendszerbdl kiszamolt u; ; ~ u(it, jh) kézelité megoldés és a mostantol w;; = u(it, jh) altal
jelolt pontos megoldés kozott.

Feltessziik, hogy az u(t,z) pontos megoldas folytonos az [0,7] x [0, L] halmazon, és azt is (ami a
“d6ccenve” indulds miatt mar nem jelenti az altalanossag megszoritasat), hogy a (0,77 x (0, L) halmazon
t szerint kétszer, o szerint négyszer folytonosan derivalhato.!! A belss racspontokban tehat

Uit1,j — Wij 1 Wij41 — 2Us 5 + Ui i1 2 _ — _ _
o hmy = % +mi; S W1y = Pligr1 + (1= 2p)5 + i j—1 + mmy 5,
ahol m; ; = m?j — m}] Bevezetve a rdacspontokban vett lokdlis hibdkat jelolo e; ; = w; j — u; j valtozokat, a

legutobbi valamint a (3) sorszamu egyenlet kiilonbsége
€it1,j = peij+1+ (1 —2n)e; j + pe; j—1 +7m;; , legalabbis a belsé racspontokban . (7)

Idézziik fel az Ay méatrix bal felsg és jobb alsé sarokeleméhez vezeté numerikus (N) w0 = ;1 & win =
u; n—1 peremfeltételeket. A pontos megoldasra érvényes u.,(t,0) = ul(t,L) = 0 peremfeltétel alapjan
Wi = Ui + O(h?) és Wi N = uiN-1+ O(h?) adodik. Tehét a kozelité megoldas értékeit az egymds utéani
idérétegeken kiszamold

w1 =Ayu (i=0,1,2,...,M—1), wp=gecR"! & wuw=A4g (i=0,1,2,...,M) (8
méatrixhatvanyozas valamint az idérétegrdl id6rétegre haladd hibaterjedés mechanizmusdt leiré
eiy1=Anye;i+m; (i=01,2,... M—1), eg=0ecRV"! (9)

inhomogén métrix-rekurzié alapszerkezete megegyezik egymaéssal. Ez egy roppant lényeges és nagy &l-
taldnossagban is érvényes megéllapitas. HA VAN MODSZERUNK A KOZELITO MEGOLDAS KISZAMITASARA,
AKKOR ENNEK A MODSZERNEK EGY VALTOZATA A HIBABECSLESHEZ IS ELVEZET.

11

u(t+7) = ult) + T ur(t) + O = FHEELEE — g (ir, jh) +mi

és

- K2 n? 4 o io — Vs s T s
u(x +h) =u(x) + hus(z) + 3 Ugz (T) + G Uz (T) + O(h4) o Tig+ Qu;,] + i1 _ Taa (i, ) + m?,j
w(@ —h) = u(x) — hug(z) + 5 Uz (T) — F Uzaa(z) + O(RY) h
ahol |m} ;| < Cr és |mi ;| < Ch® és igy |mi;| < C(7 + h*) minden bels6 racspontban, azaz ha i = 1,2,...,M és j =
1,2,...,N — 1. (Itt C alkalmas &llando.)



Tanulsdgos gyakorlo feladat: 1dézziik fel a numerikus sorok konvergencidjat biztosité kritériumok

egyikét — mondjuk az integralkritériumot — és alkalmazzuk azt a sor maradékosszegére. Mi mést

kaphatnank, mint egy becslést a konvergencia gyorsasagéra‘7 Konkrétan: legyen s = > 7 13 és legyen

SN = ZTJLI 7113, amikor is [sy — s| < fN+1 Lode = (N+1) Hogyan kaphatunk alsé becslést?

Visszatérve a (6) feladat (8) numerikus megoldaséhoz tartozo (9) hibaterjedési rekurziora, ez utébbit
kifejezetten konnyt explicit hibabecsléssé alakitani. Val6ban, az

n; = max{le;;| | j=1,2,...,.N—=1}, ¢=0,1,2,...,M —1 ahol 1p=0,
a (7) formula és az m; j—re adott becslés alapjan az 7 szerinti rekurzioval — és most kell nagyon a p < %
feltevés (de a végeredménybdl is latszik, hogy 7 és h? legaldbbis azonos nagysagrendt kell hogy legyen) —
M1 < 2p+ |1 = 2u)n; + 7C(7 + h%) =n; + 7C(T + %) = mj\%cm < m]‘z/%(iTC(T + h%) =TC(T + h?).
i= =

OsSZEFOGLALAS: A (6) perem—és kezdetiérték problémat megoldé numerikus eljaras hibéja tehat a
lépéskézok minden hataron til valo csokkentésével — természetesen a p = ;3 < % feltételre mindvégig
vigyaznunk kell — nulldhoz tart, éspedig legalabb T'(7 4+ h?) rendben. Mar korabban kifejtettiik, hogy a
pontos megoldas kvalitativ tulajdonsigai is megérzédnek:

JEut,z) do = jo dw V> 0 S iy = Zév:_llfv””i Vi=0,1,...
im0 u(t, z) — 2 =7 fo illetve lim; o0 wij — ﬁ Z]’:—1 g(jh)
max— és min—elv a “csillagos” peremeken max— és min—elv a “visszafelé vett” atlagokra

A megadott hatarértékek x € [0, L]-ben és j = 1,2,..., N — 1-ben egyenletesek.

A diffazié—egyenlet a szamegyenesen — Poisson megoldéképlete és a normailis eloszlas

Tétel: Tetszbleges g : R — R folytonos és korlatos fiiggvény esetén

L[ e@ ha t=0 10
u(’x)_{zjﬁffiog(f)exp( 5f)de nat>0 "

megoldésa, éspedig egyetlen megoldasa az u; = ugy, (t,2) € [0, o0) X R egyenletnek, az u(0,z) = g(x)
kezdeti feltétel mellett. A konvoluciés integral magfiiggvénye az dgynevezett “hémag”.

Kozvetlen behelyettesités mutatja, hogy a megadott formula ¢ > 0 esetén val6ban megoldja a a parcidlis
egyenletet. (A formula levezetése joval keményebb di6.) Azt sem konnyt igazolni, hogy u(t,x) — g(z) ha
t — 07. Amennyiben az g fiiggvénynek véges sok éspedig csupa elséfaju szakaddsa van, akkor is igaz a
(10) megoldoképlet, de ekkor a szakadasi pontokban u(t,z*) — W ha t — OJr

Most visszatériink a diffizio—egyenlet statisztikus fizikai vizsgélatdhoz, amelyet a 3-ik oldal aljan

kezdtiink el. Eloljaroban attekintjiik a normalis eloszlasok kétparaméteres N (i, o) csaladjat, ahol u € R a
varhato értek, o > 0 pedig a szoras (és o2 a szorasnégyzet).
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Elgszor az altalanos N (u,0), majd a standard normalis AV(0, 1) eloszlast irjuk le:

. 1 ew?
N(u,0) strtségfiiggvénye  f, o(z) = 5 e 22 és eloszlasfiiggvénye @, o ( / fuol ,
T
1 2
N(0,1) stirtiségfiiggvénye f(z) = fo1(x) = \/Te_ 2 és eloszlastiiggvenye ®(x) = Pp 1 ( / f(s
T

A kett6 kapcsolata:

fuo(x) = 1 I <$ _ M> s Duo(z)=90 (x — M) )
o o o
A 3-ik oldal aljan 1év6 szamolasok tehét a (10) formula g = H (egységugras mas néven Heaviside fiiggvény:
H(z) =0haz <0, H(z) = 3 hax =0, H(z) = 1 ha « > 0) specialis esetébsl indulnak és semmi mést
nem igényelnek mint linearis valtozo—helyettesitéseket az integralban. Az elsé helyettesités az © — £ = 2
(és igy “€ fut 0-t6l co-ig” alapjan “z fut x—t6l — co-ig” ahol a “— d§ = d 2” formula szerint a “z hatarai
megfordulnak”), a méasodik helyettesités — a ¢ > 0 esetben — pedig a ﬁ = 5 valasztassal'?:

\/7 s2 X
P(t T dz = e Tds=d(——= )= _
)= g [T e \/%/ T s (m) 0.vzi(®)

Normalis eloszlasok idében valtozo csaladjanak eloszlasfliggvényeit kaptuk, a u = 0 és 0 = /2t paraméterekkel.
Az x valtozo szerinti derivalassal stirtiségfiiggvényekre is attérhetiink:

Py(t,z) = ¢y z7(x) mér amennyiben ¢>0 (és z €R). (11)

A P, = P, egyenletet x szerint derivalva, (Py), = (Py),, adodik. Mar tudjuk, hogy ez utobbi egyenletet
— ismét csak a t > 0 értékekre — a (11) formula oldja meg. De hogyan valasszuk meg a kezdeti feltételt?
Mihez vezet a t — 07 hatdrdtmenet? Ha az x € R értékét rogzitjiik, akkor

_ _22 [0 haxz#0
hmP( z) = lim @, m(2) = t_>0+2\ﬁ 4t_{oo ha z=0.

t—0+ t—0t

Milyen értelemben lesz ez a szokatlan hatarérték fliggvény, plane eloszlasfiiggveény (mert hogy eloszlasfiigg-
vények egy csaladja “indul el” bel6le ha t > 0)7 Ezen a ponton szokéas a Dirac deltéat, mint disztribuacio—
értelemben'? altaldnositott fiiggvényt bevezetni. A § = §y Dirac delta az az altalanositott fiiggvény, amely
minden x € R\ {0} esetén zérus, az alatta 1évs teriilet azonban egy. A diffuzi6 a Dirac deltat (vagy

121 ehetett volna érvelniink kozvetleniil a 4t = 20% < 2/t = 0v/27 észrevétel alapjan is.
B3Disztribicionak az u : C§°(R,R) — R folytonos linearis funkcionalokat nevezziik. Ezek egyike a §(¢) = (0) képlettel
definialt Dirac delta disztribtcio. Itt

Co°(R,R) ={p:R — R | ¢ végtelenszer derivalhato és egy -t6l fiiggs, korlatos intervallumon kiviil azonosan zérus } .

A lokalisan (Lebesgue szerint) integralhato f : R — R fiiggvényt azzal az uy disztribiicioval szokas azonositani, amelyet a
(minden ¢ € C5°(R,R) esetén érvényes) us(p) = [* f(z)p(z) dz formula definidl. Ha u disztribicio, akkor a (9u)(p) =
— u(¢) keplettel definialt derivaltja is az. Fontos észrevétel, hogy C* fiiggvényekre a hagyomanyos derivalt és a disztribicio
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més néz6épontbdl a Heaviside fiiggvény disztribiicio értelemben altalanositott derivaltjat és ha ugy tetszik,
Brown vizbe dobott pollen—csomagocskajat — amely azonnal szdmtalan kicsiny pollen—szemcsére esik szét)
2

t > 0id6 alatt az N'(0,0) = N(0,1/2t) normalis eloszlas U\}ﬂe_;@? stiriségfiiggvényéve keni szét.

Az eddigiek alapjan az u; = a?ug., (t,7) € [0,00) x R difftiziés egyenletet is kénnyen megoldhatjuk.
Az u(t,x) =U(T,x), T = ct linearis helyettesitéssel

d . . 2 2
U = %u(t,x) = %L{(ct,m) = d—L{(T,a:)-c =U (T, z)c S Uyy = Uy, alapjan wp = a Uy, < Ur-c = aUyy,
T

adodik, tehat a ¢ = a? valasztassal az eddig vizsgalt “vegyiik a diffazios egyiitthatot a? = 1-nek” esethez
jutunk. Ha a kezdeti feltétel valtozatlanul (0, z) = U(0,x) = H(z), akkor'*

Urz) =8y pr(x) = ult,z) =P (@) =Py, 5(x) . (1) € (0,00) XR.

Az up = Ugg — bug, u(0,2) = H(z) feladat u(t, ) = @,  5;(z — bt) megoldasahoz az u(t, z) = etePT o (t, 1)
b2

helyettesités vezet el: a paraméterek optimélis, o = — 7 és 8 = % megvalasztasa révén a feladat a méar
ismert z; = zyy, 2(0,2) = e‘ﬁmu(O,az) alakra egyszertisodik. A szokésos diffuzio—egyenlet és az u; = —buy,

transzport—egyenlet fenti kombinacioja azt a kisérletet modellezi, amikor a pollen—csomagocskat &lloviz
helyett patakvizbe dobjuk: a patak folyasirdnya az x irdny, sebessége pedig a b > 0 allando.

értelemben vett derivalt azonosnak tekinthets, hiszen barmely ¢ € C5°(R,R) esetén
@une) = —us(e) == [ f@) @) de = = f@e@)To + [ F@ele)dr= [ F@pla) de = (p)e).
Ami a H Heaviside fiiggvény disztribiicié értelemben vett derivaltjat illeti, arra
(Oun)(e) =~ un(e) = - [ Z H(@)¢' (x) do = — / T @) de = [ 9@ = 0(0) =5(¢) & Oun =6

adodik. A Dirac deltat gy is lehet értelmezni, mint a 0 € R szdmhoz tartozé egy—pont—mértéket. Ezt a 6(A) =1ha0€ A
és 0 ha 0 ¢ A valamint az [ f(z)dé = f(0) képletek fejezik ki (ahol A C R tetszleges halmaz, illetve f tetsz6leges, az
zo = 0 pontban folytonos valés fiiggvény).
1A talalekony Olvasé a linearis helyettesitést a (10) formulaban is bizton el tudja végezni. Brown viragpor—kisérletét
az u(0,-,-) = J(0,0) Dirac delta kezdeti strtségfiiggvénnyel ellatott kétdimenzios u; = a*(uze + uyy) egyenlet termeészetesen
jobban modellezi. Mivel az x és az y irdnyi Brown—mozgasok fiiggetlenek egymastol, a megoldas a két egydimenzios formula
1 22442

Tz ¢ s (hwy) €(0,00) xRXR

u(t,z,y) =

szorzataként adodik. A megoldas korszimmetrikus és nem fiigg az egymasra mergleges x és y iranyok konkrét megvalasztasatol.
Ezek a szimmetriak természetesen a kezdetiérték—feladatban is jelen vannak és a

1 1
ha wu(t,z,y) = u(t,rcos(¢),rsin(¢)) =U(t,r,¢) , akkor Uz + Uyy = Urr + - Ur + ) Usy és U nem fligg a ¢—t6l,
illetve a

ha  u(t, z,y) = u(t,§ cos(¢) — nsin(¢), Esin(p) +ncos(p)) =U(t,&,m) ,  akkor  uey + uyy = Uge + Uy

valtozo—-transzformaciokkal fejezhetk ki. — A mogottes szamolasokat konnyd elrontani. Senki ne szomorodjon el, ha a
levezetések csak a mésodik vagy a harmadik prébalkozasra sikeriilnek.
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OSSZEFOGLALAS: Az uy = — div(F) + f egyenlet valtozatai alapvetéen F és f vélasztasatol valamint
— rendszerek esetében — a csatolasoktol fliggenek:

o diffuzio: E = Edsz = — kl grad u
o advekci6: F = F 4, = kouv, ahol v az dramlo kozeg ismert sebessége

o advekcio—diffuzio: F = F g, g4i5¢ = — k1 grad u + kauy

o reakcio-diffazio: uy = a?Au+ f(u,v), v¢ = B2Av + g(u,v) — ahol & = f(u,v), ¥ = g(u,v) egy, az
Q tartomany minden pontjiban azonos médon lejatszodd kémiai reakcié egyenletrendszere

chemotaxis—diffuzio: F = F pq0i5—qify = — tugrad ¢ — (% grad u, ahol a szaporodni is képes bak-
térium (koncentracidja u) menekiil egy kiilsé kémiai folyamatban képz6dé méreg (koncentrécidja c)
el6l — igy a csatolt rendszer: ¢; = a?Ac+ f(c), uy = B2Au — £ div(u grad ¢) + g(c, u)

Mindezek a parcialis differencidlegyenletek perem— és kezdeti feltételekkel egyiitt értenddk.

Az els6 harom példa mindegyike — méar amennyiben az f forrastag sem fiigg az u ismeretlentgl — az
advekcio—diffuzio egyenlettel bezarolag linedris feladat. A ki diffazios egyiitthato a legegyszeriibb esetben
valodi, az € R? (d = 1,2,3) térvaltozotol fiiggetlen allando: a div(k; grad u) = k1 Au azonossag ekkor
érvényes. A diffuzios ky és az advekcios ko egyiitthatok helytdsl és id6t6l valo fiiggetlensége az alkalmazasok
tobbségében jogosult feltételezés. Az inhomogenitas megjelenésének diffuzidegyenletben szokasos maédja
az f forrastag f = f(t,x) alaka valasztasa. Az aramlo kozeg v sebessége az advekcidegyenletben szinte
mindig v = v(¢, r) alakia'®. Inhomogenitést a peremfeltételek inhomogenitésa is okozhat'6.

Amennyiben az f forrastag f = f(t,z,u) vagy akar csak f = f(u) alaka, mar nemlinedris feladat—tal
allunk szemben: tipikusan ez a helyzet a reakcio—diffuzioé egyenletek esetében. A nemlineéris feladatok
mindségileg masok, és a linedris feladatoknél sokkal de sokkal nehezebbek.

A félév folyaméan targyalni fogjuk

e a kedvez6 gének térbeli (egyenes menti) terjedését leir6 up = uyy +u(1 —u) Fisher—egyenlet valamint

e az idegi ingeriiletvezetés Hodgkin—Huxley modelljének (ez harom koézonséges és egy parciélis differen-
cidlegyenletbdl allo rendszer) utazdé hulldmdt, tovabba

o az U = a’Uyy + au + bv, vy = B2V, + cu + dv alakt rendszerekben megfigyelhets mintdzatképzédés
Turing féle alapmechanizmusat.

A félév nagyobb részében egyébként kdzdnséges differencidlegyenletekkel foglalkozunk. A zéart alakban
megoldhaté parcidlis differencidlegyenletek tipikusan azok, amelyek kozonséges differencidlegyenletekre re-
dukalhatok: ilyenkor probafiiggvények “bevetésével” specialis alakti megoldasokat keresiink.'”

Y56t a valodi alkalmazasok jo részében v maga is (a Navier-Stokes egyenletekkel kapcsolatos) ismeretlen

16 A Dirichlet peremfeltétel u|aQ = h(t,z) alakt inhomogenitasa (legalabbis a hétani alkalmazasokban) kdnnyen meg-
valdsithat6. A Neumann peremfeltétel — amugy ?TZ |aQ = h(t,z) alaki — inhomogenitasa a gyakorlatban csak ritkan fordul
els. (A h fiiggvény mindkét esetben a t > 0, = € 9 valtozokra értelmezett. )

1"Ha egy linearis parciélis egyenlet belss szimmetriai és értelmezési tartomanyanak szimmetriai azonos szerkezetiek, akkor
az altalanos megoldas is gyakorta el6éallithato specialis fiiggvények szerinti (nem feltétleniil trigonometrikus Fourier—)sorfejtés
avagy kiilonféle integraltranszformaciok révén. LegerGsebb eszkéziink azonban a szamitogép, pontosabban a feladat ter-
mészetének leginkabb megfelel§ szamitégépes eljaras.
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A dinamikus rendszer és a diszkretizacios/kozelité modszer fogalma I.: El6készités

Amint azt a fenti fejezetcim is egyértelmtien kifejezi, a kiilonb6z6 tipusu feladatokat:
e algebrai egyenletek,
e kozonséges differencidlegyenletek,
e difftizié tipusi, més szdéval parabolikus parcialis differencidlegyenletek,
s6t
e azok megoldisanak elméleti és numerikus vonatkozésait

egyiittesen fogjuk targyalni, a hangsilyt a kézonséges differencidlegyenletek autondém valtozataira téve.

Ezt a targyalasi médszert nemcsak a matematika, hanem a bioldgiai modell-alkotas belsé természete is
indokoltta teszi. UGYANAZT A BIOLOGIAI JELENSEGET — attol fiiggGen, hogy a konkrét helyzetben mi-
lyen tényezdket kell figyelembe venniink és melyeket lehet elhanyagolnunk — A MATEMATIKA KULONBOZO
AGAZATAIN BELUL EGYARANT LEHET MODELLEZNI.

Kiilonféle egyfaj— és kétfaj/tobbfaj—modellek a populaciédinamikiaban. Sok példa
A populdciodinamika torténetileg els6 matematikai modellje Malthus
t=rr, z(0)=20>0 = 2(t)=mx0e" (12)

nevéhez fiizédik. Itt az » > 0 4llando interpretélhato tgy, mint a b sziletési rdta és a d haldlozdsi rdta (birth
rate illetve death rate) kiilonbsége. A b > 0 és a d > 0 konstansnak vétele egyfajta atlagolast fejez ki (és
nem azt, hogy minden egyed egyforman képes a szaporodésra, sem azt, hogy a halal minden korosztalyban
egyforman arathat). Ami a (12) egyenletben a leginkabb kritizdlhato, az az erdforras—korlatok figyelmen
kiviil hagyasa. Verhulst modellje ebbdl a szempontbol sokkal realisztikusabb:

i':rx(l—%) Ko
t) = 1
$(0):x0, 0<2 <K } = x() SUQ—{—(K—xO)e—Tt ( 3)

Itt » > 0 a novekedést rata, K > 0 pedig a kérnyezet eltartoképessége. Verhulst differencidlegyenlete
is finomitésra szorul: figyelmen kiviil hagyja példaul azt a tényt, hogy csak az ivarérett kori egyedek
szaporodhatnak. Egy faj egyedeinek a szaporodas szempontjabol két korosztalyra bontédsara mar Fibonacci
is iigyelt — jollehet csak egyetlen konkrét szampélda kapcsan'® — vagy hatszaz évvel korabban. Leslie
modellje a huszadik szdzadi matematika absztrakcios erejével ismétli meg Fibonacci gondolatmenetét. A

¥Fibonacci példajaban az egyetlen faj egyedeinek évenkénti szama magatol értetédGen csak egész szam lehetett. Ha az
id6valtozo nem diszkrét, avagy ha (a diszkrét id6valtozoé mellett) térvaltozonk is van, és a térvaltoz6 nem diszkrét, akkor az
illets faj egyedszama helyett mindig a biomassza tomege a kérdéses. Ugyanez természetesen a populaciodinamika tobbfaj—
modelljeire is érvenyes.
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modellalkotas szempontjabol Leslie egyetlen ujitasa az egyes korosztilyok kézotti tulélési rdta (survival rate)
s ezen keresztiil a maximalisan lehetséges életkor szerepeltetése — amint ezt a 4-ik oldal els6 két példajanak
Osszehasonlitdsa azonnal mutatja.

Az eddigi négy modell koziil egyediil Verhulst (13) modellje nemlinearis. Természetesen ennek is van
diszkrét idejd valtozata, az

Rz, —
Tpt1 = 71+R71x , n—0,1,2,... Kxo

K Tn = TN = , N=0,1,2,... 14
0<2g <K N zo + (K — xzg) RN (14)

Beverton-Holt féle nemlinearis rekurzio!®. Itt R > 1 jelenti a novekedési ratat, s a logisztikus (13) differ-
encialegyenlethez hasonléan most is K > 0 a kornyezet eltartoképessége. A K — oo hataratmenettel (13)
illetve (14) Malthus sokat kritizalt, de nagy torténeti fontossagi (12) modelljébe, illetve ennek diszkrét ideji
Tp+1 = Rx, valtozataba megy at. A legfontosabb matematikai észrevétel azonban az, hogy a 4—ik oldalon
targyalt PELDA 1 és PELDA 2 matrix-hatvanyozasai a Beverton—Holt féle nemlineéris f : [0, K] — [0, K],
x— f(z) = H% — fiiggvény iteralasanak felelnek meg.

A tényt, hogKy szaporodéas csak az ivarérettség elérése utan lehetséges, folytonos idejd modellekben
1ddkésleltetés bevezetésével szokas kifejezésre juttatni. Késleltetett egyenletek esetében a jovt nemcsak
a t = to jelen, hanem az s € [tg — T,1o] kozelmult hatarozza meg. Itt a 7 > 0 allando a késleltetés
mértéke, az annal régebbi allapotok mér nincsenek hatassal a jovg alakulasara. Kézenfekvs, hogy Malthus
(12) differencidlegyenletének az #(t) = bx(t — 7) — dz(t) késleltetett egyenlet felel meg: szaporodni csak a
7 > 0-nél idGsebb egyedek képesek. Verhulst (13) modelljét Hutchinson az

() = ra(t) (1 _ ﬂf(tK—T)>

alaku késleltetett differencidlegyenletre médositotta. Els6rendd parcialis valamint integro—differencialegyenlet
modellek is lehetségesek, amelyek az egyes populaciok folytonos koreloszlasasat is figyelembe tudjik venni.
A térbeliség figyelembe vétele a populaciddinamikidban tobbféle mdédon is lehetséges. Az idGvaltozdhoz
hasonlbéan a térvaltozo is lehet folytonos vagy diszkrét. Diszkrét térvaltozora a legegyszeriibb példékat az
RY (d = 1,2,3) egy korlatos részhalmazanak racs—, illetve cellafelbontésai szolgaltatjak. Cellafelbontas
alatt szabalyos, minél t6bb szimmetridval rendelkezd racsfelbontésokat értiink. Lehetséges az is, hogy a tér

Y9A zart alakn megoldas azért lehetséges, mert az a, = i 4j valtozo és az a = %, 8= % 4j paraméterek bevezetése
utdn a mértani sorozat rekurziv definiciéjanal csak kicsivel bonyolultabb
N
N a’ —1
ny1=0an+pB, n=0,1,2,... = an=« a0+ﬁa71 N=0,1,2,...

R—-1
T

formulédkat kapjuk. A folytonos ideji Verhulst (13) modellt és a diszkrét ideji Beverton—Holt modellt a lépéskoz h =
valasztasa melletti

Tng1 = Tn + hran (1—‘%’;1) . n=0,1,2,...

semuimplicit Euler diszkretizdcid is Osszekapcsolja. Valoban,

-1
Tn (1 — M) P Tnt1 = Rxy —

e TnTnt1 = (14) .

Tntl = Tn +7T
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pontjait egy adott véges graf csucspontjaival reprezentaljuk. A numerikus modszerek szinte mindegyike a
tér— és az id6valtozo diszkretizaldsat igényli. A diszkretizacidval, illetve a szamitogépes kozelits eljarasokkal
kapcsolatos altaldnos szempontok a két részletben targyalt PELDA 4 révén mar nem ismeretlenek elttiink.
Erdemes visszalapozni az 5-7 valamint a 9-10 oldalakhoz.

A folytonos térvaltozo Verhulst (13) modelljébe legegyszeriibben a diffuzié—operator hozzaadasaval
épithetd be. A térvaltozo koordinatai a dimenziotol fiiggen z € Q C R, (x,y)T € Q c R?, vagy
(z,y,2)7 € Q@ Cc R3 A t id6valtoz6 mellett ezek lesznek az ismeretlen u : [0,00) x Q@ — R fiiggvény
véaltozoi az

U = U (1 — E) +a’Au
K

alaki reakcio-diffazio egyenletben. Az Q C R? (d = 1,2, 3) tartomany Q = Q U 99 lezartjanak pontjaihoz
kezdeti, 02 hatardhoz pedig peremfeltételt is kell rendelniink.

A diszkrét tér a dinamikaban 6néll6 — ugyanakkor a dinamikus rendszerek altalanos elméletével tobb
ponton is érintkez6 — diszciplindkat képez. Ezek egyike a celluldris automatdk, méasika a neurdlis halok
vildga, a maga peremfeltételeivel, input—outputjaival és visszacsatolasaival.

A populaciodinamika egyfaj—modelljeinél maradva, mindenképpen meg kell emliteni, hogy az r,b,d, K
paraméterek szezondlis, az évszakok valtozasatol fiiggs ingadozasokat — altaldban éves periodicitast —
mutatnak. fgy nem-autoném matrix- és/vagy differencidlegyenlet-modellekhez jutunk.

Sajnos az egyenletekben szerepld paraméterek mérése, meghatérozasa nem konnyi feladat. Ez a tény
onmagdaban indokolja sztochasztikus modellek bevezetését. Ami a sztochasztikat illeti, a félév folyaméan
egyediil a wvéletlen grifok harom legfontosabb tipusinak — Erdds—Rényi, Albert—Barabasi és Strogatz—
Watts (més néven Bernoulli, skilafiiggetlen illetve kis—vilag grafok) — konstrukcioit fogjuk megismerni,
illetve a rajtuk értelmezett sztochasztikus dinamikak egyikét-mésikat szamitogéppel szimulalni.

Ez eddig elmondottak mind—mind kiterjeszthet&k arra az esetre, amikor tobb, egymas élet—lehet&ségeire
a legkiilonfélébb moédokon hato fajokbdl allo dkoszisztémékat vizsgalunk. Ez a tobbfaj—modellek vilaga. Két
faj egyiittélésének (kozos erdforrasokért) versengd, szimbiotikus, avagy éppen ragadozd—zsdikmdny eseteinek
szokasos

i =x(c1 + a1z + bry)

) ahol c1,c9,a1,as9,b1,b2 € R adott konstansok és z,y > 0 15
yzy(62+aza:+bzy)} b b B T T Y (15)

kvadratikus differencialegyenlet—-modellje Lotka és Volterra nevéhez fliz6dik. Az esetszétvasztasokat a
c1,C2,0a1,a2,b1,by € R paraméterek elGjelei hatarozzak meg. A hat paraméter koziil harom linedaris valtozo—
helyettesitésekkel £1-re kiskalazhatd. A Kolmogorov féle altalanositéas

T = xpag(r1,x2,...,24) ahol xp >0, k=1,2,...,d (16)

alaki. Itt o : R4 — R (k = 1,2,...,d) adott folytonosan differencialhato fiiggvények. A biologiailag
relevéns fazistér — amint az a (15) és a (16) egyenletrendszerekben is megjelenik — R? illetve R? nemnegativ
(és az indukalt dinamikéara invarians) ortansa. Magétol értetédik, hogy az ortansok végtelen tavoli pontja
egyetlen trajektoridt sem vonzhat: minden trajektérianak ¢ — oo mellett korlatosnak kell maradnia.

A kétdimenzios Lotka—Volterra (15) rendszerek konkrét példakon és altalanositasokon at torténé — nem
minden részletében egyformén olvasmanyos, de reményeim szerint mégiscsak jol kovethet6 — bemutatasa
a Nemlinearis Dinamika jegyzet?? 3.8 fejezetében talalhaté. A dinamika jellege az egyenstlyi helyzetek

*Ohttp://digitus.itk.ppke.hu/~garay /NDS_jegyzet/
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kis kornyezetében a linearizalas moédszerével, a “nyom—determinans” &bra szerinti esetszétvalasztasokkal
allapithaté meg. Az x > 0, y > 0 siknegyeden kiviili pontokkal nem kell torddniink, mivel azok semmilyen
biologiai jelentést sem hordoznak. Az origé mindig egyensulyi helyzet, a vizszintes y = 0, x > 0 és a
fliggbleges * = 0, y > 0 féltengelyek pedig egyenként is mindig invaridnsak: a dinamika rajtuk konnyen
megrajzolhato.

Mind az x, mind az y tengelyen tipikusan egy—egy, az origotol kiilonbozé egyensulyi helyzet van, ezek
az y = 0, c1 + a1z + byy = O illetve az x = 0, ¢ + asx + bey = 0 linearis egyenletrendszerek megoldasai.
A nemnegativ z,y > 0 ortans x,y > 0 belsejében — ismétcsak a tipikus esetben — legfeljebb egyetlen
egyensulyi helyzet van, éspedig az a pont, ahol a ¢; + a1x + b1y = 0 és a ca + asx + boy = 0 egyenesek
metszik egymast. A vektormez6 a ¢; + a1z + b1y = 0 egyenes pontjaiban fiiggéleges (és az y derivalt ottani
elgjelétdl fiiggGen felfelée vagy lefelé mutat), az co + asx + boy = 0 egyenes pontjaiban vizszintes (és az &
derivalt ottani elGjelétsl fiiggGen jobbra vagy balra mutat). Az egyensulyi helyzetek kornyezetében az is
eligazit, ha egy-két kozeli pontra rarajzoljuk a vektormezd ottani elemét?!.

A globalis dinamika megrajzolasdhoz fontos a kovetkezdt tudni: egy kétdimenzids Lotka—Volterra (15)
rendszernek pontosan akkor létezik periodikus megolddsa, ha a belsé eqyensily: helyzetéhez tartozo sajatértékek
A2 = Fiw, w # 0. Ez esetben a belsd egyensilyi helyzet centrum, és az eqgymdsba skatulydzott periodikus
megolddsok teljesen kitoltik az x,y > 0 pozitiv ortinst. Ennek a ténynek az ismeretében (ha még a végtelen
tavoli pont koriili dinamikat is “feltérképezziik”) az egyensilyi helyzetek koriili lokalis abrak osszekotteté-
sei, mas szoval a kozottiik 1évs trajektoria—kapcsolodéasok is egyértelmiivé vilnak és igy a teljes, globalis
fazisportré is megrajzolhato.

A kétdimenzios Lotka—Volterra (15) rendszerek a sikbeli autonom differencialegyenletek fazisportré—
analizisének legjobb gyakorld terepe. A globalis dinamikit bemutaté dbra részenként, mindig ugyanazokon
a lépéseken keresztiil, fokozatosan készitendd el. S ekézben a biologiai és a matematikai/geometriai intuicio
végig “parhuzamosan”, egymést erésitve miikodik.

A dinamikus rendszer és a diszkretizacios/k6zelité modszer fogalma. II.: A részletek

A dinamikus rendszer fogalma egy X &llapottér viltozésait irja le az id§ fiiggvényében. Ez a fogalom
csak olyan véltozasokat enged meg, amelyeket egy alland6, a mualé id6vel nem valtozd, mindig ugyanigy
hat6 torvény kényszerit ki és amikor a jovébeli allapot csak a jelenlegi allapottél és a kozben eltelt id6
hosszuisdgatol fiigg.

Az X éllapottértsl csak azt koveteljiik meg, hogy metrikus tér legyen, a d tavolsaggal. ElGszor a
folytonos ideji dinamikus rendszer fogalmat definialjuk, ami a (T mint time) T = R vélasztasnak felel meg.

A TANTARGY NEVET ADO SZUKEBB DEFINICIO: Legyen (X,d) metrikus tér. A ® : Rx X — X
leképezés folytonos idejd dinamikus rendszer X —en, ha igazak r& az alabbi axiémék:

(i) @ (mindkét valtozojaban egyszerre) folytonos

21kiilonosen hasznos ez, ha a forgasiranyt szeretnénk megallapitani egy (stabil vagy instabil) fékuszpont esetében; de akkor
is segit, ha a kétdimenzios Lotka—Volterra (15) rendszer P = (IOO), zo > 0 egyensiilyi helyzetének tipusara vagyunk kivancsiak:
ez esetben az y derivalt elGjelét kell csak megallapitanunk az (150), 0 < ¢ < 1 pontban (hiszen a dinamikat mar ismerjik a

teljes y = 0, > 0 féltengelyen)
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(i) ®(0,z)=2 VreX
(i) (¢, ®(s,z)) =P(t+s,2) Vi, seR Ve e X

Az (ii) és (iii) axiomék egyszertien az id6 mulasat fejezik ki az aktualis allapot megvaltozasanak
tiikrében. Zérus id§ alatt nem valtozik semmi, ¢ + s id6 pedig agy telik el, hogy elGszor az s, utdna
pedig a t id6. Az s = —t, t > 0 valasztassal x = ®(0,2) = ®(t — t,z) = ®(¢,P(¢t,z)) Vo € X, tehat a
O(t,-) : X — X t-idoleképezés (angolul t—time map) az X metrikus térnek énmagara torténd, koleséndsen
egyértelmt, oda—vissza folytonos leképezése, roviden az X—et 6nmagara vivé homeomorfizmus. (Folytonos
idejd dinamikai rendszerekben a jovG és a mult szerepe tehat matematikailag felcserélhets. A jelen dllapot
ebben az absztrakciéban a jovot is és a multat is egyértelmien meghatarozza.)

Rogzitett x esetén a @ dinamikus rendszer x € X ponton ditmend trajektiridja a

v(z) ={®(t,z) C X |t € R}

halmaz, amelyet az X térbeli ¢ — ®(¢,x) paraméteres gorbeként szemléltethetiink. Az X allapottér
tehdt a trajektoridk tnidja, amelyek az X egyréti fedését alkotjak. Ez az abrézolasméd a fdzisportré.
Termeészetesen elegendd csak a legjellemzsbb, legjellegzetesebb trajektoridkat feltiintetniink: egyensulyi
helyzetek, periodikus megoldasok — a tobbi trajektoria koziil csak annyit kell megrajzolni, amelyek az
el6bb kiemelt trajektoéridk vonzasi-taszitasi tulajdonsagait mar egyértelmiveé teszik.

ALAPVETO PELDANK — amely egytttal minden késgbbi altalanositist is meghataroz — Az

i=f(z), =zeR? (17)

KOZONSEGES, AUTONOM DIFFERENCIALEGYENLET MEGOLDO—OPERATORA. Természetesen feltessziik,
hogy az (17) egyenletnek minden 2(0) = xy € R? kezdeti feltétel esetén pontosan egy megolddsa van
(egzisztencia és unicitds), éspedig a teljes szamegyenesen értelmezett xo,, : R — R? fiiggvény, amely
folytonosan fiigg az z¢ € R kezdeti feltételtsl (folytonos fiiggés)??.23 Az xq kezdeti érték egyfelsl a megoldas
paramétere, méasfel6l — ha egyszerre vetiink szdmot az 6sszes megoldéssal, a megoldést meghatarozé kétval-
tozos fiiggvény méasodik valtozoja is a t € R idgvaltozé mellett. Ez indokolja, hogy zg helyett x—et irjunk,

a (t,xo) = xom, jelolést pediga (t,z) — ®(t,x) alakra cseréljik .

227ty € R kezdeti idépontot, mivel az (17) differencialegyenlet jobb oldalan 4llo f fiiggvény nem fiigg a ¢ valtozotol (és
ebben az értelemben autondm), batran vehetjiikk to = O—nak. A matematikai analizis egy feladata korrekt kitGzésd, ha pontosan
egy megoldasa van és ez az egyetlen megoldas folytonos médon fiigg a feladatban szerepls 6sszes paramétertsl — egzisztencia,
unicitds, folytonos fiiggés. A jelen esetben egyetlen paraméter van, az zo € R? kezdeti allapot, amelytl a megoldas folytonosan
fiigg — akkor pedig az xo maga is valtozo, a megoldé—operator egyik valtozoja: ez az a nézGpont, ami az x9 <> = betilicserét
indokolja. (Az absztrakcié egy magasabb szintjén maga az f fiiggvény is paraméter ... de ebbe most ne menjiink bele.)

23 Mindehhez elegend§ feltenni az f : R* — R? globalis Lipschitz—folytonossagat, azaz a

[f(z) = f(@) < Lz —F| Va,7€X =R’ (18)
egyenlétlenség teljesiilését, alkalmasan valasztott L > 0 Lipschitz—konstanssal, ahol | - | az R? tér normajat jeldli. (Az
x = (x1,22,...,24) € R? jelolés mintajara hasznalhattuk volna az

C.Cszk(ml,mg,A..ﬂL‘d) és xk(O):(xo),w k=1,2,...,d

koordinatas irasmodot is. A d = 1,2,3 esetben — az er6sebb hagyoméany kedvéért — indexek nélkiil, a szokasos z,y, z
valtozokkal koordinatazunk. Ha nem kifejezetten masként specifikaljuk, akkor a | - | norma az euklideszi normat jelenti.)
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Kozonséges differencidegyenleteket szamitogép segitségével oldunk meg, minden egyes kezdetiérték prob-
lémat egyenként. A fazisportré aszimptotikusan stabil alakzatait a szamitogép — ha elegendGen sok ideig
futtatjuk, mindig tjabb és djabb z¢ kezd6pontbdl inditva — automatikusan megrajzolja. Ha ugyanazt a
numerikus eljarast az © = — f(x) egyenletre alkalmazzuk, akkor ugyancsak az & = f(z) egyenlet trajek-
toridit kapjuk, de az idében negativ iranyitassal: igy a fazisportré repulziv, onmagétol elloks, a t — — oo
hataratmenetben attraktiv alakzataihoz jutunk. A szamitogép alkalmas nyeregpont szeparatrixainak (ez
két dimenzidban a két “bemend” és a két “kimend” trajektoriat jelenti, amelyek ¢ — oo illetve ¢ — — oo
esetén tartanak oda) dbréazolasara is, de ehhez a szokésos programot egy extra ciklussal kell kiegésziteniink.

Legyen p > 0 egész szam és legyen a maximalis megengedett lépéskoz hg > 0. A ¢ : [0, ho] x R? —
R? leképezés p-EDRENDU EGYLEPESES DISZKRETIZACIOS OPERATOR AZ & = f(r) EGYENLETRE?*, ha
alkalmas K = K(f) > 0 konstanssal

|®(h, ) — ¢(h,z)| < KhPTY Vh € [0,hg] Vo € R?. (19)
A diszkretizacios operator iteraldsa a diszkretizacios/kozelité modszer maga2d
a:k:d)k(h,xo) &z = o(hyxg), K=0,1,2,....

Rogzitett T > 0 esetén a hPTl-rendi (19) lokalis hibabecslés a [0,7] intervallumon hP-rendtd globalis
hibabecslést indukél, amely a T fiiggvényében exponencialisan gyorsan novekszik. Valoban, ha a (18)
egyenl6tlenségben L > 0, akkor a lépéskoz h = % < hg valasztasa mellett

|®(kh,z) — x| = |®(kh, z) — ¢*(h, )

K K .
§feLkhhp§feLThp VE=0,NVzecR?. (20)

A tényleges hiba a mindig érvényes (20) becslésnél dltaldban jobb szokott lenni, kiilonosen akkor, ha Az
ALKALMAZOTT NUMERIKUS MODSZERT A FELADAT BELSO TERMESZETENEK MEGFELELOEN VALASZTJUK:

2 Természetesen azzal a feltevéssel éliink, hogy az f fiiggvény és a h lépéskdz ismeretében ¢(h, x) ténylegesen és hatékonyan
kiszamithat6. Magasabb rendd modszerek esetén mind a ¢ leképezés, mind a (17) differencialegyenlet jobb oldalan allo f
fiiggvény magasabb rendd simaséigat is fel kell tenniink. Ez utébbi feltevés maga utan vonja a ® megoldé—operator ugyanolyan
rendd simasagat. Ennél sokkal fontosabb tudnunk, hogy az ebben a fejezetben leirtak érvényességét érdemben nem korlatozza,
ha a (17) differencidlegyenletben — és ennek kovetkeztében a (18)—(20) egyenlétlenségek mindegyikében — az értelmezési
tartomanyokat sztikiteniink kell.

253 szamitogép képernydjén altalaban nem az xj pontsorozat jelenik meg, hanem egy, az egymasutéani x5 pontokat 6sszekotd
gorbe vonal, leggyakrabban spline—gorbe. A p = 1 esetben — erre legjobb példa az xx41 = 2k +hf(zk) & X =z +hf(z) &
X = ¢r(h,x) explicit Euler mddszer — tordéttvonalat kapunk. Az explicit Euler modszer ikertestvére az X =z + hf(X) <
X = ¢1(h,x) implicit Euler mdédszer. (Mint a szamitogépnek adott utasités, az implicit Euler modszer is explicit képletté valik:
jollehet az X = = + hf(X) egyenlet pontos megoldasa csak ritkan irhato fel zart alakban, a pontos X = ¢;(h, z)megoldast
— elegendgen kicsiny, mondjuk a h = i lépéskoz—valasztas esetén — az X = z kezdGpontbol inditott X+ = z + hf(X?),
¢=0,1,...sorozat méar néhany lépés utan is roppant jol kozeliti. Valoban, a (18) becslés okan az X = x+hf(X) egyenlet jobb
oldala, mint F o : R - RY X — Fio(X) = 2+ hf(X) leképezés a ¢ = % allandéval kontrakciot hataroz meg.) A MATLAB
kezdetiérték probléméak megoldasara leggyakrabban hasznalt ODE45 eljardsa egy negyed— és egy 6tédrendd Runge-Kutta
modszer enyhén heurisztikus kombinaciéja, adaptiv, “kanyarban lassits, j6l belathaté egyenes szakaszon gyorsits” lépéskdz—
szabalyozassal. A MATLAB ODEs15 eljarasrol annyit mindenképpen érdemes tudni, hogy nemcsak a lépéskozt valtoztatja
adaptiv moédon, hanem az aktualisan hasznalt alapmodszer 1 < p < 5 rendjét is. Az s betd a stiff (magyarul merev) sz6
kezddbettjére utal. Az ODEsl15 eljarast akkor szokas hasznalni, ha a feladatban kilonbozd léptékd iddskdldk egyszerre jelennek
meg. Egy ¢ = Az alakt 4llando egyiitthatos linearis egyenlet is lehet merev — ha példaul 10° és 107° (plane ha 10 és
1071%) egyarant az A matrix sajatérteke.
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Tekintsiik a Newton masodik torvényét potencidlis er6térben leir6

i+V'(z)=0,zeR < (PN) {;ﬁ”;{vw ,@)eR?

differencialegyenletek csaladjat. A (PN) differencidlegyenletek két kiilonleges tulajdonséggal rendelkeznek:

2
e pontos megoldasok mentén az E(x,y) = % 4 V() Osszenergia megdrzédik
e az id6 mulésa a fazisportrén /fazissikon megdrzi a teriiletet

Az E = E(z,y) Osszenergia megmaradasa a pontos megoldasok dinamikdjanak jol ismert tulajdonsaga,
amelyet matematikailag az Osszetett fliggvény derivalédsi szabalya igazol:

CBG(0), 91| (pry = (B &+ B )| (pry = V!(@) -y 4y (-V/(&)) =0, (21)

Ennél nehezebb igazolni, hogy a pontos megoldasok dinamikajaban a teriilet is valtozatlan marad: ez
Liouville alabbi tételének specidlis esete és a div(iv?{(x)) divergencia azonosan nulla voltaval egyenértékd.

LiouviLLe TETEL: Tekintsiik az & = f(z), € R? egyenletet. Legyen Vy C R? korltos tartomény,
0V peremmel és v kifelé mutaté normalis egységvektorral. Legyen tovabba V(t) = ®(¢,Vp), t > 0. Ekkor

d .
@mesh(V(t)) = /V(t) divf(z)dr Vt>0. (22)

Bizonyitds: A bizonyitas amennyire varatlan és szellemes, annyira egyszerd és rovid is. Megérteniink
akkor konnyt, ha el@szor arra a speciélis esetre gondolunk, amikor az f “aramlas” a folyton névekvs V (t)
tartomany OV (t) peremét minden pontban és minden ¢ > 0 id6ben kifelé metszi. A AV (t) peremre raépiils
vékony hatarréteg térfogata 0 < h < 1 esetén az intergralkozelits dsszegek lokalis, “alapteriilet X magassag”

elve szerint (mesh mint measure)

mesh(V (¢t 4+ h)) — mesh(V (t)) = /av(t) f(x)-hvdS = h/av( )i(x) das .

Atosztva a h > 0 paraméterrel, a h — 07 hataratmenetbsl Liouville nevezetes (22) formulajat kapjuk. O

A diszkrét idejii eset kezelése joval egyszertibb és nem igényel mast, mint annak ismeretét, hogy a
determindns geometriai jelentése térfogat, a matrix oszlopvektorai altal kifeszitett parallelepipedon tér-
fogata. (Ez a geometriai jelentés az 1j koordinatarendszerre vald attérés alapvetd integréaltranszformécios
képletének magyarazata is egyben.) Egy F : R? — R? C leképezés pontosan akkor 6rzi meg a d-dimenzios
elGjeles térfogatot, ha a J(x) = f/(x) Jacobi matrix determinansénak értéke azonosan egy: det(J) = 1.

A semiimplicit Euler mddszert a (PN) feladatok osztdlydn Ggy szokas definidlni, mint a

_ 2 2 YY) z + hy
¢S : [O,hO] XxR*—=R ) ¢S (h’ <y>> - <y—hV’(az+hy)>
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leképezést, amely mogott természetesen most is a derivaltak kiilonbségi hanyadosokkal torténs kozelitése
all:

X}:x =y X=xz+hy

Y- / < /

-1 =-V'(X) Y =y —hV'(z+ hy)
A Verlet (mds néven Stérmer—Verlet) mddszert a (PN) feladatok osztdlydn ugy szokas definialni, mint a

(4 0)) = )~ (g o 010

leképezést. Mindkeét esetben direkt szamolas igazolja, hogy det(J) = 1. A semiimplicit Euler mo6dszer
esetén

Caxy) | h ~
J_(‘)(x,y)_(—hV”(x—i-hy) 1—hV”(a:+hy)-h> = det(/)=1 Vh>0,

s mar készen is vagyunk. A Verlet mddszer esetében a szamolas bonyolultabb. A ¢g modszer rendje p = 1,
a ¢y modszer rendje p = 2. Az igazi kérdés egy matematikus szamara az, hogyan lehetett rajénni a Verlet
modszer képletére. Egy informatikus és egy bionikus mérndk elsé kérdése az, mire lehet a ¢g és a ¢y
mddszereket haszndlni? Es miért eldnyds, ha haszndlja 6ket? Erre kicsiny és nagy valasz egyarant konnyen
adhato.26

A kicsiny vdlasz egy konkrét numerikus példa, vagy ha ugy tetszik, az alabbi tablazat:

A gravitacios inga/hajohinta & + sin(z) = 0 egyenletét oldjuk meg, az x(0) = 7, #(0) = 0 kezdeti
feltetellel. Maga az egyenlet természetesen (PN) tipusa és V(z) = 1 — cos(z). (Elvben lehetne akar
V(x) = — cos(x) is, de a szabad konstansot érdemes gy vélasztani, hogy az E(z,y %-}-V(I) Osszenergia
lehetséges minimuma — az inga alsé egyensulyi helyzetében — zérus legyen.) A kezdeti feltételt /allapotot
ugy vélasztottuk, hogy az onnan indulé pontos megoldas energidja egységnyi legyen. Hat MATLAB
kisérletet végeztiink, az energiat mindig a megfelel6 numerikus megoldas mentén vizsgalva a [0,T] id6—
intervallumon. A lépéskoz h (és a lépések N szaméval T' = Nh). Emlékeztetiink arra, hogy ¢, ¢r, ¢g
és ¢y rendre az explicit Euler moédszert, az implicit Euler médszert, a semiimplicit Euler modszert és a
Verlet modszert jelentik. Ime a numerikus eredmények:

).
) =

# || modszer | h T a numerikus energia t = 0 és t = T kozott
1 || o8 0.001 | 100 monoton né 1 és 1.068 ... kozott

2 || ¢op 0.001 | 1000 | monoton né 1 és 1,70... kozott

3 || or 0.001 | 100 monoton fogy 1 és 0.934 ... kozott

4 | o1 0.001 | 1000 | monoton fogy 1 és 0.46... kozott

5 | ¢s 0.1 10000 || oszcillal 0.957 és 1.045 kozott

6 | ov 0.1 10000 || oszcillal 0.998 és az 1.000. .. koézott

*Kifejezetten ajanlom a hitp://digitus.itk.ppke.hu/~garay/ tarhely abrakkal gazdagon illusztralt Numerikus Dinamika cimt
vetithetd elGadasat.
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Az utolsoel6tti kisérletben az oszcillaciok Gsszessége sinus—hullam, az utolso kisérletben ciklois—hullam
jellegt volt. (Az oszcillaciok szama mindkét esetben jo kozelitéssel ezer volt.) A numerikus energia az
%y,% + V(xg) kifejezeés értékeinek & = 0,1,..., N sorozata, amikor is a kozelit6 megoldas egyméas utani
pontjait behelyettesitjiik a tényleges energia F(z,y) = %yz + V(z) képletébe. Lehet csodalkozni, jollehet a
tablazat sokkolo jellegét részben a fazistér kétdimenzids volta okozza.2”

CELFELADATHOZ TEHAT CELPROGRAM TARTOZIK. De ahhoz, hogy a szamitogépet a valoban éles
esetekben is jol tudjuk hasznélni, tudnunk kell, mi van a célprogramok "fekete doboza'"-ban: a konkrét
feladat—osztaly fizikajatol fiiggs hibrid, gondosan konstrualt, &m ugyanakkor heurisztikus elemeket is joc-
skan tartalmazo6 algoritmusok.

A nagy vdlasz pedig az, hogy az altalanos, d + d = 2d dimenzi6s, Hamilton tipust & = %—g, Yy=— %—Ij
differencidlegyenletek hatékony szamitogépes kezelését a Verlet modszer és az annak nyoman felfedezett
tovabbi szimplektikus algoritmusok tették lehetévé.?® A hagyomanyosan, tébbtest—problémaként felfogott
molekuldris dinamika
=M1y

Mi+V'(z)=0 < (MD) { J= —V'(z)

alapegyenlete is Hamilton tipusa.?? A pontos megoldasok (21) mint4jara a H szintfeliiletein haladnak.

Lattuk tehat, hogy a kozonséges, autonom differencidlegyenletek elmélete a T = R, a megoldasok
szamitogeépes, diszkretizacioval torténd meghatarozésa viszont a T = AN (itt A > 0 a lépéskoz) id6—
valasztast igényli. A tantargy nevét ado sztikebb definicio (i)—(ii)—(iii) axiéméinak mindegyike értelmes
marad akkor, ha a benniik szereplé R helyére AN keriil. Ez utébbi esetben az id6 csak elére mehet3?. A T
megvilasztasira osszesen hat lehetéségiink van, R mellett Z és hZ, hN mellett RT = [0,00) é¢s N (h > 0
rogzitett, a h = 1 vélasztast kiilon esetekként kezeljiik): a felsoroltakon kiviil az R additiv csoportnak és
az RT = [0, 00) additiv félcsoportnak nincsenek més zart részcsoportjai illetve zart rész—félcsoportjai (az
{0} € R egyelemti additiv csoporttdl most tekintsiink el).

A TANTARGY NEVET ADO TAGABB DEFINICIO: Legyen (X, d) metrikus tér és legyen T az R, RT, Z,
N, hZ, hN halmazok barmelyike. A ¢ : T x X — X leképezés T idejii dinamikus rendszer X —en, ha igazak
rd az alabbi axiomak:

(i) @ folytonos,
(ii) ®(0,z) =2 Vze X,

(iii) ®(t, ®(s,2)) =P(t+s,2) Vt,seT Ve X.

*"Ge és Marsden egy tétele szerint nem létezik olyan diszkretizacios eljaras, amely egyszerre lenne képes az energia és a
teriilet mindegyikének pontos megérzésére egy, a (PN) tipusba tartozo6 altalanos feladat esetén.

*8Ezek olyan diszkretizacios eljarasok, amelyek egy sor fizikailag relevans megmarado mennyiséget (koztiik a 2d-dimenzios
térfogatot) pontosan megérzik, és a H = E Osszenergiat csak nagyon lassan és kicsit torzitjak.

?9 A Hamilton-fiiggvény H(z,y) = 2(M 'y, y)+V(2). Itt M = M" dx d méreti és pozitiv definit matrix (az altalanositott
témegmatrix), V : R — R a potencialis energia (V'(z) = grad V(z) gradiens—vektorral), =,y € R? pedig az atomi sokasag

helyzetre és momentumra vonatkoz6 kanonikus koordinatai, (-,-) pedig az R? euklideszi téren értelmezett skalaris szorzas.
30Ezen a megallapitason mit sem valtoztat, hogy az © = f(x) egyenletet az id6ben visszafelé is meg tudjuk oldani (ha

ugyanazt a diszkretizacios modszert az & = — f(z) egyenletre alkalmazzuk), és az sem, hogy az (18) egyenlGtlenség maga utén

vonja, hogy minden elegendGen kicsiny h > 0 rogzitett lépéskoz esetén az RY — R?, x — ¢(h, z) leképezés homeomorfizmus.
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A hatféle id6évalasztast parokba csoportositva
e T=R (illetve T = R™) esetén ® folytonos ideji (semi)dinamikus rendszer,
o T =7 (illetve T = N) esetén ® diszkrét ideji (semi)dinamikus rendszer,

o T = hZ (illetve T = hN) esetén ® h > 0 lépéskozi (semi)dinamikus rendszer.

Ko6zonséges differenciilegyenlet alappéldak a természettudomanyokban

Két példa a villamossdgtanboP:

RLC—kor van der Pol oszcillator
Vi+Ve+Vr=o(t) & Ip=I1c=1Ig Ic+Ig+1,=i(t) & Voe=1Igr="V
V=Ll & Ip=211" _Vi(s)ds

Vg = {(Ig) = RIR In=n(Vg)=—pn(Va—3V3), n>0
Vo = % ffoo Io(s) ds s Io=CVo

A t id6valtozo szerint derivalva, majd az azonos oszlopban 16vg egyenleteket Gsszeadva:

RLC-kor van der Pol oszcillator
LI+ RI+41=40(t) CV—pl-=VHV + 1V =49it), n>0
Két példa a mechanikdbolP?:
lineéris rugo gravitacios inga/hajohinta
mi + bi + kx = F(t) mll + b + mgsin(f) = F(6) , b>0

31 Az LRC-kor sorosan kapcsolt aramkori elemekbdl all, v(t) kiils6 vezérls fesziiltséggel. Az LRC-kor ellenallasa a Ve = £(Ig)
képlet szerint ohmikus/lineéris ellenallas. Mivel Ic a kondenzatoron tarolt @@ = Q¢ toltésmennyiség Ic = Qc derivaltja,
az LRC-kér egyenlete az LQ + RQ + &Q = v(t) alakban is felirhato. A van der Pol oszcillator parhuzamosan kapcsolt
aramkori elemekbdl all, i(¢) kiilsé vezérls aramerdsséggel. A van der Pol oszcillator “ellenallasa” alagit—dioda, az Ir = n(Vg)
nemlinearis karakterisztikdval. Mindkét aramkorben egy C' kapacitasi kondenzator, és egy L indukciés egyiitthatoji tekercs
is van. A kiilsG gerjesztés nélkiili van der Pol egyenletnek t6bbféle normalalakja is van, koziilik az & — u(1 — 2?)é 4+ = 0
egyenlet, valamint az ¢ =y, § = pu(l —2®)y —z és az © = u(a: — %333 - y), Yy = ix egyenletrendszerek a leggyakrabban
hasznalatosak. A p > 0 paraméter tetszGleges értéke mellett a van der Pol egyenletrendszernek létezik aszimptotikusan stabil
periodikus I' C R? megoldasa, amely az origo kivételével az R? fazissik minden pontjat magahoz vonzza. Eza T =T,, u >0
periodikus megoldas a p = 0 véalasztasnak megfelels & +x =0 < 7 = 0, ¢ = —1 polarkordinatas alakba atirt rendszer
r = 2 korpély4ajabol bifurkalodik. Id6ben periodikus kiils6 (példaul sinus—os) gerjesztés esetén kaosz is lehetséges. Utobbi a
periodikusan gerjesztett, strlodasos gravitacios ingara/hajohintara is igaz.

32Mindket példa az ma = F Newton torvény alkalmazasa vizszintes rugo (m tomeg, b sarlodasi egyiitthato, k rugoallando, és
F(t) kiils erd) illetve gravitacios inga/hajohinta (m tomeg, ¢ kotélhossz/rudhossz, b kozegellenallasi egyiitthato, g gravitacios
egyiitthato, és F(t) kiils6 er6) esetén: az x a nyugalmi allapottol mért vizszintes kitérés, a 0 a lefelé mutato fiiggdleges
vektorral bezart szog mér6szama az inga felfiiggesztési pontjaban. (A stlytalan rugéd végére rogzitett tomeg egyenes mentén,
a silytalan kotél/rad végére rogzitett tomeg egy fiiggsleges sikbeli kérén mozog.)
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Egyetlen fontos példa a kémidbdl. >3

Két* példa a bioldgidbol®:

Lotka—Volterra Hodgkin-Huxley

CmV = =ga(V = Vo) = gnam®n(V = Viva) — gen*(V = Vi)
Tm(V) -1 =me (V) —m

(V) - h=heo(V) = h

(V) n=n(V)—n

i?l =711 (1 — a11T1 — ... — Q1474
l"Q = T‘Ql‘g(l — a21T1 — ... — Q2474
jﬁg = T3I3(1 — az1r] — ... — aA34T4

Ty = 7“41:4(1 — Q41T1 — ... — Q4474

Vegyiik észre, hogy az RLC—kor és a linearis inga differencidlegyenlete matematika szempontbél teljesen
azonos. Az is vilagos kell legyen, hogy a linearis rugé egyenlete nem mas mint a gravitacios inga/hajohinta
0 = 0 als6 egyensulyi helyzet koriili linearizaltja.

A kiilso gerjesztés nélkiili RLC—kor, linearis inga és gravitacios inga/hajohinta pontosan akkor 6rzi meg
az E(I,Q) = %LI2 + %QQ (a tekercs mégneses mezdjének energidja plus a kondenzéatoron tarolt energia —
itt az I = Ic = Q¢ = Q osszefiiggésre is iigyelni kell), F(&,z) = smi? 4+ 3ka? (a mozgasi plus a rugéban
tarolt energia), E(0,6) = %m(ﬁé)z +mgl(1—cos(f)) (a mozgési plus a helyzeti energia) 5sszenergiat, ha az
R > 0 ellenallas, illetve a b > 0 surlodasi/kozegellenallasi egyiitthato értéke 0. Az ezzel ellenkezs esetekben
az energia a megoldasok mentén végig csokkenve Ljapunov—fliggvényként hasznalhato.

Linearitas és lokalis, egyensilyi helyzet koriili linearizalas
Linearitas alatt itt és most algebrai, kozonséges és parcidlis egyenletek linearitasat értjiik, amely lin-

earitds az altalanos megoldas szerkezetében is megjelenik. Az absztrakci6 magasabb szintjén a linearitds
az egyenletet, illetve az egyenlet megolddsdt meghatdrozo operdtor tulajdonsdga.

33a Nemlinearis Dinamika jegyzet — http://digitus.itk.ppke.hu/~garay/NDS_jegyzet/ — 2.12 fejezetében 6t autokatali-
tikus, oszcilldlé reakcid szerepel, egyikiik (az u = % —u +u?v, © = p — u?v Schnakenberg modell a 0 < g < 1 paraméter-
tartomanyban) részletes targyalaséval: az aszimptotikusan stabil periodikus palya a p paramétert névelve Hopf-bifurkacioval
sziiletik, és ugyancsak Hopf bifurkacioval hal meg.

34természetesen csak mutatoba, az egyik a populaciodinamikabol és a masik az idegélettanbol

35 Az N fajbol all6 z; > 0 Skoszisztémat modellezs Lotka—Volterra differencialegyenlet az N = 4 specialis esetben szerepel.
Ha N > 4, akkor az egyiitthatok r; > 0, a;; > 0, a;; > 0,4,5 = 1,2,..., N valasztésa mellett (az egyiitthatok ilyetén valasztasa
— versengl névényevék — garantalja, hogy a végtelen tavoli pont taszit és hogy az x; > 0 féltengelyek mindegyikén pontosan
egy, az origotol kiilonboz6 P; egyenstilyi helyzet van) is sikeriilt kimutatni a kdosz létezését. Az N = 3 esetben el6fordulo
legbonyolultabb jelenség egy, a Pi—FP>—P3; pontokat a nemnegativ ortans peremén 0sszekotd, és igy a “ké—papir—ollo” jatékot
modellez6 aszimptotikusan stabil heteroklinikus kér. Az N = 2 eset lényegében teljes karakterizaciojat lattuk a félév folyaman,
az ri,a;; S 0 valasztasokat is megengedve. Kéosz mar az N = 3 esetben sem fordulhat el6. A maésik példa szintén négy
egyenletbdl all és az eziistdrottal preparalt tintahal-idegrost Hodgkin—-Huxley kisérlet ekvivalens aramkori modelljét mutatja
be. A tényleges Hodgkin—Huxley modell az m,h,n kapuvaltozok egyenleteit megtartja, de az els6 egyenlet parabolikus
parcidlis, az x helyvaltozotol is fiiggs egyenletté modosul, amelynek utaz6é hullama a V' akcidés potencidl idegrost mentén
torténd haladasat irja le. A kapuvaltozokra vonatkozo egyenletek mindegyike atfogalmazhato a 7, (V) - m = moo(V) — m
< m=amn(V) (1 =m)— Bn(V) - m minta szerint. A Hodgkin—Huxley modell altalanositott/kiterjesztett és egyszertsitett
valtozatai ma is 1épten—nyomon hasznalatosak.
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Mindezt jol ismerjiik a linedris kozonséges differencidlegyenletek elméletébdl, legyen az homogén vagy
inhomogén, 4lland6 vagy (az idében) valtozo egyiitthatos. Ime két konkrét példa

e a homogén linedris eqyenlet megolddsai vektorteret alkotnak valamint az

o ‘“tnhomogén dltaldnos” = “homogén dltaldnos” + “inhomogén partikuldris”

szabalyok teljesiilésére3S:

i+2i+mx=2cos(t) < x(t)=cre ' +cote " +sin(t), ec1,c2 €R,
& = —3x + 2y + 6 cos(t) — 4sin(t) z(t)\ 9 (2 1 2 cos(t)
§ = 22 — 6y — 3cos(t) + 6sin(t) = o) =9 )ree (L) T s )0 o2 sl

Mindkét szabaly valtoztatas nélkiil érvényes a linedris algebrai egyenletek korében is:

1 2 3 4 x ) x 1 0 0
5 6 7 8| [y| [13 y| -2 1 1
9 10 11 12|z la] T |z|7af 1| T o] weER
13 14 15 16/ \w 29 w 0 1 0

Vegyiik észre, hogy a 0 kétszeres sajatértéke a linearis egyenletrendszer matrixdnak, és hogy a ¢y és a ¢
mellett all6 két vektor a O-hoz tartozd kétdimenzids sajataltér bazisat alkotja.

A (homogén Dirichlet peremfeltétellel és az f(t,x) = 2 inhomogenitdssal elldtott) (t > 0, x € [0,7])
diffizidegyenlet 4ltalanos megoldasa” (amint azt lényegében mar a 2-ik oldalon lattuk):

[ee]
Ut = Ugy + f(t, 1') —n?t
= — ...eR. 2

u(t, 0) = u(t, ©) = 0 & u(t,x) Zlcne sin(nx) + x(r —x), ci,c2,... € (23)

n=
Ha a kezdeti feltétel u(0,z) = g(z) = sin(z) + z(7 — 2), akkor (23) és a sin(3x) = 3sin(z) — 4sin3(z)
azonossag miatt c; = 2, c3 = — L és ¢, = 0han # 1,3. Azigy kapott u(t,z) = 3e'sin(z)— te " sin(3z)+
x(m — ) megoldas a t < 0 esetén is értelmes. Azt, hogy a diffizié—egyenletben az idé csak elére mehet, a
kezdeti feltétel egy masik, kevésbé specidlis valasztasa mutatja3®.

36 A megoldasokat probafiiggvények segitségével szamoltuk ki. Az elsé példaban az i + 2& + x = 0 homogén egyenlet
megoldasait z(t) = e*' alakban, az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat x(t) = A cos(t)+ B sin(t) alakban kerestiik.
A masodik példaban ugyanezeknek a probafiiggvényeknek a vektoros, z(t) = es illetve z(t) = (g) cos(t) + (g) sin(¢) alakjait
hasznéltuk. Az elsé példa homogén részében tapasztalt A2 +2X+1=0 < A2 = —1 belsS rezonancisval kénnyen elbantunk:
a homogén egyenlet két alapmegoldasanak szokéasos véalasztasa e~ ! és te” ‘. Mivel a masodik példa homogén részének matrixa

a szimmetrikus A = (53726) matrix, az esetleges A1 = A2 bels6 rezonancia ott semmiféle gondot nem okozott volna: minden

dx d méreti szimmetrikus valds mdtrizhoz létezik sajdtvektorainak olyan csalddja, amely az R tér ortonormdlt (azaz egymaésra
paronként mer6leges egységvektorokbdl allo) bdzisdt alkotja. A c1,ca2 € R egyelére még szabad konstansokat a kezdeti feltételek
megadésa teszi egyértelmidveé.

37a tovabbra is lineéris egyenlet inhomogenitasanak roppant kényelmes, f(t,z) = 2 valasztasa mellett a partikularis megoldas
legegyszertibb alakja u(t,z) = z(m — z) — a Dirichlet peremfeltétel inhomogenitasa azt jelentené, hogy w(t,0) = A(t) és
u(t, m) = B(t) volna (amikor is a v(t,z) = u(t,x) — A(t) — £(B(t) — A(t)) valtozo-transzformaciot hivnank segitségiil)

**Ha a (23) képletben ¢, = X, akkor a t = 0 kezdeti idépontban u(0,-) = g € Lo[0,n] hiszen }_, -5 = % < 00,
1_—n2t

de lim, o0 7€ = oo miatt u(t,-) € L2[0,7] ha t < 0 (a Fourier egyiitthatok soha nem tarthatnak végtelenhez. Neé-
gyzetosszegiik korlatossaga akkor és csak akkor tipusi jellemzése az L2[0, 7] — s6t barmely més — Hilbert tér elemeinek).
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DINAMIKUS RENDSZER LINEARITASANAK DEFINICIOJA: Legyen (X, || -||) Banach (azaz teljes normaélt)
tér és legyen T az R, R, Z, N, hZ, hN halmazok barmelyike. A ® : T x X — X dinamikus rendszer
linedris, ha az (i)—(ii)—(iii) axiomak mellett az is igaz ra, hogy

e minden rogzitett ¢t € T esetén @(t,c1x1 + coxa) = a1 P(t, 1) + 2P(t,x2) Ver,c0 €R Vg, xe € X.

A (17) nemlinearis T = R, X = R? alappélda linearis valtozata az d x d méreti, valés szamokbol
feleépitett A matrix altal meghatarozott & = Az kozonséges, autoném linearis differencidlegyenlet

P :RxRY SR | (t2) = Bt x) = e

alakd megold6—operatora.
Ha a (17) képletben szerepld nemlineéris differencidlegyenletben f € C'(R? R?) &s f(0) = 0, akkor az
f fiiggvenyt a 0 € R egyensilyi helyzet koriil linearizilva f(x) = Ax+a(z) adodik, ahol A = f/(0) a 0-ban
vett Jacobi matrix és az a € C*(R?, RY) fiiggvényre a(0) = 0 és a’(0) = 0 (az azonosan nulla d x d matrix).
Jelolje A1, Ao, . .., A\g az A matrix sajatétértékeit. A 0 € R? mint az & = Ax differencidlegyenlet egyensi-
lyi helyzete nem—elfajult, ha minden k = 1,2,...,d esetén Re A\x # 0. A nem—elfajultsagnak ez a definicidja
az © = f(x) differencidlegyenlet barmely méas egyensulyi helyzetére is automatikusan kiterjesztheto.

A LOKALIS FAZISPORTREK LENYEGI AZONOSSAGA NEM-ELFAJULT EGYENSULYI HELYZETEK ESETEBEN:
A nemlinearis # = f(z) differencidlegyenlet fazisportréja kiilon—kiilon, minden nem—elfajult egyensilyi
helyzet kis kornyezetében kvalitativ szempontbo6l azonos az ottani linearizalt egyenlet fazisportréjaval
(és kvantitative is csak alig kiilonbozik téle). A lokalis fazisportréknak ez az azonosithatosiga — ha a
0 < h < hg lépéskozt megfelelGen kicsinynek valasztjuk — kiterjed a ¢(h,-) : R — R? diszkretizacios
operatorra is.?’

Itt és most legyen elegendd szamunkra a kdvetkezs példa, ahol egy sikbeli nyeregpont kimené és bemend
trajektoriait egészen konkrét képletekkel is meg tudjuk adni, mind az eredeti (N) nemlineéris, mind az (L)
linearizalt, mind a(z explicit Euler modszerrel) (D) diszkretizélt esetben:

y=y Y=y Y =y+hy

AL N N S O PR S S A Y}
A kimend trajektoriakat hordozé instabil sokasdgok az alabbi, a teljes R = ) szamegyenesen értelmezett
Y — Z fiiggvények grafikonjai:

2 2

p=uly) & u) =5 N, z=0(0). z=w(y) & w@) =357 (D).

A bemend trajektoriakat hordozo stabil sokasdgok mindegyike a(z y =0 < Y =0 egyenletd) z tengely.
Vegyiik észre egy éltalanos szabaly megjelenését is: mind az (N), mind a (D) dinamikahoz tartozo6 instabil

39 Arrol van sz6 tehat, hogy barmely nem-—elfajult egyensilyi helyzet kis kornyezetében mind a linearizalas, mind a dis-
zkretizalas trajektoriat trajektoriaba vive, s6t (a trajektoridk mentén) az id6t is meg6rzs, és az identitashoz nagyon kézeli
koordinata—transzformacié. A mogottes matematikai tétel a Grobman—-Hartman Lemma, amelyet a a Nemlinearis Dinamika
jegyzet — http://digitus.itk.ppke.hu/~garay /NDS_jegyzet/ — t6bb szempontbol is részletesen targyal. A lényeget legjob-
ban az ottani 2.4 sorszamu abra fejezi ki. A sikbeli, nem—elfajult egyenstlyi helyzetek osztalyozasat leir6 nyom—determindns
diagram egyuttal a Grobman—-Hartman Lemma kétdimenziés aleseteit is szemlélteti.
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sokasag az origoban érinti az (L) dinamika instabil alterét. Képletekkel kifejezve: u(0) = up(0) = 0 és
d%u(y)|y 0= dyuh(y){ _ = 0. A most észlelt szabalyszertiség természetesen érvényes a stabil sokasdgok,

illetve a stabil altér vonatkozésaban is. Es az is mindig igaz, hogy a h — 07 hataratmenetben uy (y) — u(y)
(legalabbis a z = 0 instabil altér origohoz kozeli, ||y|| < 1 részén).

Amint azt a két részletben targyalt PELDA 4 kapcsdn mar ldthattuk — érdemes visszalapozni az 5-7
valamint a 9-10 oldalakhoz —, a gyakorlatban haszndlt diszkretizdcios eljardsok szinte mindegyike megdrzi
a diszkretizdlt egyenlet linedris struktirdjdit. Hogy mésik, egyszeritibb példat is mondjunk, tekintsiik az
implicit Euler modszer alkalmazaséat az @ = Ax lineéaris egyenletre, amikor is az dltaléanos X = x + hf(X)
szabaly az alabbi alakot olti:

X=z+hAX & (I-hA)X=z <& X=(I-hA)""!

A masodik atalakités természetesen csak akkor jogos, ha 0 € R nem sajatértéke az (I —hA) métrixnak, azaz
ha az A matrix minden Ay sajatértékére 1 — hAp #£0, k=1,2,...,d. Ez a # 0 feltétel minden A matrixra
teljesiil, ha 0 < h < 1. Ha azonban az © = Ax linearis egyenlet aszimptotikusan stabil — ami a Re A, < 0
V k feltétellel ekvivalens —, akkor a h > 0 1épéskozt tetszGlegesen nagynak is valasztva, 1 — h)\k 0
(k =1,2,...,d) automatikusan igaz lesz, s6t (a spektralsugarrol tanultak értelmében) ||(I —hA) ™| = 0
ha h — co. Ez itt és most feketén— feheren azt jelenti, hogy az implicit Euler médszer altal meghatarozott
Tpy1 = (I — hA)_lxn sorozat barmely o € R? esetén a 0 € R? origohoz tart.

A fenti okoskodéssal szokds az implicit moddszerek jogosultsidgat alatdmasztani. Jollehet az egyes
lépésekkel tobb munka van, a lépéskoz — kiilondsen a mérndkok altal annyira favorizalt aszimptotikusan
stabil egyensilyi helyzetekhez egyre kozeledve — nagynak, s6t egyre nagyobbnak valaszthaté. A dinamika
aszimptotikus stabilitdsa — még akkor is, ha az L nagy (!!) — alaposan feliilirja—feliilirhatja a (19) és a
(20) egyenldtlenségeket, ugyanakkor az explicit Euler modszer és mas explicit modszerek hasznélatdban
kikényszeriti— kikényszeritheti a lépéskdz 0 < h < 1 valasztasat, ami ugyancsak lassitja a szamitogépet és
jocskan noveli a kerekitési—szamabrazolasi hibak 6sszhatéasat.

Az egydimenzios u; = uy, diffuzio—egyenlet megoldésai tobbféle moédon is kapcesolatba hozhatok linearis
dinamikus rendszerekkel. Ehhez a (2) és a (10) képleteket kell ajra-fogalmaznunk a linearis funkcionalanalizis
nyelvén, a Fourier sorfejtés és a konvolicios integral alaptulajdonsigainak felhasznalédsaval.

A [0, 7] intervallumon értelmezett u = ugy, u(t,0) = u(t,7) =0 (¢t > 0, x € [0,7]) homogén Dirichlet
feladat (2) megoldasai linearis dinamikus rendszert hataroznak meg az X = Lo[0, 7| Hilbert téren. Az
u(0,-) = g € L3[0, 7| kezdeti feltételhez tartozdo ®(t,g) megoldas minden rogzitett ¢ > 0 esetén a g vél-
tozoban folytonos és linearis. Jogos tehat a ®(t, g) = T'(t)g jeldleés, ahol T'(t) € L(L2[0, 7], L2[0, 7)), az X =
Ly [0, 7] teret 6nmagéba vive folytonos linearis operdtor (melynek norméja [|T'(¢)[| = | T()|| 11, (0,5, L2[0,7]) =

). At = 0 kezdeti id6ponthoz a T'(0) = Idp(r,[0,x],L,[0,x)) identitds-operator tartozik. A t > 0 esetben
a T'(t) operatort a

s

(®(t,9))(z) = Z Ysin(nz) ahol ¢, = 2 /Oﬂg(x) sin(nz)dr, n=1,2,...
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képlet definialja.’’ A linearitds ténye és a (ii) axioma teljesiilése is rendben; a (iii) axioma a T(t + s) =
T(t)T(s) azonossag formajat olti (és a minden a € R paraméter esetén érvényes e®(+5) = e formula
kovetkezmeénye). Igazabol csak az (i) axioma teljesiilése szorul bizonyitésra, és az is csak a

1T (te)ge — QHLQ[O,W} —0 ha g — 9||L2[0,7r} =0 és tp— 0" (24)

specialis esetben. A [ T'(te)ge — gllz, < IT(te)ge — T(te)gll 1, +IT'(te)g — gll, < llge — gllp, 1T (te)g — gll,
egyenl6tlenség miatt feltehetjiik, hogy gr = ¢ (¢ = 1,2,...). Ami még hatra van, az (24) bizonyitasa a
gr =g (£ =1,2,...) specialis esetben: egy teljesen elemi, de nagyon szép és jellegzetes szamolas*!
A kapott eredményt tgy is meg lehet fogalmazni, hogy az u; = ug,, u(t,0) = u(t,7) = 0 (¢t > 0,
€ [0,7]) homogén Dirichlet feladat (2) megoldéasai az X = L[0, 7] Hilbert téren a {T(t)},~, linearis
operator—félcsoportot definialjak, amely az id6 ¢ > 0 és a kezdeti értékek g € Lo[0, 7] valtozojaban egyszerre
folytonos. Ez igaz az uy = ugy, uz(t,0) = uy(t,7) =0 (t > 0, x € [0, 7]) homogén Neumann feladatra is.
A teljes szamegyenesen értelmezett uy = ug, diffuzidegyenlet kezdeti értékeit nemcsak a

(BCR), [l powy ={9: R —= R | g folytonos és korlitos a [|g[| go(r) = sup|g(x)| normaval}
zeR

Banach térbol vehetjiik, hanem az L1 (R) vagy az Lo(R) terekbdl is. A (10) formula minden esetben a teljes
szamegyenesen értelmezett u; = uy, diffuzidegyenlet egy—egy megoldasat definidlja a (¢,z) € (0,00) x R
halmazon, s6t a kezdetiérték feltételt is kielégiti a 10-ik oldal aljan targyalt értelemben. A (24) hatarérték—
tulajdonséag limy, 0 || T(t¢)g — g/l x = 0 analogonja azonban nem minden g € X = BC(R) valasztas mellett
teljesiil: ez a negativ eredmény annak a kovetkezménye, hogy a BC'(R) tér nem minden eleme lesz a teljes
szamegyenesen egyenletesen folytonos fliggvény.

Osszefoglalasként azt mondhatjuk — néhany tovabbi eredményt is bizonyitéas nélkiil kozolve —, hogy
az uy = uzy (t >0, z € R) egyenlet megoldé—operatora linedris a ® : RT™ x X — X maésodik véaltozojét
jelents kezdeti feltételek X = L1(R), X = Ly(R) és X = BC(R) terein, dinamikus rendszert azonban csak
az X = L1(R), X = La(R) tereken definiél (s6t az 1 < p < oo feltételnek eleget tevé X = L,(R) terek
mindegyikén is), de nem definidl dinamikus rendszert a BC(R) és az X = L (R) terek egyikén sem (mert
az (i) axioma nem teljesiil).

“OFEhhez egy kicsit szoktatnunk kell magunkat: adott ¢ > 0 és g € Lo[0, 7] esetén ®(t,g) = T(t)g € L2[0, 7] az a fiiggvény,
amely az © € [0, 7] pontban a (®(¢,g))(z) € R értéket veszi fel. Amint arra méar a 2-ik oldal aljan utaltunk, a megoldas
“dbccenve” indul. A konvergencia alapvetGen kiilonbozik a ¢t = 0 (amikor is a végtelen sor csupan Lo értelemben konvergens)
és at > 0 (amikor is a végtelen sor és annak valamennyi vegyes derivéltja is egyenletesen konvergens) esetben: jobb lett volna
talan a (2) képletet is a (10) képlethez hasonloan, kapcsos zardjeles esetszétvalasztassal megadni.

“Kiindulopontunk a 0 < 1 — et < 1 egyenlGtlenség és az

IT(te)g — gll3 0. = ||ch "t sin(ne) chsm na uLfannl—e ") sin(na ||L2:QZ e m)?

azonossag. Mivel > 2 konvergens adott € > 0 4llando mellett az indezeket két, e-tdl figgd csoportra bontjuk: >, =
Zn 12 Ny, ahol 3 Z" N1 ¢n < 5. Valasszunk most olyan t* = t(¢) > 0 értéket, hogy /7 |cal(1 — e_"zt*) < Viaw
legyen minden n = 1,2,..., N esetén. Igy

£, ¢
N 2

N 2
2 —n t* 2
2 en +

ha 0 < t; < t" =t(e), ami — az € > 0 allandét minden hataron tiil csokkentve — pontosan a nulldhoz tartas definicioja.

7T e ™
IT(te)g — 91l yj0.m < 52 D)

l\.’)\m
wm
N ™
[\]
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AZ | OSSZEHASONLITAS || SZEMPONTJAI

R™ tér Lo ([0, 7))
| (x,y) = ho1 TRk | skaldris szorzat | (f,9) = [y f(@)g(x) d= |
| !XH =2 k-1 T} | norma | llgll* = J3 lg(= | da |
‘ e, k=1,. H standard ortonormélt bazis ‘ \[sm (nz), n=1,2,. ‘
| x=3 lxkek | Fourier sor | 9=>"0"19n sm(mc) |
| 2 = (er,x | Fourier egyiitthatok | gn =2 [ g(2)sin(nz) do |
[ IxI* = zk |73 | Pythagoras/Parseval | llgl* = 2520, 62 |

DIFFERENCIALEGYENLET

T = Ax differencidlegyenlet Up = Uy
‘ — H peremfeltétel H u(t,0) =u(t,m) =0 ‘
‘ z(0) =x9 € R H kezdetifeltétel H u(0,-) = g € La([0, 7]) ‘
‘ z(t) = eMv H PROBAFUGGVENYEK H u(t,z) = ep(t) sin(nx) ‘
‘ Av=Av=v=s H a kapott segédegyenlet H bn = —n’cp = cp(t) = e —n’t ‘
‘ eMlsy  k=1,...,n H alapmegoldésok H et sin(nz), n=1,2,... ‘
‘ z(t) = Sp_, cpeMklsy H dltaldnos megoldds I H u(t,z) = > 07 cpe —n*t gin(na) ‘
‘ ck = (Sk, X) H az egylitthatok H Cn = %fo g(z) sin(nz) dx ‘

OPERATOR

A operator Ap = 88—;2 & peremfeltétel
‘ A=AT H onadjungaltsag H Ap =A% ‘

M ER, s sajatérték, sajdtvektor —n?, \/%sin(nx)

sp,k=1,...,n teljes ortonormdlt rendszer \/gsin(nx) , n=1,2,...
‘ X = p_y CkSk H Fourier sor H g = 0" gnsin(nx) ‘
‘ A = diag(\g) H fotengelytétel I H Ap = diag(\y,) ‘
‘ Ax =" MNpCrSk H fotengelytétel I1 H Apg=>2° —n?g, sin(nz) ‘
‘ d(t,x) = T(t)x = ex H altalanos megoldas 11 H ®(t,g) = T(t)g = ety ‘
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Az el6z6 oldalt teljesen kitolt6 Tablazat azt mutatja, hogy az up = uge, u(t,0) = u(t,7) =0 (¢t > 0,
x € [0, 7]) homogén Dirichlet feladat az X = L2[0, 7| Hilbert téren értelmezett kozonséges differencidlegyen-
letként s felfoghato.

A szembeting hasonlatossagok ellenére komoly kiilé')nbsegek is vannak. A Téablazat jobb alsé6 als6 részén
a Ap (amely a homogén Dirichlet peremfeltétellel elldtott 2 differencial-operétor szokésos jelolése) nem
korlatos linearis operator. A T'(t) = e®P? linearis operator v1sz0nt korlatos, de nem hatarozhaté meg az

RY tér feletti matrix—exponencidlisok et =3 i %Ak formulajdhoz hasonlé sorfejtéssel.

DIAGONALIZALHATO MATRIXOK FUGGVENYEL: Az e métrixfiiggvény meghatérozéasa akkor a legkon-
nyebb, ha létezik valos sajatvektorokbol allo bazis. Ez az az eset, amikor az A (valés és d x d mérett)
matrixot (a valos szamok teste felett) diagonalizalni lehet. Az altalanos modszert a d = 2 példan mutatjuk
be. Emlékeztetiink ra, hogy a vy, ... oszlopvektorok az A matrix jobboldali, a wi, ... sorvektorok pedig

baloldali sajatvektorai. A jobb— és baloldali sajatértékek egyarant A1,.... Tehat

Avi = \vq & Avy = vy & A(V1 ’VQ) = (V1 ‘ VQ) ()\1 0) < AM =MD

0 X
T T T T
e aasomt o (CHa= (5 0) () = { AT
_ A O wl
A=MDM ! = (v1 | v2) < 01 )\2> <W;T> = )\1V1W1T + )\2V2W§

k —1\k kng—1 AP0 W1T T | \k T
A" = (MDM™ )" = MD*M ' = (v | v2) 0 A = Mviwl + Mvowl]

Azt kaptuk, hogy az e®! matrix kiszamitésahoz sziikséges sorfejtést egyedﬁl a D matrix f6atlojaban 1évs

sajatértékekre sziikséges elvégezni. Az eredmény??
A D eMt A
P =Me tMil =M < 0 )\2t> Z € tVJ

Ha A = AT, azaz ha az A matrix szimmetrikus, akkor sajatértékei valosak és a v; = w; sajatvektorok
egymasra merdleges egységvektoroknak is valaszthatok és igy az M matrix ortonormélt: M—1 = M7”. Ha
az A métrix ezen feliil pozitiv semidefinit is (azaz sajatértékei nemnegativok és az x* Ax kvadratikus alak
is az), akkor (szintén pozitiv semidefinit) négyzetgyokét a v A = Z;-lzl \/)ijjvf képlet definialja.*?

2Ugyanez a modszer vezet az f(A) matrixhoz, ha az f fiiggvény Taylor-sordnak konvergenciasugara nagyobb, mint
maxi<k<d |Ak| és az

k k

A3 A
—Ak—v1w1+ va2+...+—d

F TkaWdT — viwi  ha k—oo és 7=|M\|> ] > ... > |\

formula szerint a Perron—Frobenius Tétel egy specialis esetét is bizonyitani képes.
4*Ha a(z altalanositott) PELDA 6 G grafjanak nincsenek izolalt csticsai, akkor a Pg = Dg_lAg = Dg_l/QDg_l/QAg Dg_l/QDé/2
azonossag (és a D;l/QAngl/2 matrix szimmetrikus volta — hiszen az Ag szomszédsagi matrix is szimmetrikus, Dg_l/2 pedig

a Dg—vel egyiitt maga is diagonalis) mutatja, hogy a Pg dtmenetmatrix minden sajatértéke valos kell legyen.

30



