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1 Kombinatorika

1.1 Permutacidé
1.1.1 Ismétlés nélkiuli

Definicié: Adott n kiillombo6zo elem. Az elemek egy meghatdrozott sorrendjét az adott n elem egy
ismétlés nélkiili permutaciéjanak nevezzik. Jele: P,.

Tétel: Az n kiilldomboz6 elem permutdcidjdinak szdma P, = n!, ahol n! = n(n —1)(n —2)...1, és 0! = 1.

Bizonyitds: Az els6 helyen az 1,2, ...,n elem barmelyike dllhat, utdna a maradék (n — 1) elem Osszes
lehetséges sorrendje koveti. Es igy tovabb az utolsé elemig. Az Osszefliggéseket visszafelé felirva adodik
az allitas:

Pn =n- Pn—l

Pn—lz(n_l)'Pn—2

1.1.2 Ismétléses

Definicié: Adott n elem, melyek kozott ki darab egyenld, masik ko egyenld, ...ks darab egyenld, ahol
ky >2 hav=1,2,....8 és k1 + ko + ... + ks < n. Az adott n elem egy meghatdrozott sorrendjét ezen

elemek ismétléses permutacidéjanak nevezzik. Jele: Pr(L L2 ),

Tétel: Adott n, és ki, ko, ..., ks esetén az ismétléses permuticidk szama:

pleika, k) _ n!

" kylekol - kgl

Bizonyitas: Tekintsiik az n elem egy tetszoleges permutécidjat. Ekkor
k1 azonos elemekhez k! kiilombozd indexet rendelhetiink.
ko azonos elemekhez ko! kiilombozd indexet rendelhetiink.

ks azonos elemekhez k! kiillomboz8 indexet rendelhetiink.
Ekkor fennall a kovetkezd Osszefliggés, amibdl kovetkezik a bizonyitandé:

Bl kgl - k- Plkukeoke) — p o —

1.2 Variacio
1.2.1 Ismétlés nélkiili

Definicié: Adott n kiillombozé elem. Ha n elem kozi k elemet (0 < k < n) ugy vélasztunk ki, hogy
mindegyik elem csak egyszer szerepel, és a kivédlasztas sorrendje is szamit, akkor az n elem k-ad osztalyu

......

Tétel: Az n killombo6z6 elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili varidciéinak széma:

n!
ol =n-(n—1)-..-(n—k+1).
Bizonyitas: Rogzitett n mellett, k szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk.
k =1 esetén az allitas igaz, mivel n elembdl 1-et pontosan n féle képpen lehet kivalasztani.
Tegyiik fel, hogy igaz k-ra, és igazoljuk (k + 1)-re. Barmelyik (hq, ho,...h;) k-ad osztélyd varidciéhoz
(n—k) elem koziil vélaszthatunk, egy hy1-ediket, hogy egy (hi, ha, ..., hpt1) (k+1)-es osztélyd varidciét
kapjunk. Azaz igaz a kovetkezd Osszefiiggés: Vi - (n — 1) = VF+L
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1.2.2 Ismétléses

Definicié: Adott n kiillombozé elem. Ha az n elem koziil gy valasztunk ki k elemet, hogy egy elem

......

ki
Vi,

Tétel: Az n kiillomboz6 elem k-ad osztélyd ismétléses varidcidjainak szdma Vi = nk.

Bizonyitas: frjuk f6l a kivdlasztott elemeket, sorrenben. Az elsé helyre az adott n elemek barmelyikét
valaszthatjuk, {igy V,1** = n. Mivel az kivalasztott elemeknek nem kell feltétleniil kiilombozni egymdstol,
igy a kovetkezd helyre is az adott n elemek barmelyikét vélaszthatjuk, ekkor ezeknek a szama V2" = n?

lesz, és igy tovabb:
Vk,’i _ nk’
4 .

1.3 Kombinacid

1.3.1 Ismétlés nélkiili

Definicié: Adonn n kiilomboz6 elem. Ha n elem koziil k (0 < k < n) elemet ugy vélasztunk ki, hogy
mindegyik csak egyszer szerepelhet, és a sorrend nem szamit, akkor az n elem k-ad osztalyi ismétlés
nélkiili kombindcidjat kapjuk.

Tétel: Az n killombozo elem ismétléses kombindcidinak szama

= mm = ()

Bizonyitas: Az n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombindcidinak széama annyiban kiillémbozik az
ismétlés nélkiili variaciotdl, hogy a kombindciéndl nem vessziik figyelembe a sorrendet, azaz osszuk le az
ismétlés nélkiili variaciok szamat a kivalasztott elemek ismétlés nélkiili permutédcidjanak szamaval:

Ck—V—’f— nl 1 n!
" P, (n—k)E kl(n—k)

1.3.2 Ismétléses

Definicié: Adott n kiillombo6z6 elem. Ha n elem koziil k elemet dgy vélasztunk ki, hogy egy elem
tObszor is sorra keriilhet, és a kivalasztds sorrendje nem szamit, akkor az n elem k-ad osztalyd ismétléses
kombinéciéjat kapjuk. Jele: C*:

Tétel: Az n killomboz6 elem k-ad osztalyd ismétléses kombinacidéinak szama:

ki _ (ntk=1
= (")

Bizonyitas: frjuk fel az n elemet egy tetszOleges, de a tovabbiakban rogzitett sorrendben. Menjiink
végig az elemeken és egy elem ald {rjunk fel annyi ”1”-t, amennyiszer kivalasztjuk. majd mikor 1éplink a
kovetkezo elemre, rajzoljunk a két elem ”17-jei kozé egy = jelet.

Ekkor lesz k darab 717, és n — 1 darab x. Mivel a sorrend nem szamit, ezért ezt megfeleltethetjiik egy

ismétléses permutaciénak:
(k+n—1)!

ki __ kn—1 __
O =B = T

1.4 Binomidlis tétel
1.4.1 Binomiialis egyiitthatok

Definicié: Az (Z) kifejezést binomidlis egyiitthaténak nevezziik. Megallapodés szerint:

) )
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A binomidlis egyiitthaté fogalma altalanosithaté tetszéleges valés szdmra:

« ol
= — Rk .
(k) Ho(a—ky “ERFEN

1.4.2 Binomidlis tétel

Tétel: Kéttagi kifejezés (binom) barmely nemnegativ egész kitevijli hatvdanya polinomma alakithaté
a kovetkezdképp:

nin n10 n n—131 n Orn __ 7nn n—ki1k
(a+b) (O)ab+(1>a b+...+<n>ab 7270 <k)a b,
aholn € Z, és a,b € R.
Bizonyitas: Tudjuk, hogy kommutativ gyfiriiben a tobb tag szorzésit tobb taggal ugy végezzik, hogy
minden tagot szorzunk minden taggal. Irjuk fel az n tényezbs (a + b)(a + b)...(a + b) szorzatot. Ha
mindegyik tényez&bdl az a-kat szorozzuk Gssze, a™-t kapjuk. Ha (n —1) taghdl az a-t, és egy tényez6bél a
b-t vélasztjuk, ezt éppen n féle képpen tehetjiik meg, igy na™ 1b-t kapunk. Ha (n—2) tényezdbdl az a-kat

és 2 tényezobol a b-ket vélasztjuk, ezt (g) féle képpen tehetjiikk meg, akkor (g) a™ 2b? lesz az eredmény.
Ezt folytatva kapjuk a polinomot.

1.5 Binomidlis egyiitthatok tulajdonsagai

Legyen n nemnegativ egész szadm és legyen k (0 < k < n) szintén egész. Ekkor fenndlnak a kovetkezd
Osszefliggések:

1. Szimetria:
2. OSszegzéS:

3. Kettohatvany:

4.
n n nlm 0,han >0
(O) B (1) toet (21 (n) ~ 1, han = O‘
Bizonyitas:
1. | |
(k) - k!(n;k)! - (n_é)!k! - (n—k)
> n! n! ~ nl(k+1) nlin—Fk)
Mok T Gt Dl —k-1l k1t Dln—k)  krDi(n—R)1
Cnlk+1+n—k) (n+1)! _(n+1
E+Dln—k!  (k+)l(n—Fk! <I<:+1>'

3. Helyettesitsiik be a binomidlis tételbe a =1 és b = 1-et!

4. Helyettesitsiik be a binomialis tételbe a = 1 és b = —1-et!
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2 Halmazok

2.1 Halmazok egyenlGsége

Definicié: Az A és a B halmaz egyenldk, ha ugyanazok az elemeik. Jel6lés A = B.

2.2 Ures halmaz

Definicié: Egy halmazt akkor hivunk iires halmaznak, ha nem tartalmaz elemet. Jele: (.

2.3 Részhalmaz definicigja

Definicié: Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B eleme is. Jelolés: A C B.
Ha A C B és A # B, akkor A valédi részhalmaza B-nek. Jelolése: A C B.

2.4 Hatvanyhalmaz

Az A halmaz hatvédnyhalmazan A részhalmazainak halmazét értjiik.

2.5 Halmazok szamossaga

Definicié: A halmaz szdmossigén a halmaz elemeinek szamét értjik. Jelolése |A|. Ha A szdmossdga
véges, az A halmazt is végesnek nevezziik. Ellenkezé esetben A végtelen.

2.6 Miveletek halmazok ko6zott
2.6.1 Halmazok unidja

Definicié: Az A és B halmazok egyesitése (unidja, Osszege) az az A U B-vel jelolt halmaz, amelynek
elemei A-nak vagy B-nek elemei.

AUB = {zlx € AVz € B}.
2.6.2 Halmazok metszete

Definicié: Az A és B halmazok koz0s része (metszete, szorzata) az az AN B-vel jelolt halmaz, amelynek
elemei A-nak és B-nek elemei.

ANB={zlx € ANz € B}.
2.6.3 Halmazok kiilombsége

Definicié: Az A és B halmazok kiilombsége, vagy a B halmaz A halmazra vonatkoz6 komplementere A\
B-vel jelolt halmaz, amely A azon elemeinek halmaza amik nincsenek B-ben.

A\ B={z|lr € ANz ¢ B}.

2.6.4 Direkt szorzat

Definicié: Legyenek Dy, Do, ..., D, adott halmazok. E halmazok Descartes (direkt) szorzata Dy x Dg X
e X Dy = {(dl,dz, ...,dn)|dk € D, 1< k< n}

2.7 Miveleti azonossagok
e AUB=BUAé ANB=BnNA.
e (AUB)UC =AU (BUC)é (ANB)NC =AN(BNO).
e AUMBNC)=(AUB)N(AUC)és AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

)
e AUB=ANBé ANB=AUB.
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2.8 Szita formula
o |[AUB|=|A|+|B|—|ANB|.
e [AUBUC|=A|+|B|+I|C|—-|ANB|—-|ANC|—-|CNB|+|ANBNC|.

2.9 Venn diagramm

2.10 Halé

Definicié 1: A H részben rendezett halmaz hal6, ha barmely véges részhalmazanak van infimuma és
supremuma. A H halo teljes, ha barmely részhalmazanak van infimuma és supremuma.

Definicié 2: A H halmaz héalé, ha értelmezve van rajta két, = és o &ltal jelolt miivelet, melyekre
Va,b,c € H esetén teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

e kommutativak
e asszociativak
e elnyelési tujadonsag:
ax(aob)=a, ao(axb)=a.

Tétel: A hils két fajta definicidja ekvivalensek egymadssal.

Bizonyitas: Konstruktiv médon.

Legyen a o b = inf(a,b), és a xb = sup(a,b). Ekkor a mdsodik definiciéban szereplé tulajdonsigok
teljesiilnek, és megadhatd egy < rendezési relacio:

Legyen a < b, akkor és csak akkor, ha a o b=a. Ekkor a < relacié:

o Reflexiv.
o Antiszimetrikus.

o Tranzitiv.

2.11 Tarski haléelméleti fixpont

Definicié: Valamely H rendezett halmazon értelmezett f : H — H fiiggvény monoton (rendezéstartd),
ha minden hy < ho-re f(hy) < f(h2). A h € H fixpontja f-nek, ha f(h) = h.

Tétel: Teljes halén értelmezett monoton fiiggvénynek van legynagyobb és legkisebb fixpontja.

2019.05.07. 7. oldal Erdélyi Aron



Diszkrét Matematika II 2 HALMAZOK

Bizonyitis: Legyen G azon elemek halmaza, melyre f(z) < z. Ennek alsé hatdra, vagyis g = inf(G)
lesz a legkisebb fixpont.

Egyrészt g € G, ugyanis g < f(z) < z, ebbdl f(g) < f(f(z)) < f(z) < z, vagyis f(g) alsé korlat.
Mivel g a legnagyobb alsé korlat, ezért f(g) < g, tehdt g € G.

Miésrészt g fixpont, tehdt g = f(g). Mivel f(g) < g, ezért f(f(g)) < f(g), vagyis f(g) € G. De akkor
g alsé korldt volta miatt g < f(g). A rendezési relacié antiszimetrikus tulajdonsiga miatt g = f(g).

Harmadrészt g a legkisebb fixpont. Legyen G* a fixpontok halmaza és legyen ¢* = inf(G*). Mivel
G* C G, ezért g < g*. Tovabba mivel ¢* infimuma G*-nak és g is G*-beli, ezért g* < g. A rendezési
reldcié antiszimetrikus tulajdonsdga miatt g = g*, vagyis g valéban a legkisebb fixpont.
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3 Relacidk
3.1 Relacié altalanos fogalma

Definicié: A D; X Dy X ... X D,, direkt szorzat barmely részhalmazat reldciénak nevezziik.

3.2 Binaris relacié, tulajdonsagok
Definicié: A R bindris reldcié H halmazon, ha R C H x H = {(a,b)|a,b € H}.

Tulajdonsagai:

Reflexiv, ha (z,x) € R.

Szimetrikus, ha (z,y) € R esetén (y,z) € K.

Antiszimetrikus, ha (z,y) € R és (y,z) € R csak akkor teljesiil, ha x = y.

Tranzitiv, ha (z,y) € R és (y,z) € R esetén (z,z) € K.

3.3 Ekvivalencia relacié és particio

Definicié: Az R bindris reldcié ekvivalencia relacié, ha reflexiv, szimetrikus, és tranzitiv.

Definicié: A particié a H halmaz olyan részhalmazrendszere, ahol H; N H; = (), és
n
U H,=H.
k=1

Tétel: Ha az R bindris relacié a H halmazon ekvivalencia relacié, akkor a H azon részhalmazai, amelyek
egymassal relaciéban all6 elemeket tartalmaznak, azok a H halmaz egy particigjat adjik.

Bizonyitds: Ha ¢ # j, akkor H; N H; = (), ugyan is ha ez nem teljesiilne, vagyis lenne olyan a, ahol
a € H; N Hj, akkor Vb; € H;-re igaz lenne, hogy (a,b;) € M. Hasonléan Vc; € Hj-re igaz lenne, hogy
(a,c;) € R. Tovdbbé a szimetria miatt (b;,a) € R. Ekkor a tranzitivitds miatt (b;,c;) € R, amibél az
kévetkezne, hogy (b, ¢c;) € H;, és (bi,cj) € Hj, Vb;, c; esetén, vagyis H; = H;.

Az UZ=1 H, = H miatt H minden eleme benne van valamelyik Hg-ban, a reflexiv tulajdonsag miatt
pedig ezek a Hj, halmazok nem tiresek, hiszen igy (a,a) € R, tehat Ik, hogy a € Hy.

Tétel (az eléz6 megforditdsa) Ha H; halmazrendszer egy particidja H-nak, akkor ez a H-n egy ekviva-
lencia reldciét hataroz meg, ha (a,b) € R akkor és csak akkor, ha a,b € H;.
Bizonyitds: Az ekvivalencia reldcié hdrom tulajdonsdgat kell beldtni.
e Reflexiv, mert (a,a) € R, ha a € H; és a € H;, ez pedig teljesiil.
e Szimetrikus, mert (a,b) € R esetén (b, a) € R. Ez teljesiil, ha a,b € H;.
o Tranzitiv, mert ha (a,b) € R és (b, c) € R, akkor (a,c) € R, azaz ha a,b € H; és b,c € H;, mivel
H; N Hj; =0, ahol i # j, ezért ebben az esetben i = j, és a,b,c € H;.
3.4 Rendezési relacio
Definicié: Az R bindris reldcié parciélis (részben) rendezési reldcid, ha reflexiv, antiszimetrikus és

tranzitiv.

Definicié: A H halmaz részben rendezett, ha rendezési relacié van megadva az elemein. Ezt a relaciot
a < jellel szoktédk jelolni.

Definicié: A H halmazon értelmezett parcidlis rendezési relécié teljes, ha a Vo, y € H esetén a (z,y) €
R, illetve (y, z) € R reldcick koziil legalabb az egyik teljesiil.
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3.5 Hesse diagramm

Egy tetszOleges részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja olyan irdnyitott graf, amelyben a részbenrendezett
halmaz alaphalmazanak az elemei alkotjdk a graf pontjait, és a grafban az a és b pontok kozott pon-
tosan akkor halad él, ha a < b teljesiil és nincs olyan ¢ elem, amelyre a < ¢ < b teljestilne az adott
részbenrendezésben.

Az él iranyitasat a diagramon gy dbrazoljuk, hogy a b pontot az a pont f616tt helyezziik el. Ezzel az
elrendezéssel azért lehet abrazolni az élek iranyitasat, mert a Hasse-diagram kormentes.

A reflexivitasbol adédé hurokéleket a diagramon nem abrazoljuk.

3.5.1 Legkisebb, legnagyobb elem
Definicié: A H halmazon adott parcidlis rendezési relacié szerinti legnagyobb elem N, ha Vh € H-ra

h < N teljestil.

Definicié: A H halmazon adott parcidlis rendezési relacié szerinti legkisebb elem k, ha Vh € H-ra
k < h teljestl.

Tétel: Ha van legnagyobb (legkisebb) elem, akkor az egyértelmi.

Bizonyitas: Indirekt modon tegyiik fel, hogy két legnagyobb elem létezik, legyenek ezek M7 ée Mos.
A definicié szerint My < My és Mo < Mj. A relacié antiszimetrikus tulajdonsdga miatt ez csak akkor
teljestl, ha My = Ms.

3.5.2 Maximalis, minimalis elem

Definicié: A H halmazon adott parciélis rendezési relacié szerinti maximélis elem M, ha Ph € H,

amelyre M < h teljesiil.

Definicié: A H halmazon adott parcidlis rendezési reldcié szerinti minimélis elem m, ha Ah € H,
amelyre h < m teljesiil.

3.5.3 Korlat

Definicié: A részben rendezett H halmaznak valamely H; részhalmazdnak fels§ korlatja (az adott

rendezés és H szerint), K € H, ha Vh; € Hy-re hy < K.

Definicié: A részben rendezett H halmaznak valamely H; részhalmazénak alsé korldtja (az adott
rendezés és H szerint), k € H, ha Vhy € Hy-re k < hy.

3.5.4 Hatar

Definicié: A részben rendezett H halmaznak valamely H; részhalmaza korlatos, ha a részhalmaznak
létezik alsé és felsd korldtja. Ha létezik alsé korldtok kozott legnagyobb, akkor ezt infimumnak (alsé
hatdr), ha létezik a felsé korldtok kozott legkisebb, akkor ezt supremumnak (fels6 hatér) nevezziik.
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4 Szamossagok

Definicié: Az A és B halmazok szdmossiga megegyezik, ha 3f : A — B kolcsondsen egyértelmi
figgvény. Jelolése: |A| = |B|.

Definicié: Az A halmaz szdmossiga legaldbb akkora, mint a B szdmossiga, ha 34; C A, hogy |A;| =
|B|. Jelolés: |A| > |B.

Definicié: Egy A halmaz véges szdmosségd, ha 3k € N, hogy [{1,2,....k}| = |A].

Definicié: Egy A halmaz megszamldlhatéan végtelen szamossagu, ha a természetes szamok halmazaval
egyenld szdmossagu.

Definicié: Egy A halmaz nem megszdamlalhatéan végtelen szamossdgi, ha szdmossiga nem is véges, és
nem is megszamlalhatéan végtelen.

4.1 Nevezetes halmazok szamossaga

4.1.1 Természetes szamok

A megszamlalhatéan végtelen szamossag definicigjabdl kovetkeztetve az N szamossdga megszamlilhatéan
végtelen.

4.1.2 Paros és paratlan szamok

Allitéds: A paros, illetve paratlan szdmok halmaza megszamlalhato.

Bizonyitds: Pdros szdmok hozzdrendelése N-hez: f(n) = 2n.

Pératlan szdmok hozzarendelése N-hez: f(n) = 2n — 1.

4.1.3 Racionilis szamok

Allitds: A racionslis szdémok Q halmaza megszamlalhato.

Bizonyitas: Helyezziik az {0,1, —1,2, —2, ..} egész szdmokat az A; halazba. Legyen Ag = {2, f%%, -2}
2

2
, az Osszes olyan tort, aminek nevezije 2, és nem egyszerlsithetd. Legyen Az = 3, 3, 3, —%, ..., az Usszes
olyan tort, aminek nevezdje 3 és nem egyszeriisithet, és igy tovabb. Ezek a halmazok megszémlélhatéak,
hiszen elemeiket fel tudjuk sorolni. Igy megszamlalhaté sok diszjunkt halmazhoz jutunk, aminek tudjuk,

hogy szamossaga megszamlalhatd, és egyesitve 6ket megkapjuk a Q halmazt.

4.1.4 Valés szamok

Mivel a valés szamok halmazénak részhalmaza a (0, 1) intervallum, melyr8l mér beldttuk, hogy kontinuum
szamossagu, igy R szdamossaga is kontinuum.

4.2 Egységnégyzet és egységszakasz pontjainak szama
4.2.1 Egységszakasz pontjainak szama

Allitéas: A (0,1) intervallumba tartozé Gsszes szam H halmaza a megszdmlalhaténal nagyobb szdmossagu.

Bizonyl'tés Ez a |H| legalabb megszamldlhatd, hiszen H tartalmazza példaul a nyilvan megszémlalhat6

é, é, 7} részhalmazt. Tegyiik fel indirekt médon, hogy H megszadmlalhatd, vagyis elemeit valamilyen
V1, Vg, ... sorrenbe allithatjuk. Minden ilyen v; egy 0, és 1 kozotti valds szam, tehat felirhaté végtelen
tizedestortként, 0.v;1v;9... alakban. Az indirekt feltevés szerint tehat a kovetkezd sorozat H minden
elemét tartalmazza:

O, V11012V13...

0, V21VU220V23...
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A tablazat "4tldja” mentén végighaladva készitsiink egy olyan w valés szamot, melynek w = 0, wiwo, ...
alakjahoz a kovetkez6 képp jutunk:
Wi — w; = 2,hcwii =1
v wizl,hcwi,-;él ’

Ez a w biztosan nem szerepelt a fenti tdblazatban, hiszen minden j-re v;; # w;. Mivel igy nem minden
0 és 1 kozotti valds szém szerepel a H halmazban, igy ellentmondédshoz jutunk, tehdt |H| nem lehet
megszamolhato.

4.2.2 Egységnégyzet pontjainak szama

Allitds Az egységnégyzet szamossaga megegyezik az egységszakasz szamossagaval.

Bizonyitas: Az egységnégyzet pontjainak halmaza:

S = (07 1) X (071) = {(ﬂc,y)|x,y € (071)}

A Descartes koordindtarendszerben az egységnégyzet pontjai megadhatdk (z,y) € S pontokban. Ezen
szamparok és az egységszakasz pontjai kozott egyértelmii megfeleltetés 1étesithet6 a kovetkezdképpen:
frjuk fel az = és y koordinatakat © = 0,2122..., y = 0,y1y2... tizedestort alakban. Ekkor a konstrualt
z =0,21y1T2Ys... valds szadm eleme az egységszakasznak.

4.3 Megszamlalhatéan sok megszamlalhaté szamossagui halmaz unidja

Allitas: Véges sok (k darab) diszjunkt megszdmldlhaté szdmossdgi halmaz unidja is megszamlalhatd.

Bizonyitas: Az A halmaz elemeit el6szor gy soroljuk fol, hogy el0szér minden halmaz elsé elemét,
azutdn minden halmaz masodik elemét, és igy tovabb vessziik. Formalisan az egyes halmazok elemeit
kett&s indexszel 1latjuk el, vagyis legyen minden i = 1,2, ..., k, értékre A; = {ai1, ao,...}. Ezutdn A =
{b1,ba, ...}, ahol bi-t a kovetkezd képpen definidljuk: ¢t — 1 = ak + 8,0 < § < k (vagyis legyen g =
(t — 1)%k), akkor by = agt1,a+41-

4.4 Cantor féle eljaras

Allitas: Legyen A egy véges, vagy megszamlalhaté szdmossdgui halmaz, és legyen egy toOle diszjunkt,
kontinuum szdmossdgi B halmaz. Ekkor |[AU B| = |B|.

Bizonyitis: Legyen By egy megszdmldlhaté részhalmaza, és legyen Bo = B\ B;. A megszamlalhaté
szadmossagl halmazokra vonatkozo tételek alapjan |A U By| = |By], tehat 3f : AU By — By, kolesénosen
egyértelmii fiiggvény. Ekkor legyen

fo(x):{f(m), ha xeAUBl}.

x, ha x € By

Ez a fliggvény A U B elemeit fogja kolcsonosen egyértelmiien rendelni a B elemeihez.

4.5 Kontinuum hipotézis

A kontinuum hipotézis szerint nincs olyan halmaz, amelynek szamossdga, a természetes szamok hal-
mazanak és a valds szamok halmazanak szdmossaga kozé esne.

Jeldlje a tovdbbiakban a szdmossagokat az N. A megszamlalhaté szamossag jele legyen Wy, a rdkovetkez6
Ny és rekurzivan minden k esetén Ng-ra rdkovetkezo szamossagot N1 jelolje.

A kontinuum hipotézis szerint X; = 2%o,

Az éltalanositott kontinuum hipotézis szerint N1 = AN
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5 Nagysagrendek

5.1 Figgvények novekedése

Definicié: [ és g két fiiggvény, melyek a valds, vagy az egész szamok halmazabdl képeznek a valds
szdmok halmazdba. Azt mondjuk, hogy f(x) = O(g(z)) ("nagy ordé g(z)”), ha Je, zo pozitiv konstansok,
hogy x > x esetén |f(x)| < |c- g(x)].

Azt mondjuk ekkor, hogy g aszimptotikus fels6 korlatja f-nek.

Definicié: : Legyen f, g két fliggvény, amelyek a valds vagy az egész szamok halmazabdl képeznek a
valés szdmok halmazdba. Azt mondjuk, hogy f(z) = Q(g(z)) (f(x) nagy-Omega g(x)), ha Je, ng pozitiv
konstans, amelyekre: |f(z)| > |c- g(z)].

Ekkor azt mondjuk, hogy f aszimptotikus fels6 korlatja g-nek.

Definicié: : Legyen f, g két fiiggvény, amelyek a valés vagy az egész szamok halmazabdl képeznek a
valds szdmok halmazédba. Azt mondjuk, hogy f(x) = O(g(z)) (f(x) nagy-Theta g(x)), ha teljesiil:

f(z) = O(g(x)),
f(z) = Qg(x)).

Ekkor azt mondjuk, hogy a két fiiggvény nagysigrendje megegyezik.

5.1.1 Kis ordo

A nagy prdéval szemben a kis ordéndl (f(z) = o(g(x))), az f hatdrozottan kisebb a g-nél.
: )

fn)
Ay = O

5.1.2 Figgvények novekedése

Nagy ordé rendezés:

f(n) =0(f(n)), V.

(log(n))* = O(n), Vk € Z.
nk =0(2"), VkeZ.

5.1.3 Figgvények nagysagrendje

1. Konstans

2. Logaritmus

Els6foku polinom
Hatvany logaritmusok
Polinomok

Exponencialis

A S o

Faktorislis

5.2 Exponencialis novekedés, példa

Exponenciélis névekedésnek nevezziik az n”* alaki névekedéseket. Példa: e™.
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6 Logika

6.1 Szintaxis nullad-, és els6rendben
6.1.1 Nullarendii logika
Jelkészlet:

1. Atomok:

(a) Betiik
(b) Igaz, Hamis (I,H)

2. =, A,V

3. Zardjelek

Formula: Minden atom formula. Ha « és § formuldk, akkor —a,a A 8,V B, — B is formulak.
A fenti szabalyok véges sokszori alkalmazasaval kapjuk a formuldkat. Az atomokat latin, a formuldkat
gorog betiikkel jeloljiik.

6.1.2 Els6rendii logika
Jelkészlet:

1. Véltozoszimbolumok: x,vy, z, ...
2. Konstansszimbdélumok: a, b, c, ...

Prédikatumszimbdélumok: P, Q. S, ...

L

Fiiggvényszimbolumok: f,g,h, ...

5. logikai Gsszekotd jelek (miiveleti jelek): —, AV, —

6. Kvantorok: V,d

7. Zardjelek
Kifejezés (term): Minden idividuumvéltozé és konstans kifejezés. Ha tq,to, ..., t, kifejezések és f
n-valtozos fiiggvény szimbdluma, akkor f(t1,ts,...t,) is kifejezés. A fentiek szerint a fliggvény argu-
mentumaiba irhatunk altozokat, konstansokat, de bedgyazhatok mds, vagy sajat fliggvényértékek is. A

kifejezések vagy prédikdtumszimbdélumok argumentumaiban, vagy fiiggvények argumentumaiban fordul-
hatnak el6, 6nalléan nem.

Atomi formuldk: Ha P n-argumentumi prédikdtumszimbdlum, és t1, to, ..., t,, kifejezések, akkor P(t1,ta, ...

atomi formula.

Formula: Minden atom formula.

Ha « és g formuldk, akkor —a,a A 5,aV 8, — § is formuldk.
Vaza(z), Jza(z) is formula.

A fenti szabalyok véges sokszori alkalmazéasaval kapjuk a formulékat.

6.2 Szemantika: kvantorok, interpretaciok els6rendben

Kvantorok hataskore: Megallapodés szerint a kvantor hataskore a mogotte allé valtozo utdani atomi
formula vagy zardjelben megadott formula. Az ezekben szerepl6 valtozo eléforduldsokat kotottnek nevezziik,
a valtozd egyéb el6fordulasait szabadnak.
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Interpretdcié: Az elsérendii nyelvben is valamely formula igazsdgértékét csak igy tudjuk megmondani,
ha interpretaljuk a formuldt. Az interpretacié tobb részbdl dll. Meg kell adni az alaphalmazt, aminek
elemeire vonatkoznak a formuldk. Ahogyan nulladrendben is tettiik, itt is meg kell mondani az atomi
formulak igazsagértékét. Ezen tulmenden, a fliggvényeket is interpretdlni kell, meg kell mondani, hogy
az egyes individuumokon mi a felvett fliggvényérték (ami szintén az univerzum egy eleme, vagyis egy
individuum).

Ezutan az elsérendben tanult kvantorok jelentése, és a miiveletek nulladrendben tanult jelentése alapjan
kiértékelhets a formula.

Definicié: Az elsérendii mondat kielégithetd, ha van olyan interpretacid, amelyben igaz. Ezt az inter-
pretaciét a formula modelljének nevezziik.

Definicié: Az elsérendii mondat érvényes, ha minden interpretacidjaban igaz.
Definicié: Az elsérendii mondat kontradikcid, ha minden interpretdcidjaban hamis.

Definicié: Az « és  formuldk ekvivalensek, ha minden interpretdciéban megegyezik az igazsigértékiik.
Jelolése: a = .

6.3 Szemantikai kovetkezmény nulladrendben, els6rendben

Definicié: Modellelméleti vagy szemantikus kovetkezményfogalom: Azt mondjuk, hogy a {aq, as, ..., o}
formulahalmaz szemantikai kovetkezménye 3, ha 8 minden olyan interpretdcidéban igaz, ahol ay, as, ..., ay
formuldk igazak.

Miés szavakkal {a1, ag, ..., a, } formulahalmaz kovetkezménye S, ha 8 legaldbb akkor igaz, amikor a;-k
igazak.

Jelolése: {aq, o, ...,an} =1 6.
6.4 Helyes kovetkeztetési sémak

Definicié: Azokat a kovetkeztetési sémékat tekintjiik helyesnek, amelyekben a kévetkezmény valoban
a feltételek kovetkezménye.

Modus Ponens Azt kell vizsgdlnunk, hogy ahol a és a — 3 igazak ott [ is igaz-e. Ha igen, akkor
helyes, ha nem, akkor helytelen a kovetkeztetési séma.

Csak az els6 interpretacioban teljesiil, hogy a és a — 3 is igazak, és itt 3 is igaz, tehat a kovetkeztetési
séma megfeleld.

Tétel: Az {a1,q9,...,an} 1 B akkor és csak akkor, ha ay A g A ... Ay, =1 B

Bizonyitas: Az aj,as, ..., a, egyiittesen akkor és csak akkor igaz, ha ag A ag A ... A au, igaz.

A fenti tétel miatt a =1 jel bal oldalat jeloljiik a tovdbbiakban egyszerii a-val, ahol & = a3 Aag A ... Aay,.
Tétel: a k= e a— 6.

Bizonyitas:

1. Ldssuk be hogy ha « E1 8, akkor a@ — .
Irjuk f6l az igazsagtablazatot. A jel6lt sort ez esetben nem lehet figyelembe venni, ugyanis akkor
a =1 B nem teljesiilne. A maradék sorokra pedig valéban az I az igazsigérték.

a 4] a—f
I ! |
— | H H
H ! !
H H |
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2. Léssuk be, hogy ha o — 3, akkor o =1 S.
Ha o — f, akkor az igazsagtabldban megjelolt sor nem szerepelhet, hanem csak a jeloletlen I sorok.
Ezekben a sorokban viszont [ legaldbb akkor igaz, ha « is igaz.

Tétel: o =1 < a A —f kielégithetetlen.

Bizonyitds: Az « =1 5 akkor és csak akkor teljesiil, ha o — (8 érvényes, vagyis ~(a — ) = ~(-a V )
kielégithetetlen. Ezt kifejezve: =(-a Vv ) = —a A= =a A -f.

6.5 Ekvivalens formulak nulladrendben és els6rendben

1. AvB=BVA, ANB=BAA.

2. (AvB)vC=AvV (BVC(C), (ANBYANC=AN(BAC).

3. AV(AANB)=A AN(AV B) = A.

4. IVA=1, HANA=H.

5. AV(BAC)=(AVB)A(AV (), AN(BVC)=(AANB)V(ANC).

6. AV-A=1, AN-A=H.

7. =VzP(x) = Jz-P(x), —JxP(z) = Vz-P(z).

8. =Vz—P(z) = JxP(x), —Jz—P(z) =VzP(x).

9. VaVyA(z,y,...) = VyVzA(x,y,...) JeyA(z,y,...) = JyFzA(x,y, ...).

10. Vz(A(z) A B(x)) = VzA(z) AVzB(x) Jx(A(z) vV B(z)) = xA(x) V Iz B(x).

11. VaVy(A(z) A B(y)) = VzA(z) AVyB(y) Jz3y(A(x) vV By = JzA(x) V JyB(y).

6.6 Konjunjktiv normalforma

Definicié: Atomot, vagy annak tagadasat literalnak hivjuk.
Definicié: A literdlok diszjunkciéjat klézoknak nevezziik.
Definicié: A klézok konjunkciéjat konjuktiv normalformanak nevezziik.
Tétel: Minden formulahoz létezik vele ekvivalens konjunktiv normalforma.
Bizonyitas:

1. Az implikacié felbonthaté: a — 8 =# a V S.

2. De Morgan azonossagok:

e <(aVp)=—-aA-p.
e <(aNp)=—aV L.

3. Disztributivitds: aV (BAYy) = (aV B) A(a V).

6.7 Prenex konjunktiv normalforma
A normaélformara valé atiras algoritmusa:
1. Logikai 0sszekotdjelek atirdasa —, A, V-ra.
. A De Morgan szabélyok alkalmazasa, amig a — hatdskore atomi formula nem lesz.
. A véltozok standardizaldsa (kvantorok dtnevezése).

2
3
4. A kvantorkiemelési szabalaok alkalmazdsa, amig a kvantorok a formula elejére nem keriilnek.
5. A kvantorok és az azokat kozvetleniil kovetd véltozék sorrendjét meg kell tartani.

6

. A formula konjunktiv normalformara hozasa a disztributiv szabalyok alkalmazasaval.
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6.8 Skélem normalforma

AV Vzs..Vx, formulat, ahol a prefixumban csak univerzalis kvantorok szerepelnek, Skélem normélforméanak
nevezziik.

Tétel: Minden elsérendii formuldhoz taldlhaté olyan Skélem normaélforméban 1évé formula, ami az
eredeti formula logikai kévetkezménye.

Skélemizalds folyamata: A formula ”Skélemizaldsahoz” elészor atirjuk a formuldt prenex forméba,
az el6zéekben mar ismertetett médon. Az egzisztencidlis kvantorokat az tin. Skélem konstansok, illetve
Skolem fiiggvények segitségével kikiiszoboljiik.

Tekintsiik az els6 exisztencidlis kvantort a formulaban, legyen ez 3z;. Ha a formula igaz, akkor az el6tte
allé x1, o, ..., xj—1 valtozék minden értékkombindciéjahoz 1étezik legaldbb egy értéke az x;-nek, melyre
a formula még igaz. Ezt a tényt az f(z1,22,...,x,-1) = x; fliggvénnyel fejezziik ki. Ha az elsé kvantor
éppen egzisztencialis, akkor ez a fiiggvény nulla valtozds, vagyis konstans.

Ez az f fiiggvény formadlisan megadja az x; valtozé azon értékét, ami a formuldt igazzd teszi. Ezt a
formalis fiiggvényképzést végrehajtjuk a soron kovetkezd egzisztencidlis kvantorra is. Addig folytatjuk,
amig minden egzisztencialis kvantort nem eliminaltunk. Természetesen tigyelni kell arra, hogy a fiiggvény
szimbolumok kiilonbozék legyenek.

Az igy kapott formuldk az eredeti formula logikai kévetkezményei. Azonban az dtalakitds NEM ekvivalens,
hiszen visszafelé nem jutunk el az eredeti formuldhoz. A gyakorlati alkalmazisok szempontjabdl azonban
ez elegendd, hiszen mi csak azt akarjuk eldonteni, lehetséges-e a formuldt igazzd tenni, vagyis, mads
szavakkal: Kielégithet6-e a formula.

6.9 Rezolicid elve nulladrendben és elsdrendben

A rezolucidhoz a formulat és a kovetkezmény tagadasat Skélem normalforméra alakitjuk. Nevezziik at
a valtozokat gy, hogy a valtozénevek kiilonbozéek legyenek a klézokban. A rezolicié tehat csak akkor
alkalmazhatd, ha az egységesités elvégezhets. Ekkor pedig rezolicid alapelvét ado kovetkeztetési séméat
alkalmazzuk, és akarcsak nulladrendben, elvégezziik a rezoliciot.
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7 Grafok

7.1 Elszam és fokszam osszefiiggése iranyitott és iranyitatlan grafokra

Tétel: (Handshake tétel): Minden graf fokszdma az élszdm kétszeresével egyenld.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az e él az u és v csticsokhoz illeszkedik, azaz u és v az él két végpontja.
Ekkor ha

e Ha u # v, akkor az e élt ®(u)-nal, és ®(V)-nél is szamoltuk.
e Ha pedig u = v, akkor az e él hurokél, és igy ®(u)-ndl szamoltuk kétszer.

Tehat, ha a pontok fokszamat dsszeadjuk, kapjuk az élek szamanak kétszeresét.
Tétel: Minden grafban a paratlan fokszamu csicsok szama paros.

Bizonyitas: A handshake tételbdl kovetkezik, hogy a teljes gréaf fokszdama paros. Ez csak akkor lehet,
ha péros szamu paratlan fokszamu csics van.

Tétel: Az n csicsu Osszefiiggd, egyszerli graf éleinek szama legalabb n — 1.

Bizonyitéds: Teljes indukciéval. Az n = 1 esetre nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy valamely n > 1-re
teljesiil. Belatjuk, hogy ekkor minden n + 1 cstcsd Osszefiiggd grafnak legalabb n éle van. Legyen G egy
n + 1 csucsu graf, és legyen n éle. Ekkor 1étezik egy els6foku cstcs, tgyanis mivel G Gsszefiiggd, ezért
izoldlt csicsa nincs. Vegyiik ezt az els6foku cstcsot, és a hozzatartozé éllel egyiitt téroljik a grafbdl.
Ekkor n cstcsu osszefiiggd grafot kapunk, aminek minimum n — 1 éle van. Ekkor teljesiil az indukcids
feltevés. A torolt élt Gjra hozzaadva G egy n + 1 cstcsu, n éla graf lesz.

Tétel: Bérmely egyszerti grafban van két olyan pont, amelyek fokszdma egyenlo.

Bizonyitas: Egy n csicsa grafban a csicsok lehetséges fokszamai: n = 0,1,...,n—1. Viszont a 0, és az
n — 1 nem teljesiilhet egyszerre, ezért a skatulya elv alapjan kell lennie legaldbb két megegyez6 fokszamu
csucsnak.

7.2 Kor létezésének sziikséges feltételei iranyitatlan grafokra

Tétel: Ha egy grafban minden cstics fokszama legalabb 2, akkor a grafban van kor.

Bizonyitas: Alkalmazzuk a leghosszabb Ut médszerét. Legyen 1 hosszisagu L ut a G graf egy leghossz-
abb ttja, és ennek egy végpontja v. Tekintsiik G v-hez illeszkedd éleit. Ezek kozil barmelyiknek a
végpontja L-hez tartozik, kiillomben L hossza 1-nél nagyobb lenne, ami ellentmond azzal, hogy L a
leghosszabb 1t. Ha G minden pontjanak fokszdma legalabb kettd, akkor illeszkedik a v-hez egy e él is.
Ha e hurokél, akkor ez G egy korét kijeloli. Ha nem hurokél, akkor u-nak v-t6l kiillémbo6z6 w végpontja
L-ben van, tehat L-nek v és w pontokat 0sszekoto e éllel egyiitt G korét adjék.

Tétel: Ha egy n cstucsu grafnak legaldbb n éle van, akkor van benne kor.

Bizonyitas: Teljes indukciéval. n = 1-re nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy valamilyen n > 1-re minden n
csucs, legaldbb n éli grafban van kor. Legyen G egy n+ 1 csicsd, legaldbb n 41 él4 graf. Visszatérve a
bizonyitasra, vegyiik G egy L leghosszabb utjat. Ha L valamelyik végpontja G-nek nem elséfoku cstcsai,
akkor az el6z6ek szerint G-ben van kor. Ellenkezd esetben tordljiikk G elsofoku csticsat az éllel egyiitt.
Ekkor egy n csucsu, legaldbb n éli grafot kapunk, tehat az indukcids feltevés miatt tartalmaz kort, amit
G is tartalmasz.

7.3 Részgrafok

Definicié: R részgrafja G-nek, ha R el6éallithatd a G-bdl csticsok és élek elhagyasaval.
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7.4 Izomorfia fogalma, felismerése, megadasa

Definicié: Két graf izomorf, ha egyik csticsai és élei kolcsonosen egyértelmii és illeszkedéstarté modon
megfeleltethet6k a mésik pontjainak és éleinek.

Definicié: Legyenek G = (V, E), és G' = (V', E’) homeomorf grafok, ha 3f : V — V' fliggvény, melyre
{u,v} € F esetén {f(u), f(v)} € FE’, mindezt gy, hogy ha két cstcs szomszédos a G-ben, akkor G’-ben
is szomszédos.

7.5 Grafbejarasok

Adott grafban kerestlink szisztematikusan adott tulajdonsagi (pl. cfmkéjil) csicsot. A sziszté- ma sokféle
lehet, a két alap a szélességi és a mélységi keresés.

7.5.1 Szélességi bejaras

Algoritmus: Meglitogatjuk az elsé csicsot, majd ennek a csicsnak az Gsszes szomszédjit. Aztan e
szomszédok Osszes olyan szomszédjat, ahol még nem jartunk, és igy tovabb. Berakjuk az épp meglatogatott
cstcsot, hogy majd a megfelel6 idében a szomszédjaira is sort kerithessiink.

Altaldnos lépés: vessziik a sor elején levd x csucsot, tordljik a sorbdl, meglatogatjuk azokat az y
szomszédait, amelyeket eddig még nem lattunk, majd ezeket az y cstiicsokat a sor végére tessziik.

7.5.2 Mélységi bejaras

Algoritmus: Tetszés szerinti cstcstdl elindulva egy uton addig megyiink "mélyre”, ameddig lehet:
vagy nincsen tovabbi szomszédos cstcs, vagy mar jartunk ott. Ha igy megakadunk, akkor visszalépiink
(backtrack) az el6zd csicshoz, ha onnan tudunk tovdbbmenni, akkor megint elindulunk, és a lehetd
legmélyebbre egyiink, ha nem, akkor visszalépiink.

7.6 Euler kor, ut

Definicié: A G graf Euler-kore egy olyan zart élsorozat, mely G 6sszes élét pontosan egyszer érinti.
Euler-utrél akkor beszéliink, ha az élsorozat nem feltétlentil zart.

Tétel: Egy osszefiiggd G grafban akkor és csak akkor 1étezik Euler-kor, ha minden csicsanak fokszama
paros.

Bizonyitas: Eloszor belatjuk, hogy ha a graf tartalmaz Euler-kort, akkor minden csticsanak fokszama
paros.

Ha a grafot az Euler-kore mentén jarjuk be, akkor minden csiicsba pontosan annyiszor haladunk be, mint
ahanyszor kihaladunk bel6le. Ezért nyilvanvaléan a bemenések és kijovetelek csticsonkénti szama paros,
mely éppen a csucsok fokszamat adja.

Masodszor bizonyitandé, hogy ha minden pont fokszama péaros, akkor valoban tartalmaz FEuler-kort. Ezt
G pontszamara vonatkozé teljes indukcioval bizonyitjuk.

A legkisebb pontszdmi, minden csticsdban pdros fokszdmu graf a hdrom pontd teljes graf (hdromszog).
Ebben van Euler-kor. Tegytiik fel, hogy minden k < |V (G)| esetén igaz az &llités.

Induljunk el G egyik csicsabdl, és haladjunk tgy az élek mentén, hogy egyiken sem megyiink it egynél
tobbszor. Ha elakadunk, vagyis az egyik csicsbdl méar nem vezet ki él, akkor az biztosan a kiinduldsi
csucs a paros fokszama miatt. Ekkor kaptunk egy zart élsorozatot. Legyen F' egy olyan zéart élsorozat
Gben, melyben a lehet6 legtobb él szerepel. A fenti eljarasban azért alltunk meg, mert a kezdépontbdl
nem indult ki Gjabb él, tehat az ebbol a pontbdl kiindulé 6sszes él F-ben van. Ha F' G-nek Euler-kore,
akkor készen vagyunk.

Amennyiben F' nem Euler-kore -nek, akkor vizsgaljuk G-nek azt a részgrafjat, mely pontosan azokat az
éleket tartalmazza, amelyeket F' nem tartalmaz. Ennek a részgrafnak kevesebb csicsa van, mint G-nek,
hiszen nem tartalmazza azt a csicsot, amely a fenti eljardasban a kiindulépont volt. Az indukcios feltevés
miatt ennek a részgrafnak minden komponensében taldlhaté Euler-kor. Ennek a részgrafnak valamely
komponense tartalmaz egy olyan pontot, mely F-ben is szerepel. Ha ugyanis nem lenne kozos pontjuk,
akkor G nem lenne Osszefiiggd. Az el6bb emlitett komponens Euler-korét jarjuk be a kozds pontbdl
elindulva, majd jarjuk be F-et. Ekkor egy F-nél nagyobb élszamu zart élsorozatot kapunk. Ez azonban
ellentmond a feltevésiinknek, tehat Euler-kor.
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Tétel: (Szitkséges és elégséges feltétel Euler-it 1étezésére): Egy Osszefliggd graf akkor és csak akkor
tartalmaz Euler utt, ha a paratlan fokszamu csiicsok szama 0, vagy 2.

Bizonyitas: Az elézd tétel alapjan 0 paratlan fokszamu csics esetén FEuler-kort kapunk, ami egyben
Euler-it is. Ha 2 péaratlan foku él van, akkor ezeket 0sszekotve egy Euler-kort kapunk. Ezt az élt elhagyva
egy olyan élsorozatot kapunk, melynek kezd6 és végpontja a két paratlan fokszamu csics.

Tétel: (Sziikséges és elégséges feltétel irdnyitott grafokra) Egy Osszefiiggd, irdnyitott grafban pontosan
akkor van Euler-kor, ha minden csicsnal a bemend és kimend élek szama megegyezik.

Egy Osszefiiggd, iranyitott grafban pontosan akkor van Fuler-tut, ha van benne Fuler-kor, vagy ha két
cstcs kivételével a bemend és kimené élek szama minden csicsban megegyezik, a kivételeknél pedig az
egyik (kiinduldsi) csicsban a kimené élek szdma eggyel tobb, a mésik (érkezési) cstcsban pedig a bemend
élek szama tobb eggyel.

Bizonyitas: A fenti gondolatmenet alapjan belathato a tétel allitasa.

7.6.1 Hamilton kor, ut

Definicié: Egy P kor egy G = (V, E) grafban Hamilton-kor, ha P a V Osszes elemét pontosan egyszer
tartalmazza. Hamilton-1itrél akkor beszéliink, ha P kor helyett 1t.

Tétel: (Sziitkséges feltétel Hamilton-kor létezésére) Ha egy grafban k pontot elhagyva k-nal t6bb kom-
ponens keletkezik, akkor nem tartalmazhat Hamilton-kort.

Bizonyitds: Indirekt médon. Tegyiik fel, hogy van a grafban Hamilton-kor, legyen ez (vi,, iy, ..oy ¥i,,)
és legyen v;,,vj,, ..., v;,, az a k pont, melyet elhagyva a graf tobb, mint £ komponensre esik szét. Vegyiik
észre azonban, hogy az elhagyott pontok kozotti ”ivek” biztosan Osszefliggd komponenseket alkotnak.
Pl.: a (viy+1, Viy 42, -y Viy—1) 1v is biztosan Osszefliggd lesz, hiszen két szomszédos pontja kozott az eredeti
Hamilton-kor egy éle fut. Mivel éppen k ilyen ivet kapunk, nem lehet tébb komponens k-nal. Kevesebb
lehet, hiszen kiilénbo6z6 ivek kozott futhatnak élek.

Tétel: (Ore tétel) Ha G gréfra teljestil, hogy két nem szomszédos u,v csticsok fokszdmédnak Osszege
nagyobb a G graf cstucsainak szaméanal, akkor G-nek Hamilton-kore van.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt médon, hogy a graf kielégiti a feltételt, de nincsen benne Hamilton-kor.
Ez az ellenpélda grafunk legyen G’. Huzzunk be G’-be tovabbi éleket ugy, hogy az 1j gréf is ellenpélda
legyen (tovdbbra sincs benne Hamiltonkor). fgy kapunk egy G grafot, ami tovdbbra is ellenpélda, hisz
1j élek behutzasa- val "rossz pontpart” nem lehet létrehozni, de ha még egy élet akarhogyan behi- zunk,
akkor mdr tartalmaz a graf Hamilton-kort. Biztosan van két olyan pont, hogy {z,y} ¢ E(G), hiszen egy n
csticsu teljes grafban (n > 3 esetén) van Hamilton-kor. Ekkor viszont a GU{xz, y} gréfban van Hamilton-
kor, tehat G-ben van Hamilton-ut. (n = 2 esetén is van Hamilton-it, n = 1 esetén pedig a grafunk
egy izolalt pont, nincs éle, nincs benne Hamilton-kor). Legyenek P a Hamilton-ut csicsai: v1,va, ..., Uy,
és v1 = x és v9 = y. Ha x szomszédos a P ut valamely v; pontjaval, akkor y nem lehet Osszekotve
v;_1-gyel, mert ez esetben (v1,va, ..., Vi—1, Un, Un—1, ..., i, v1) egy Hamilton-kor lenne. Igy tehdt y nem
lehet Osszekotve legaldbb d(x) darab ponttal, ezért

d(y) <n—1-d(z)
d(y) +d(x) <n—1
>n

ami viszont ellentmondés, hiszen d(y) + d(z) volt feltéve.

Tétel: (Dirac tétele) Ha az n = 2k csticsszdmu grafnak minden csticsa legaldbb k foku, akkor van G-nek
Hamilton kore.

Bizonyitis: A Dirac tétel az Ore tételnél erésebb feltételt fogalmaz meg, mivel ha minden pont
fokszama legalabb |V(G)‘ , akkor teljestil az Ore tétel feltétele.
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7.7 Dijkstra algorimusa minimalis 4t kresésére

Algoritmus: Vilasztunk egy kiindulasi csticsot. Mindegyik csiicshoz rendeljiik hozz4 azt, hogy mekkora
volt az élsilyok Osszege, amik mentén a csiicsba eljutottunk. Kezdetben mindegyik végtelen. Valasszuk
a kiindulasi csicsunkhoz illeszkedd éleket, és az élek masik végén 1évo csicsokhoz rendeljitk hozza az
élsulyok Osszegét, amin eljutunk a csiicsba. Ezt kdvetéen minden 1épésben a legkisebb Gsszegii csticsbol
indulunk ki, és nézziik meg a tobbi csiicsba vezeto élek sulyosszegét. Ha ez kevesebb, mint az adott
csicshoz hozzarendelt érték, akkor erre modositjuk, ha nagyobb, akkor valtozatlanul hagyjuk. Végiil, ha
mar nem taladlunk semelyik csticshoz sem kisebb Gsszeget, végeztiink.

7.8 Iranyitott és iranyitatlan grafok matrixai

Szomszedsagl matnx llleszkedés: matrix (nem iranyitott)

1 2 3 45 a b c d e [f g h
1 (01 0 0 0 1 11 00 0 0 O0 0
2 |00 0 10 2 |1 01 0 1 0 0O
3 |1 11 0 0 3 |01 11 0100
4 10 0 0 0 1 4 (00 0O0OC1TO0T11
5 00110 5 W o0o00O0DT1T1T1
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8 Sikgrafok és szinezésiik
Definicié: Egy graf sikba rajzolhaté graf, ha lerajzolhaté gy a sikba, hogy élei csak a szégpontokban

metszik egymast. Ezt az igy lerajzol grafot sikgrafnak nevezziik.

8.1 Euler poliéder tétele

Tétel: A G Osszefiiggo, egyszeri sikgraf esetén, ahol p a csiicsok, e az élek, és t a G graf dltal 1étrehozott
teriiletek szama, a végtelen teriiletet is szdmitva, akkor p —e + ¢t = 2.

Bizonyitas: Rajzoljuk le 1épésenként az adott grafot:
1. 1 cstcsra igaz az allitdas: 1 — 041 = 2.
2. 2 csicsra és egy élre igaz az allitds: 2 —14+1= 2.
Tegytik fel, hogy (n — 1) esetre igazoltuk a formuldt. A kovetkezd 1épés két féle lehet:

1. Egy 1j cstcs és egy 1j él hozzdadasa.
Ekkor mivel az egyenlethez hozzdadnék és levonnank egyet, ezért a formula teljestl.

2. Két csucs kozott egy 1j élet hiuzunk.
Ekkor az 1j éllel 1étrehozok egy 1j teriiletet is, tehat hasonléan az el6z6hoz, az egyenlethez hozzaadva,
majd levonva egyet, az eredeti értéket kapjuk vissza

8.1.1 Kovetkezményei

Kovetkezmény: Ha G Osszefiiggd, egyszeri sikgraf cstucsainak szama legalabb 3, akkor e < 3p — 6.

Bizonyitas: Mivel G egyszeri graf, ezért minden teriiletet legaldbb 3 él hatarol. A teriileteket hatdrol6
éleket Osszeadva az élek szamanak kétszeresét kapjuk, hiszen minden teriiletet hatarold él két tertilethez
tartozik. Ekkor felirhato, hogy 2e > 3t, hiszen ha mindegyik teriilet haromszog lenne, akkor lenne a
fokszéama 3. fgy t < %e‘ Ebbdl kifejezve az Euler poliéder tételt:

2
e=p+t—2§p+§e—2.
Ebbdl kovetkezik az allitas.

Kovetkezmény: Ha G osszefliggd, sikba rajzolhatod, egyszerii graf, akkor a minimalis fokszama legfel-
jebb 5.

Bizonyitds: Indirekt mddon tegyiik fel, hogy a minimélis fokszam 6. A fokszdmok Osszege az élek
kétszerese (handshake tétel), igy tudhatjuk, hogy 6n < 2e. ugyanakkor az el6z8 kévetkezmény alapjin:
e < 3p — 6, tehat 2e < 6n — 12 < 6n, ami viszont ellentmondas.

Kovetkezmény: Ha G Gsszefiiggd, sikba rajzolhatd, egyszerd graf csicsainak szdma legalabb 3, és nincs
3 hosszu kore, akkor e < 2p — 4.

Bizonyitas: A feltételek miatt most a teriiletek fokszama legalabb 4, igy 2e > 4t, amibdl ¢t < %e. Az
Euler poliéder tételbe visszahelyettesitve kapjuk:

1
e:p+t—2§p+§e—2.

Ebbdl kovetkezik az allités.
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8.2 Kuratowski-grafok

8.3 Kurakowski tétel
Tétel: A G graf sikba rajzolhaté, ha nem tartalmaz Ks-el, illetve K3 3-al izomorf, vagy homeomorf
részgrafot.

Bizonyitas: Az esetek az Euler tétel kovetkezményei miatt megdélnek.

8.4 Fary-Wagner tétel

Tétel: Ha G sikba rajzolhat6 graf, akkor lerajzolhaté a sikba gy is, hogy minden éle egyenes szakasz.

8.5 Sikba rajzolhat6 grafok és gombre rajzolhaté grafok
Tétel: A G graf akkor és csak akkor sikba rajzolhatd, ha gémbre rajzolhaté.

Bizonyitas: Sztereografikus projekcié (bijekcid) révén konstruktivan, az adott gréfot a gémbrél a sikra
vetitve bizonyithato.

8.6 Szinezés fogalma, alkalmazasai
Definicié: A x(G) a G graf kromatikus szdma, vagyis az a szdm, amely megmutatja, legkevesebb hany

szin kell a graf csucsainak olyan kiszinezéséhez, hogy a szomszédos cstucsok mas szintiek legyenek.

Definicié: Egy egyszert graf n-szinezhetd, ha minden csiicsdhoz hozzarendelhetd gy egy szin hogy két
szomszédos csucshoz rendelt szin kiilonbo6zo.

8.7 4-szin tétel

Tétel: Minden térkép kiszinezhetd 4 szinnel gy, hogy a szomszédos teriiletek mas szinfiek lesznek.

8.8 5-szin tétel

Tétel: Minden térkép kiszinezhet6 5 szinnel gy, hogy a szomszédos teriiletek mas szintiek lesznek.

Bizonyitas: Teljes indukciéval. Ha a G grafnak maximum 5 csicsa van. Ekkor nyilvan teljestiil.
Tegyiik fel, hogy n > 5 cstcsu graf szinezhetd 5 szinnel.
(n + 1)-re: Ekkor az élek szdma: e < 3p — 6, azaz lesz olyan csticsa, amelynek fokszdma max 5.

e Ha x foka 4, akkor z-t elhagyva, teljesiil az indukciés feltevés, tehat a kapott graf szinezheté 5
szinnel. Visszarakva az x-t mivel 4 fok, ezért biztosan van olyan szin, amit a szomszédokon még
nem hasznéltunk fol, tehat az eredeti graf szinezheté 5 szinnel.

e Ha z foka 5, akkor a szomszédainak a foka nem lehet 5, mert a K5 nem sikba rajzolhatd, ezért lesz
legalabb egy olyan szin, amit két szomszédjan is hasznalhatunk. Az el6z6 ponthoz analég mdédon
bizonyitjuk, hogy 5 szinnel szinezheto:
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e Legyen z, y az x olyan szomszédjai, melyek nincsenek 6sszekdtve, ezeket vonjuk Gssze egy ponttd,
hagyjuk el x-et. Az ind. feltevés miatt a maradék kiszinezhetd 5 szinnel. Visszavéve és szétszedve
x-y-z csucsokat, ezek kiszinezheték max 3 szinnel, hiszen z-nek Gsszesen 5 szomszédja van, az y és
z-kiviili csicsok 3 szint lefoglalnak, de y és z egyszin{l (nem szomszédok), marad egy szin x-nek.
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9 Fak

9.1 Fa ekvivalens definiciéi

Definicié: Ha egy graf osszefliggd, és nincs benne kor, akkor azt fagrafnak hivjuk.
Tétel: Az n cstcst, n — 1 éll grafok fagrafok.

Bizonyitas: Tegyil fel, hogy a G graf nem fa, azaz tartalmaz kort. Ekkor ha eltoroljitkk a kor egyik
élét, egy Gsszefliggd, n csicsid, n — 2 éli grafot kapndnk, ami ellentmondds. Be kell még latnunk, hogy ha
egy Osszefiiggd graf valamely korének egy tetszéleges élét toroljiik, akkor ismét Osszefiiggd grafot kapunk.
Tegyiik fel ehhez, hogy a torolt él nem hurokél, hiszen hurokél torlése nem sziinteti meg az Osszefliggoséget.
Toroljiikk a G graf K korének (u,v) élét. A G gréfban viszont még mindig eljuthatunk u-bdl v-be, ha a K
kor megmaradt élein keresztiil, tehat a torlés utan is eljuthatunk barmelyik pontbdl barmelyik pontba,
tehdt a G graf 6sszefiiggd.

Tétel: Az n cstcsu fagraf énszama n — 1.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy minden n csucsu, Osszefiiggd grafnak legalabb n — 1 éle van, valamint ha
egy n csucsu, Osszefliggd grafban legalabb n él van, akkor van benne kor. Ezért mivel a fa kérmentes,
Osszefiiggd graf, pontosan n — 1 éle kell, hogy legyen.

9.2 Priifer kéd

A Priifer kéd fak tarolasira alkalmas. A fa csticsdt k = 1,2,...,n szamokkal tetszélegesen cimkézziik.
A Prifer kéd alkalmazisahoz tudjuk, hogy minden legaldbb két csiicsi fadban van legaldbb két cstcs,
amelyek fokszdma 1.

Algoritmus: Kiindulasként meg van adva egy fa (dbraval, matrixszal stb.) Els6 lépésként sorszamozzuk
a csticsokat 1-t6l n-ig. A kiévetkezd 16- pésben megkeressiik a legkisebb sorszémi csicsot a (maradék) fan.
Hagyjuk el ezt a cstcsot a ra illeszked? éllel egytitt, és flizziik a lista végéhez az él masik végén talalhatd
csucs sorszamat. Ezt a 1épést addig ismételve, mig a fabdl csak egy csics marad, kapjuk a Prifer kédot.

9.3 Feszit6fak keresésére vonatkozé algoritmusok: Prim, Kurskal

Definicié: Egy graf minden cstcséat tartalmazé fat a graf feszitofajanak nevezziik.
Tétel: Minden (6sszefiiggd) grafnak van feszitéfdja.

Bizonyitas: Legyen G a graf, melyben feszit6fat keresiink. Ha G fa, akkor készen vagyunk. Ha G nem
fa, vagyis tartalmaz koroket, akkor minden korbél egy élt elhagyva fahoz jutunk

Tétel: (Caeley tétel) Feszitéfak szama n csicsu teljes grafban n=2.

Bizonyitas: Priifer kéd segitségével, n — 2 hosszi kiilonbozé sztringek szama n szamjegy ismételt
felhasznaldsa esetén n™ 2.

Minimalis feszit6fa keresése A probléma lényege, hogy egy élsulyozott Osszefiiggd egyszerl grafban
keressiik a legkisebb élstlyosszegi feszitofat.

Algoritmus: (Prim algoritmus) Valasztunk egy kiinduldsi csicsot. Az ebbdl kiindulé élek koziil a
legkisebb stlyd mentén vélasztjuk a kovetkezd cstucsot. A legkisebb stlyu élhez fiizziik a ré illeszkedd
legkisebb stulytu élet, ha az nem alkot kort az eddig vizsgalt élekkel. Ha mar van n — 1 él, akkor készen
vagyunk.

Algoritmus: (Kruskal algoritmus) Az éleket stlyuk szerint névekvd sorrendbe rendezziik. A legkisebbtél
kezdve vessziik Sket (nem feltétlentil illeszkedéen) gy, hogy ne képezzenek kort. Ha mar van n — 1 él,
akkor készen vagyunk.
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9.4 Fabejarasok: pre-,in-,post-order

Megkiilénboztetiink egy csicsot, ezt gyokérnek nevezziik. A gyokér ése (sziiléje) a szomszédos csticsainak,
és ezek a csicsok az 6s6k (sziilék) utédai (gyerekei). Az az utéd, aki nem sziild, a fa levele. A féban egy
ut nevezhetd ”ag”-nak is.

Definicié: Ha egy faban minden cstcsnak legfeljebb két gyereke van, akkor a fat binaris fanak nevezziik.

Algoritmus: Preorder bejaras: azaz a gyokér elem majd a bal oldali részfa preorder bejarasa, végil a
jobboldali részfa preorder bejarasa.

Algoritmus: Inorder bejaras: azaz eldszor a bal részfa inorder bejarasa, majd a gyckérelem, végiil a
jobboldali részfa inorder bejarédsa.

Algoritmus: Postorder bejaras: azaz el6szor a bal részfa posztorder bejardsa, majd a jobboldali részfa
posztorder bejarasa, végiil a gyokérelem feldolgozasa.
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10 Haloézati folyamok

10.1 HaAlézat

Definicié: Adott G = (N, E) irdnyitott graf, és ennek kettd killombo6z6 pontja s és ¢, melyeket forrdsnak
és nyel6nek neveziink (a forrdsbdl csak kifelé, a nyelébe csak befelé jonnek élek). Adott tovabbé az éleken
értelmezett ¢ : £ — RT, nemnegativ értékii kapacitasfiiggvény.

Ekkor a G = (N, E) gréfot a c fliggvénnyel egyiitt (G, ¢) halézatnak nevezzik.

10.2 Folyam

Definicié: Az f: E — R fliggvényt folyamnak nevezziik, ha teljesiilnek ra:
f(n1,n2) = —f(n2,n1), V(n1,n2) € E,n1,nz € N.

f(ni,mn2) <c(ni,ng), V(ni,ng) € E.

10.3 Vagas

Definicié: Legyen H = (G, ¢) halézat, s forrds és t nyeld és legyen adott N1, Ny az N partici6ja. Legyen
tovabba s € N1, t € Ny. Ekkor az N1, No halmazt st vadgasanak hivjuk. Az Ni, Ny kapacitdsan a

C(Nl,NQ) Z c(ni,nj)

n; EN1,n; EN3

szamot értjik.

10.4 Javitd it

Definicié: Adott H = (G, c¢) halé s forrdssal, és t nyelével. Jelolje r : E — R a maradék.kapacitds
fiiggvény, amely Vni,ne € N esetén r(ni,n2) = c¢(ni,ne) — f(n1,n2). Az f folyamhoz tartozé javité
graf a Gy = (N, Ey), az élein értelmezett maradék-kapacitas fiiggvénnyel, ahol Ey = {(n1,n2)|ni,ne €
N,r(ny,ng) > 0}.

A Gy beli irdnyitott s,t utakat javité utaknak nevezziik.

10.5 Ford-Fulkerson tétel

Tétel: Ha s € Ny ést € N\ Ny, akkor a folyam akkor és csak akkor maxim&élis, ha nincsen javitout.

Bizonyitas: Ha a folyam maximélis, nem létezhet javitéut, mert akkor azt hasznélva a folyam értéke
novelhetd lenne.

Ha nincsen javité ut, akkor a folyam maximalis. Ennek belatasdhoz tekintsiik azokat a cstucsokat, ahova
még nem vezet javito tt, legyen ezek halmaza Ny és s is keriiljon ebbe a halmazba. Tekintsiik az (Ng, N\
Np) végést. Tekintsiik azokat az i — j eléremutaté éleket, melyek Np-bdl N\ Ng-ba mutatnak. Ezeknek
a folyamértéke egyenl6é a kapacitasukkal, kiillomben j is Np-hoz tartozna. Ehhez hasonlé hatramutato
j — i éleken a folyam O.

Tétel: (Ford-Fulkerson tétel) Legyen H = (G, c¢) halézat. Ekkor a maximélis folyamérték egyenld a
minimalis vagassal.

Bizonyitas: Az el6z0 tételnél lattuk, hogy a maximalis folyam egyenlo egy alkalmas vagas kapacitasaval.
Masrészt azt is bizonyitottuk, hogy barmely folyam nem lehet nagyobb barmely vagéds kapacitasanal.
Ezért az el6z6 tétel bizonyitdsdban szereplé (No, N \ Np) vdgds minimalis vagas kell legyen.
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