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1 TETEL

1. Tétel

1.1 Hatvanysorok

Hatvanysoron olyan fliggvénysort értiink, amelynek tagfiiggvényei
fo(x) =cpn(z —xo)", n=0,1,2,..

és xg rogzitett valds szam. A hatvanysor, tehat igy teljes alaki:
oo
flx) = ch(x —x9)", cn €R.
n=0

1.2 Konvergencia tartomany

Adott egy

oo
Z en(z —x0)"
n=0

hatvénysor. Ennek a konvergenciahalmazét (konvergencia tartoményat) a kovetkez6 képpen definidljuk:

H:{xGR:chx"<oo}.

n=0
1.2.1 A konvergencia tartomany alaptulajdonsagai
1.0eH
2. Ha ¢ € H, akkor Vz, melyre |z| < ||, € H.
3. Ha n ¢ H, akkor Vz, melyre |z| > ||, = ¢ H.
Ha van £ # 0, melyre £ € H és van n ¢ H, akkor
p = sup{|z| : x € H},

jol definidlt pozitiv szdm. Ezt a p szdmot a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik.

Kovetkezmény A konvergencia halmaz intervallum. A kovetkez6 3 eset lehetséges:
1. H = {0}.
2. H=R

3. H=[(-p,p)]

1.2.2 A konvergencia sugdr meghatarozasa

Tegyiik fel, hogy létezik az aldbbi hatdrérték (+oo megengedett):
v = lim Vleal-
Ekkor:
1. Ha v =0, akkor p = 00, azaz a hatvanysor mindenhol konvergens.
2. Ha v = o0, akkor p = 0, azaz a hatvanysor csak 0-ban konvergens.

3. Ha 0 < 7y < o0, akkor p = % a hatvanysor konvergenciasugara.

Hasonl6 Gsszefiiggés mondhaté el az alabbi hatarértékkel:

v = lim 7|Cn+1|.
n— 00 |cn|

2018.09.11. 5. oldal
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1.3 Tulajdonsagai: derivalhatésag, integralhatdsag
1. Ha 0 < r < p, akkor a hatvanysor egyenletesen konvergens [—r, r|-ben.

2. A hatvanysor Osszegfliggvénye:
o0
fz) = Z cpz™.
n=0

folytonos a konvergencia tartomanyban.

3. A tagonkénti derivalassal kapott
f(x) Z nepz
n=0

fliggvénysor konvergencia sugara megegyezik az eredeti hatvanysor konvergencia sugaraval.

4. A hatvanysor a konvergencia halmazanak minden bels6 pontjaban tagonként derivalhaté, akarhanyszor,
és k-dik derivaltja:

oo

FR)(z) = Z n(n—1)...(n — k + 1)cz" ",

n=0

5. Ha [a, 8] C (—p, p), akkor f € R|a, f], és

1.4 Taylor sor
Az f fiiggvény xg pont koriili Taylor sora az alabbi fliggvény:
. f(k) 1‘0) n
T(zg,x) := Z T('(x —x0)".

n=0

1.4.1 Nevezetes fiiggvények Taylor sora
Ler=3> 2, z€eR.

Bizonyitds f(z) = e”. Legyen 2o = 0. Ekkor - mivel (e”)’ = e” - a taylor sor:

oo To

T(xg,x) = Z en—'(x —xo)" = Z %z”

n=0 ’ n=1

1.5 Figgvénysorozatok

Adottak az f1, fa,..., fn : [a,b] — R fiiggvények kozos értelmezési tartomédnnyal. Ezek so fliggvérozatat
fiiggvénysorozatnak nevezziik és (f,(x))-el jeloljik.

1.5.1 Fiiggvénysorozatok hatarértéke

Azt mondjuk, hogy az (f,,) fliggvénysorozat hatarértéke az f fiiggvény, ha

lim f,(x)= f(z), Yz € [a,b].

n—oo
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1.6 Pontonkénti és egyenletes konvergencia
1.6.1 Pontonkénti konvergencia

A fenti definiciéban azt koveteljiik meg, hogy minden pontban konvergaljon az (f,(x)) szdmsorozat, ezért
ezt a konvergenciat pontonkénti konvergencianak hivjuk.

Azt mondhatjuk, hogy az (f,(z)) fliggvénysorozat pontonként konvergens, ha minden € > 0-ra és
minden z € [a, b]-hez 1étezik N(e,x) kiiszobindex, hogy minden n,m > N-re:

|fn(x) - fm(«r)| < E.

1.6.2 Egyenletes konvergencia

Azt mondjuk, hogy f,.(z) : [a,b] — R fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal az f(z) : [a,b] — R-hez,
ha minden € > 0-hoz 3N (e), hogy minden n, m > N-re:

|fn(m) - fm(x” <€

1.7 Elégséges feltétel egyenletes konvergencidhoz

Adott € > 0-hoz van N(e) kiiszébindex, melyre |a,| < € minden n > N mellett, hiszen nullsorozat.
Ekkor a Tétel feltétele alapjan minden x-re |f,(z) — f(z)] < a,, < e ha n > N. Ez épp az egyenletes
konvergencia feltétele.

2018.09.11. 7. oldal Erdélyi Aron
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2. Tétel

2.1 Figgvénysor

Legyenek adottak az f, : D — R fliggvények, kozos értelmezési tartomannyal. Azt mondjuk, hogy a
(> fn) fliggvénysor sszege f: D — R, ha

an :f
n=0

2.2 Pontonkénti és egyenletes konvergencia

2.2.1 Pontonkénti konvergencia

Atfogalmazhatjuk a fenti definiciét a kovetkez6 képpen: ha Vx € D esetén, Ve > 0-hoz IN (¢, ) melyre
Vn > N-re teljesiil, hogy

n

1> flw) = f@)] <e,

k=1

akkor a fiiggvénysor pontonként konvergens, és az Osszegfiiggvény f.

2.2.2 Egyenletes konvergencia

A fiiggvénysor konvergencidja egyenletes, ha a részletosszegek sorozatabdl allé fiiggvénysorozat egyen-
letesen konvergens, azaz

Fo=Y_ fr(z)
k=1

jeloléssel F,, — f egyenletesen.

2.3 Cauchy kritérium

Egy fiiggvénysor pontosan akkor konvergens, ha Vo € D esetén, Ve > 0-hoz AN (¢, x), melyre Vn > m > N
esetén

Y f@)l<e
k=m

2.4 Elégséges feltétel egyenletes konvergenciahoz

Adottak az f, : D — R fliggvények, kozos értelmezési tartomannyal. Tegyiik fel, hogy a

fiiggvénysorra teljesiil, hogy tagjai korlatosak, éspedig f,, korlatja |f.(z)| < an, = € D.Tegyiik fel

tovabba, hogy
o0
Z an < 00,
n=1

azaz a fels6 korldtokbdl &ll6 numerikus sor konvergens. Ekkor Y f,, egyenletesen konvergens.

Bizonyitids A szdmtani sor konvergencidja miatt Ve > 0-hoz IN(e) € N, melyre Vn > m > N esetén

n
Zak<e.

k=m

Ekkor . . .
> A@) <Y @) <D ar<e, VzeD.
k=m k=m k=m

A kiiszobindex x-t6l fiiggetlen.

2018.09.11. 8. oldal Erdélyi Aron



Matematikai Analizis II 2 TETEL

Példa Legyen f,(z) = 2", |z| < ¢ < 1. Tekintsiik a > -z fiiggvénysort. Mivel |z"| < ¢™ minden
z € (—q,q)ra, és > >~ < 00, ezért Y - x" egyelnetesen konvergens (-q,q)-ban. Az Gsszegfiiggvény

2.5 C)sszfﬁggvény folytonossaga
Tegyiik fel, hogy > -, fn(z) = f(z) egyenletesen konvergens D-ben. Tegyiik fel, hogy az f, : D — R
fiiggvények folytonosak. Ekkor f: D — R is folytonos.

Bizonyitas Bontsuk fel a végtelen Gsszeget két részre.
f(@) = Fy(z) + Ra(2),
ahol .
Fn(x) - Z fn(x)v
k=1

az n-edik részletosszeg, R, (x) pedig a maradék. Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor az egyenletes konver-
gencia miatt IN (), melyre ¥n > N esetén

[f(@) =) | = [Ru(2)| < 2, Yz € D.

k=1

n
Ezért

|Ru(2) — Ru(z0)| < % Va, a0 € D.

Mivel F;, véges sok folytonos fiiggvény Osszege, ezért folytonos maga is. Tehat a fenti € > 0-hoz 3§ > 0,
hogy ha |z — x| < J, akkor
€
|Fn(x) — Fu(zo)| < 3

Ekkor ha |z — z¢| < 0, akkor
|f(@) = f(zo)| < |Fu(x) — Fu(xo)| + [Ra(2) — Ra(z0)| <6,

tehat f folytonos xg-ban.

2.6 Osszfiiggvény deriviltja, integralja
2.6.1 C)sszegfiiggvény derivaltja
Tegyiik fel, hogy

> ful@) = f(2)

egyenletesen konvergens D-ben. Tegyiik fel, hogy az f, : D — R fiiggvények differencidlhatéak és a
derivaltjukbdl all6 fiiggvénysor is egyenletesen konvergens,

Y (@) = gl@)
n=1
és g(x) folytonos. Ekkor g(x)=f"(x).

2.6.2 Osszegfiiggvény integralja

Tegyiik fel, hogy
D fal) = f(@)
n=0

egyenletesen konvergens D-ben. Legyen [o,8] C D, és tegyiik fel, hogy f, € Rla,[]. Ekkor az
Osszegfiiggvény integralhaté o, B]-n és

B s B
/a f(x)dx_;l/a fo(2)de.
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3. Tétel

3.1 Trigonometrikus polinom

Az f: R — R fiiggvény n-ed foki trigonometrikus polinom, ha eléall

NE

flx) = % + » (arcos(kx) + bysin(kz)), =R

>
Il
—

alakban, valamely ay, by, valés egytitthatokkal.

3.2 Trigonometrikus sor

Az f: R — R fliggvényt trigonometrikus sornak nevezziik, ha el6all

NE

flx) = % + Y (axcos(kx) + bgsin(kz)), z€R

x>
Il

1

alakban, valamely ay, by valés egyiitthatokkal. A trigonometrikus sorok maés elnevezése Fourier sorok.

3.3 Trigonometrikus fiiggvényrendszer, ortogonalitasa

Definidljuk az alabbi fiiggvényeket:
(pO = 1a

Oy = sin(z) Po = cos(x)
Dop_1 = sin(kx) Do = cos(kx)

Ezeknek a fliggvényeknek a [—m, 7]-re valé leszlikitését tekintjuk, de barmilyen 27 hosszi intervallum j6
lenne.

Tekintsiik azon fiiggvények halmazéit, melyek a [—m, 7] intervallumon vannak értelmezve, illetve
folytonosak. Legyen tehat:

C([—m,x]) :=={f : [-7, 7] = R|folytonos},

Ekkor C([—m,7]) egy linedris (més széval vektor) tér lesz, az Gsszeaddsra és a skaldrszorzatra nézve.
A téren maguk a fiiggvények a vektorok, és értelmezhetjiik a skaldrszorzatot a kovetkezd képpen:

(f.9)= [ [fl(2)g(x)dw.
Ennek megfeleléen a vektor norméja:
= ([ ).
Koénnyen lathatd, hogy a skalarszorzat és a norma rendelkezik a megfelel6 tulajdonsagokkal.

Lemma Tetszb6leges n # m mellett
/ D, ()P, (z)dx = 0.

Ez a tulajdonsig azt jelenti, hogy a (®,) fliggvényrendszer a fennt definidlt skaldrszorzatra nézve
ortogonalis.
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3.4 Fourier sor
Az f:[—m, 7] = R fiiggvény Fourier sordt igy értelmezziik:

ag

f~ 5 + Z(akcos(kxp) + bsin(kx)),

k=1

ahol ay és by Fourier egytitthatok.

3.4.1 Fourier egyiitthaték

Az f:[—7m,m] — R fiiggvény Fourier egyiitthatdit igy definidljuk:

ay == 1 f(z)cos(kx)dx, k=0,1,2,..
™ —T
1 [ .
b == — f(x)sin(kz)de, k=1,2, ..
™ —T

3.5 Derivalt fliiggvény fourier sora

Legyen f : R — R valds 27 szerint periodikus fiiggvény és tegyiik fel, hogy a [—m, 7] intervallumon véges
sok pont kivételével folytonos. FEzen kiviil tegytik fel, hogy a szakadasi pontok elsofaji szakadasok, és
hogy véges sok pont kivételével f differencidlhato.

Ekkor az f’ fiiggvény Fourier sora tagonkénti derivalassal kiszamithatoé:

o0

F~ Z(*akksm(kx) + brkcos(kx)).
k=1

Bizonyitas Az f’ Fourier egyiitthatoit jeldlje ay, Bx. Ekkor f’ Fourier sora:

f ~ %0 + Z(akcos(lm) + Brsin(kz)),
k=1

ahol a definiciét felhasznélva, majd parcidlisan integrélva:
1/, 1 ™ E [T .
ap = — fl(x)cos(z)de = — [f(x)cos(kx)} + = f(z)sin(kz)dz = 0 + kby.
T ™ R

A fenti egyenlet jobb oldaldnak els6 tagja a 27 szerinti periodikussag miatt tiinik el.

3.6 Fourier sor konvergenciaja

Legyen f : R — R 27 szerint periodikus fiiggvény. Feltessziik, hogy f szakaszonként folytonosan dif-
ferencidlhaté a [—m, 7] intervallumon, legfeljebb véges sok szakadési hellyel, amelyek elséfajiak. Ha xg
szakaddsi pont, akkor itt a fiiggvényérték legyen

f(z0+0)+f(x070)'

f(zo) = B)
Ekkor -
aon .
f(x) = > + ;(akcos(ka?) + bisin(kx))
3.7 DBessel egyenlotlenség
Tegyiik fel, hogy
ap > .
flz) = > + kz::l(akcos(kac) + bysin(kx)).
Ekkor
2 n s
@y 2 2 1 2
— bi) < = d _re.
7T+;(ak+ k)_ﬂ‘ 77Tf(x) r, Yn€eN-—re
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Bizonyitas Induljunk ki az alabbi egyenletbdl:

0< %/ﬂ (f(l’) - — - i (axcos(kzx) + bksm(k:x))) =
k=1

—T

_1 L R S| .
=2/ x)dr + — / 1dx—|—z / cos*(kx) + b, /_7r sin (ka:)dx) 2 5 - f( )dx
1 [" .
Z <ak— (x)cos(kx)dx + by, — f(at)sm(k:x)da;) =
T
k= —T
1 " 2 a‘% 1 . 2 2 ag " 2 2
= ; - f (x)dx + 2;27{' + ;(ak + bk‘) - 25(10 — 2222((1147 —+ bk‘) =
= 1 f2 z": (a2 +b3).
T P k

3.8 Parseval egyenl6tlenség fourier sorokra

A Fourier egyiitthatokra teljesiil az aldbbi egyenl6ség:

a? > 1
T = 2 [ e
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4. Tétel

4.1 Kétvaltozos fiiggvények értelmezése, abrazolasa

Adott S € R2. Ekkor f: S — R kétvaltozés fiiggvény, ahol S pontjaihoz (z,y) — u. Itt x, y fiiggetlen
valtozok, és u fiiggd valtozd.
Két valtozds fliggvényeket 3 dimenziés koordindta rendszerben konnyen dbrazolhatunk. Legyen az
x,y sfk az értelmezési tartomdny, és az (x,y,0) ponthoz rendeljiik hozzd az (x,y,f(x,y)) pontot.
Abrézolhatjuk 2 dimenziéban a szintvonalakat, akkor f(x,y)=k gdrbét abrazoljuk.

4.2 Folytonossag

Legyen (xg,yo) az f fiiggvény értelmezési tartomdnydnak egy pontja. Az f fliggvény folytonos (xg,yo)-
banm ha f(zg, yo) valamely U kérnyezetéhez létezik (zo, yo)-nak olyan V kérnyezete, hogy minden (z,y) €
V, (z,y) € D esetén f(z,y) € U.

4.3 Sorozatfolytonossag

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény sorozatfolytonos az értelmezési tartomany P, pontjaban, ha minden
(P,) C Dy sorozatra, melyre
lim P, = Py,

n—oo
teljestl, hogy
lim f(P,) = f(Fo).

n—oo

4.4 Fuggvény hatarértéke
Adott f: S — R? és legyen (g, yo) egy torlédési pont Ds-ben. Azt mondjuk, hogy

lim  f(z,y) = L,

(z,y)—=(20,y0)

ha Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy 0 < ||(z,y) — (z0,y0)|| < 0 esetén |f(z,y) — L| < e.

4.5 Bolzano tétel két dimenziéban
Adott f : S — R? folytonos fiiggvény, ahol S Osszefiiggd. Legyen (x1,v1), (z2,y2) € S, és legyen
f(z1,11) = a és f(xa,y2) = b. Ekkor Ve € (a,b) szdmhoz Jxg,yo € S, amire f(zo,yo) = c.

Bizonyitds Mivel S Osszefiiggd és f folytonos, ezért felirhaté (z1,y1) és (22, y2)-t Osszekotd folytonos
gorbét. Azaz 3y : [a, f] — R?, () = (z(t),y(t)) fiiggvény, melyre y(a) = (z1,y1) és v(B) = (x2,92).

Ekkor az F(t) = f(z(t),y(t)) fliggvényre az egy dimenzids Bolzano tétel miatt 3¢ € («, ), amire F(&) = c.
Ekkor valéban (§) = (0, %0), f(20,%0) = ¢.

4.6 Weierstras tételek

4.6.1 Weierstras I

Legyen f : S — R folytonos, S C R korlatos és zart. Ekkor az Ry korldtos.

4.6.2 ‘Weierstras II

Korlétos és zart tartomanyon folytonos fiiggvény felveszi a minimumét és maximumat.

4.7 Egyenletes folytonossag

Legyen f : S — R adott fiiggvény, S C R? tartomény. Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos, ha
Ve > 0-hoz 3d(e) > 0, hogy ||P — Py|| < 0 esetén |f(P) — f(Py)] < e.
A §(e) szamot az e-hoz tartozé folytonossdgi modulusnak nevezziik.
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5. Tétel

5.1 Parcialis derivaltak

Legyen f: S — R kétvaltozos valds fliggvény. Legyen (x9,yo) az S halmaz bels6é pontja. Ha létezik a

lim f(xa ZJO) — f(J:OyyO)

T—x0 T — Zo

hatarérték, akkor ezt a mennyiséget a fliggvény x szerinti parcidlis derivaltjanak nevezzik az (zo,yo)

pontban. Jelolése: f.(xo,yo), %f(xmyo).
Hasonldoképpen, ha létezik az

xo,y) — f(x
lim f(@o,y) — f(@o, o)
Y—Yo Y —Yo
hatarérték, akkor ezt a mennyiséget a fliggvény y szerinti parcidlis derivaltjanak nevezzik az (zo,yo)
pontban. Jel6lése: f; (o, o), a%f(xo,yo).

5.1.1 Geometrisi jelentése

Rogzitett yo mellett definidljuk az fi(x) = f(x,yo) figgvényt. Ekkor fi = fl(x,yo0), tehdt a definidlt
metszetfliggvény meredekségét kapjuk meg. Ez azt jelenti, hogy a parcidlis derivaltak a feliiletet érinté
sik x és y irdnyd meredekségét adjik meg.

5.2 Parcialis derivaltak és folytonossag

Legyen f : S = R kétvéltozds valds fiiggvény, (zo,yo) € int(S). Tegyiik fel, hogy az f, és f, parcialis de-
rivéltak léteznek (x¢, yo) valamely U C R? kornyezetében. Tegyiik fel tovabbd, hogy a parcidlis derivaltak
itt korlatosak, azaz

\fe(z )l < M, [fy(z,y)] <M,
tetszéleges (z,y) € U-ra. Ekkor az f fiiggvény folytonos az (zg, yo) pontban.

Bizonyitds Legyen (x,y)=(zo+h, yo+!). Nézziik meg a fiiggvény véltozdsét. A hdromszog-egyenlStlenséget
alkalmazva kapjuk, hogy

|f(zo + h,yo +1) — f(wo,y0)| < |f(xo + h,yo +1) — f(wo + hyyo)| + | f(zo + hyyo) — f(@0,y0)| <

A Lagrange féle kozépérték tétel miatt

f(@o+y,90 +1) = f(xo + hyyo) = falyo +1) — f2(vo) = f2(&)l = fy(zo + D, &)L,

ahol fy; a méasodik metszetfliiggvénye f-nek.
A masodik tag hasonléan irhaté:

f(xo+ hyyo) — f(mo,90) = fi(xo + h) — fi(xo) = f1(&)h = fr(€x,v0)h,

ahol f1 az elsé metszetfiiggvénye f-nek. Itt &, € (zo,20 + h),& € (Yo,%0 + 1). Igy az egyenlétlenséget
folytatva:

< | fa(€aryo)l - 1Rl + £, (w0, &) - 1] < M(Jh] + 1),
ahol M a korlat. Tehat
|f(zo + hyyo +1) — f(wo,y0)| < M(|R] + [1]).

Ezért limp, ;0 |f(zo + h,yo +1) — f(xo,y0)| = 0, tehat a fiiggvény folytonos (zg, yo) pontban.

5.3 Magasabb rendi parcialis derivaltak
5.3.1 Masod rendu parcidlis derivaltak

Tekintsiik az f : S — R kétviltozés valds fliggvényt, és legyen (zo,yo) € int(S). Azt monjuk, hogy f
kétszer differencialhaté ebben a pontban, ha a fliggvény differencialhaté a pont egy kornyezetében, és az
fo(x,y) és az f, (x,y) parcidlis derivélt fliggvények is differencidlhatéak az (o, yo) pontban.
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5.3.2 n-ed rendii parcialis derivaltak

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény n-szer differencidlhaté az (x,y) belsé pontjadban. Az n-ed rendii derivéltak
ekkor
o"f o f
axkaym 8ykaxm,

, alakuak, ahol n=k+m.

5.4 Derivalasok sorrendje

Tegyiik fel, hogy f kétszer differencidlhaté, az értelmezési tartomdny belsejében 1évé (x,y) pontban. Ekkor
itt
Foy(@,y) = fia(2,9).

5.5 Teljes differencidlhatésag

Adott f: S = R, éslegyen (z9,y0) € int(Dy). zt mondjuk, hogy az f differencidlhaté az (o, yo) pontban,
ha 3A, B,C € R, hogy

fx+ Az,y+ Ay) = AAz + BAy + C + o(/ Az? + Ay?)

teljesiil, megfelelen kicsi Ax, Ay és az ezektdl fliggetlen A B,C mellett.

5.6 Gradiens

Ha az f kétvéltozds fliggvény differencidlhaté az (xg, yo) pontban, akkor ennek derivéltja egy kétdimenzids
vektor lesz, a gradiens

V f(zo,90) = (fz(20,90), fy (0, Y0))-

Ha egy fiiggvény egy S tartomény minden pontjaban differencidlhaté, akkor a derivalt fiiggvény
Vf:S—R?

alaku lesz.

5.7 Folytonossag és differencialhatésag

Ha f differencidlhaté az (xo,yo) pontban, akkor itt folytonos is.

Bizonyitds Ha f differencidlhaté (xo,yo) pontban, akkor
f(zo + Az, yo + Ay) = fr.(x0,y0)Azo + fy(20,Y0)Ayo + f (20, y0) + o(||(Az, Ay)|])
ellbél azonnal kapjuk, hogy

im i — .
AI;IEOA;rgof(wo+A:v7yo+Ay) f(zo,0)
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6. Tétel

6.1 Hesse matrix

Ha az f fiiggvény kétszer differencialhaté, akkor értelmezhetéek az £y, (w0, yo), fryy (o, Y0), f1 (20, Y0), [y (%0, yo)

masodrendli parcialis derivaltak. Ebbdl &l a

1"

ve(20:90)  fay (05 Y0)
H(x =\ 7 (o
( ()7y0) ;/17(‘1;07:(}0) f:{//y(x07y0)

matrix,mely a fiiggvény masodik derivéltja. A fenti méatrixot az adott ponthoz tartozé Hesse métrixnak
nevezziik.

6.2 Erintdsik

Ha az f fuggvény differencidlhaté az (xo,yo) pontban, akkor a ponthoz tartozé érintésik egyenlete:
St fr(o, yo)(x — x0) + fy (20, y0)(y — vo) — (2 — f(0,%0))-
Bizonyitas Vizsgaljuk meg az f fiiggvény derivalasabdl kovetkezo egyenletet:
fla+ Az,y + Ay) = f(zo,90) + fa(zo,yo) Az + f, (z0,y0) Ay + o(/ Az? + Ay?)
egyenletet. A pont fliggvényértékét kozelithetjiik:
fla,y) = f(x0,90) + fr (o, yo) Az + f (0, y0) Ay,

ahol Az = x — xg és Ay = y — yo. EbbOI nyilvan kovetkezik a bizonyitandd.

6.3 Normalvektor
Normalvektora:

n= (f:/v(x[h yO)a f;((EO, y0)7 _1)
6.4 Iranymenti derivalt, kiszamitasa

Legyeb a0 € [0,27). Az « irdnyt irdnymenti derivaltat igy értelmezziik:

9 . T + pcosa, y + psina) — f(x,
Daf(x,y)Z%f(x,y)Zél_%f( peosey o )= Say)

ha ez az érték létezik.

6.4.1 Tétel

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény differencidlhaté (x,y)-ban. Ekkor itt létezik az irdnymenti derivalt
tetszbleges o € [0, 27) esetén, és

Do f(z,y) = fy(z,y)cosa + f,(z,y)sina.
Bizonyitas A differencidlhatésag miatt
f(@ + gcosa, y + gsina) = f(x,y) + fr(z,y)ocosa + f,(x,y)osina + o(|ol),

ha |g| megfelelen kicsi. Ebbél az kovetkezik, hogy

o(lel)

f(z + gcosa, y + gsina) — f(z,y) _ filz, y)cosa + fi(m,y)sina + o

0

melynek hatarértékeként az allitast kapjuk.
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6.5 Kiterjesztés n-valtozos fiiggvényekre

S C R™ n valtozos fliggvény parcidlis derivéltja

f/ — lim f(xla T2y eeey mi*lvga Ljt-1yeeey (En) - f(xla ey Ly eeny (En)

ha a hatarérték 1étezik, és véges.

6.6 Lancszabaly, specialis esetek

1. Kétvaltozds belso fliggvény, egyvaltozds kiils6 fiiggvény.
Legyen f : R = R, és ¢ : R? = R, és F(z,y) = f(é(x,y)). Tegyiik fel, hogy ¢ differencidlhaté
(x,y)-ban, és f differencidlhaté ¢(z,y)-ban. Ekkor F is differencidlhaté, és

VE(x,y) = (' (¢(z,9)0(z,y), f'(z,9)d,(z,9)) = f'(d(2,))Vo(z,y).

2. Legyen két egyvaltozés belso, és egy kétvaltozds kiilsé fliggvény.
Legyen f : R?2 = R, és ¢,7 : R = R. Ekkor F: R — R, és

Tegyiik fel, hogy ¢, differencidlhatéak t-ben, és f differencidlhatd (¢(t), ¥ (¢))-ben. Ekkor
F'(t) = f2(0(1), (1) ¢ (t) + f,(6(t), ¥ ()Y (t)

3. Legyen két kétvaltozos belso fliggvény, és egy kétvaltozés kiilsé fiiggvény.
Legyenek f,$,v : R2 = R. Ekkor F : RZ = R, és

F(xay) = f(¢($»y)7¢($ay))

Tegyiik fel, hogy ¢,v az (x,y) tartomédnyon, f a (u,v) = (é(z,y),¢(z,y)) tartomdnyon differ-
encialhatéak. Ekkor

Fy = fu(é(@, ), ¥(x,9)0 (2, y) + £ (8, y), ¥ (@, 9)vs (2, y)
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7. Tétel

7.1 Lagrange féle kozépérték tétel kétvaltozos fliiggvényre

Legyen f : S — R olyan kétvaltozds fliggvény, mely differencidlhatd az (xg,yo) € int(S) egy ¢ sugaru
kornyezetében, melyet U jeloljon. Legyen (xg,y1) € U. Ekkor létezik 6 € (0,1), melyre:

f(xlayl) - f(ﬂfo,yo) = f;(‘rea ye)ACU + f;(x97y9)Ay = Vf(x97y0)(Am7 Ay)T7
ahol
Ar =1 —x0, Ay=y1—vo, (T9,90) = (w0 +0Az,y0 + OAY).
Bizonyitas Legyen
F(t) = f(xo + Axt,yo + Ayt)

ahol F': [0, 1] — R differencidlhat6. Ekkor F(0)=f(zo, o), és F'(1) = f(z,y). A Lagrange féle kozépérték
tétel miatt 36 € (0,1), melyre

Tovabba a lancszabaly miatt

F'(t) = Vf(xo + tAx,yo + tAy) [iﬂ .

Azt kapjuk tehat, hogy 6-ra
/ A
F(0) = F(1) = F(0) = f(z.9) = Js0.) = Voo + 080+ 030) [ 3]
7.2 Kiterjesztés n-valtozos fiiggvénykekre

Legyen f : S — R olyan n valtozés fiiggvény, mely differencidlhaté valamely x € S egy U kornyezetében.
Legyen h € R® olyan megvéltozds, melyre (z + h) € U. Ekkor 1étezik 6 € (0, 1):

n

fl@+h) = f(z) =V @+0h)h =" fr(&)hi,

=0

ahol &, =x+0hés0<0<1.

7.3 Masodrendii Taylor-formula kétvaltozoés fliiggvényekre

Tegytlik fel, hogy f : D — D kétszer differencidlhatd, és (zg,yo) € int(D). Ekkor

_ of 8f 32f f Pf a2
Ahol Lo a Lagrange féle maradéktag.
Bizonyitids Legyen F : [0,1] — R fiiggvény, és
F(t) = f(zo + tAz, yo + tAy).
Ekkor af of
/ —_
F'(t) = (% x+ 8yA
0% f 0% f 0?
" _ s =z J 2
F(t)_axQ(A) aaAA+62(Ay).
Felirva F-re a masodrendii taylor formulat
of of *f 2, o Pf 0 2
()~ F(0) = go A+ 58y 4 5 (a 2(A0) + 25 Ardy + 5 (Ay)°) + Lo,

azonban F(1) — F(0) = f(x,y) — f(z0,yo). Ezzel kapjuk a bizonyitanddt.
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7.4 Polarkoordinatak

Adott P(z,y) pont a sikon. Ennek a pontnak a poldrkoordinatai (r, 8), ahol r az otigdtdl vett tavolsiga,
0 pedig az x-tengellyel bezart szog. Ekkor

r=+x24+y2 0= arctcm(%),

illetve
x =rcos(0), y=rsin(b).
7.4.1 Jacobi matrixa

Az dttérés sordn (x,y) koordindtékrdl tériink &t az (r, ) koordindtdkra, ahol r az origdtél mért tévolsdg,
0 az x-tengellyel bezart szog. Ekkor

x =rcos(0), y=rsin(h).
igy a Jacobi métrixa

3(r, 0) = [cos@ —rsinﬁ}

J sinf  rcosf

Ebbdl a Jacobi determinansa: D(r,6) = rcos® + rsin?0 = r.

2018.09.11. 19. oldal Erdélyi Aron



Matematikai Analizis II 8 TETEL

8. Tétel

8.1 Implicit fiiggvény tétel

Tegyiik fel, hogy az F kétvéltozds diiggvény differencidlhatd az (z, yo) pont egy kornyezetében, és ebben
a pontban
F(:L‘m y()) =0.

Ezen kiviil feltessziik, hogy F}(zo,y0) # 0, tehdt az érintésik ferde. Ekkor 1étezik egy kétdimenzids
intervallum,
I'=1 x Iy = (x0o — a,z0 + a) X (yo — B, yo + B),

hogy minden z; € I esetén az F(x,y)=0 egyenletnek pontosan egy y=f(x) megolddsa van, és y € Is.
Tehat 1étezik egy
f L = I

valés fliggvény, mely a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:
e f(zo) = yo.
o f(z) € Ir,Vx € I.
o F(x, f(x)) =0,Vx € I.
o Fi(z, f(z)) #0,Vx € I).

Tovabba f differencidlhato I1-ben és derivaltja

Fy(z, f(z))

F@ =5 @)

Bizonyitias Derivaljuk az F(x,f(x))=0 egyenletet x szerint:

Fi(z, f(2) - 14 Fy(x, f(2)) f'(x) =0,

ahonnan a tétel allitasa kovetkezik.

8.2 Lokalis széls6érték

(x0,y0) € S lokélis maximum (minimum), ha létezik a pontnak egy olyan U kornyezete, hogy minden
(z,y) € U C Dy-re
f(x,y) < flzo,m0)  (f(@,9) = f(wo, o))

” o,

8.3 Sziikséges feltétel szélséérték 1étezésére

Tegyiik fel, hogy az f fliggvénykek (xq, yo)-ban lokalis széls6értéke van, és tegyiik fel, hogy a fliggvény itt
differencidlhaté. Ekkor

vf(x(%yo) = (070);
aAZaAZ
fa;(x(%yﬂ) :Oa f;(x(),yo) =0.

Bizonyitis Jeldlje f1(z) = f(z,y0) a kétvaltozés fiiggvéy egyik metszetfiiggvényét. Ekkor z( lokalis
szélséértéke fi-nek, ezért fi(xo) = 0, masrészt fi(z) = fL(z,yo)

8.4 Stacionarius pont

Ha V f(x0,y0) = (0,0), akkor (zo,yo) staciondrius pont.

8.5 Nyeregpont

Azt mondjuk, hogy (zo,yo) nyeregpont, ha staciondrius pont, de nem szélséérték.
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9. Tétel

9.1 Elégséges feltétel lokalis szélsoértékre

Tegyiik fel, hogy (xo,yo) egy stacionérius pontja f-nek. Ekkor ha H(zq,yo) Hesse matrix
e pozitiv definit, akkor itt a fliggvénynek lokalis minimuma van.
e negativ definit, akkor itt a fliggvénynek lokalis maximuma van.
e indefinit, akkor nincs szélsGértéke.

e szemidefinit, akkor lehet, hogy lokalis széls6értéke van, és lehet, hogy nincs.

9.2 Lokalis széls6érték jellemzése n-valtozos fiiggvényekre

Adott f: S — ~, ahol S C R™. Ekkor z( lokdlis maximum (minimum), ha 3 U kérnyezet, ahol Vo € U
esetén

f(xo) = f(z)  (f(zo) < f(2)).
Ha U = Dy, akkor z( globalis széls6érték.

9.2.1 Sziikséges feltétel
Sziikséges feltétele a szélséérték létezésének, hogy V f(xg) = 0 legyen.

= f(x1, 22, ...,x,) n-véltozds fliggvény egyik metszetfiiggvénye. Ekkor ha yq
0 kell, azonban f{(yo) = f;,(y0). Hasonléan beldthaté, hogy Vf; (yo) = 0

Z1

Bizonyitds Legyen fi(x)
széls6érték, akkor fi(yp) =
sziikséges.

9.3 Feltételes széls6érték feladat megfogalmazasa

A feltételes optimalizédlds feladatat a kovertkezé képpen értelmezziik. Legyen adott az fs — R kétvéltoozds
differencidlhat6 fliggvény. Ennek tekintjik egy megszortasiat egy olyan halmazon, melyet egy implicit
fiiggvény ad meg, ahol ¢(x,y) = 0 Osszefiiggés teljesiil. Tomoren a feladat tehdt:

min z,Y).
(rvy)@(r,y):Of( v)

9.3.1 Szemléletes jelentés

Képzeljiink el egy olyan ébrat, hogy egyszerre ladthaté ¢(z,y) = 0 feltétel és az f(x,y)=c szintvonalak,
kiillémboz6 ¢ értékek mellett. Amely c-re van kézos pont, ott van megolddsa a

d)(x,y):(), f(iv,y):c

egyenletrendszernek. Mivel f folytonos (mivel differencidlhaté), ezért a szintvonalak is monoton médon
valtoznak. Igy azt a szintvonalat keressék, ami ”utoljara” metszi a ¢(z,y) = 0 goérbét. Ebben az (x,y)
pontban gorbék érintik egymast, az érinték megyegyeznek. Ekkor van egy olyan \ valds szam:

L) Ae)
h(z,y)  ¢y(x,y)

9.4 Lagrange féle multiplikator szabaly

Legyen f kétvaltozds differencidlhaté fiiggvény, melynek tekintsiik a megszoritdsat {(x,y)|o(z,y) = 0}
halmazon. Legyen F : R® — R fiiggvény, melyre

F(xayv)‘) = f(xay) - )‘¢(xay)

Ekkor ha (xg,y0) pontban feltételes széls6értéke van f-nek a ¢(z,y) = 0 feltétel mellett, akkor I)g € R,
melyre

VF(xo,y0, o) = 0.

2018.09.11. 21. oldal Erdélyi Aron



Matematikai Analizis 1T 10 TETEL

10. Tétel

10.1 Fuggvény rendszerek, koordinata-transzformacio

Adottak ®, ¥ : D — R, ahol D C R. Legyen tovdbba ®(z,y) = &, és ¥(x,y) = n. Ekkor F : D — R? egy
fliggvényrendszer, vagy vektormezd, melyre

F(x’y) = ((D(x,y),\ll(x,y)) = (5’77)'

Az ilyen fiiggvényrendszereket koordindtatranszformécidként is felfoghatjuk (z,y) — (£, n) hozzdrendeléskéne.

10.2 Jacobi matrix, Jacobi determinans

Ha &,V fiiggvények differencialhatéak, akkor F is differencidlhato, és a derivalt a Jacobi métrix

R O (my) yay)]  [VO(ry)
W) = g (0l y) m;,@,%] = {vw,i)}

Ekkor D(z,y) = det(J(z,y)) = 3523 a Jacobi determindns.

10.3 Invertalhatésag

Tegytik fel, hogy ®, ¥ injektivek. Ekkor az F leképezés invertalhatd, és az inverz rendszer alakja

10.4 Inverz rendszer Jacobi matrixa

Tegyiik fel, hogy az inverz rendszer fiiggvényei differencialhatéak. Ekkor a Jacobi matrix

_[ge&n) gy (§m)] _ [Vg(&n)
f&m = hZ(E,n) h%(&n)} B [Vh(&n)]

10.5 Linearis transzformacid

A(R)=det(B)A(R).

Bizonyitas Tekintsiink egy linedris transzformaciot:

ahol

Részletesen kifejtve a leképezést:
r=au+bv, y=-cu+dv.

Feltessziik, hogy detB # 0, ekkor az affin leképezés egy-egyértelmii (izomorf).
Els6ként vizsgaljuk, hogy az affin leképezés hatdsara egy tartomany teriilete hogyan valtozik.

Legyen R az a hiromszog alaki tartomany, melynek csicspontjai az origé és a Py = (z1,y1), P» =
(z2,y2) pontok. Ennek elbjeles teriilete (mely abszolut értéke a valédi teriilet)

_ 1 1 Y| _ 1
A(R) = idet LW vl = 5(351212 — T2Y1).

A linedris transzformécié a fenti pontokat a P| = (2}, y]), Po = (25, y5) pontokba viszi, az R tartomany

képe R’ lesz.
] x x x
bl -2l -l
Y1 n Y1 Y2
Behelyettesitéssel az 4j eléjeles teriilet

2A(R) = (ax1+byr) (caa+dys)—(axa+bys ) (cx1+dyr) = x1y2(ad—be)+xoxyr (be—ad) = (ab—be)(x1y2—12y1),

o A(R') = (ad — be) A(R) = det(B)A(R).
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10.6 Hengerkoordinatak
Egy (x,y,z) pont hengerkoordindtai (r, 0, z), ahol (r,0) a pont vetiiletének poldrkoordindtai.

x=rcosh, y=rsinfd, z=2=z
r=+vz2+y2, 0= arctg(y), z=z.
x
10.7 Gombi polar koordinatak, Jacobi determinansa
Egy (x,y,z) pont gombi poldrkoordindtdi (r,,#), ahol r a pontba mutaté vektor hossza, ¢ a pontba

mutaté vektor, és a z tengely pozitiv tengelyével bezart szog, és 6 a pontba mutaté vektor (x,y) sikra
vett vetiiletének az x tengely pozitiv részével bezart szoge:

2/7 3 4 2
r=vx?+y2+ 22, qﬁzarctg(xiﬂ), H:arctg(y).
z

x
x = rsinpcost, y = rsinpsind, z=rcosy.

Jacobi matrix
sinpcost  rcospcost  —rsinpsing

t,0,p = |sinpsind rcospsingd —rsinpcostd
cosp —rsing 0

A jacobi determindnsa az utolsé sor szerint kifejtve:

D(r,¢,0) = cosp(r?sinpcospcosd 4 r2 sinpcospsin?d) + rsing(rsin®pcos®0 + rsinpsin?f) =

= rZsinpcos®p + r’sinp = rlsing.
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11. Tétel

11.1 Riemann integral R%-ben

Legyen R C R? korlatos és zart mérheté halmaz, és rajta egy f : R — R* folytonos fiiggvény. Legyen

n
R=J R
k=1
felosztds, ahol VR, mérhetd és VR N R; = 0. Legyen tovdbbé

my = inf{f(x,y)lx,y € Ri}, My = sup{f(z,y)|z,y € R}

és
n

Sn=Y_ A(R)mi <V(S) <Y A(Rp)Mj, = S,
k=1 k=1

alol
S§=A{(zy,2)|(z,y) € R,z € [0, f(z,y)]}-

Ekkor f folytonossdga miatt a Heine tétel dltal f egyenletesen folytonos. Emiatt Ve > 0 esetén 35y > 0,
amelyre § < §g esetén My — my < €. Ekkor

Sp — Sn = ZA(R”)(Mk —my) < ZA(Rk)e = cA(R).
k=1 k=1
Tehat

azaz az integral értelmezhetd. Ekkor a keresett térfogat

ves)= [ /R fap)ar = | /R F(@,y)d(,y).

11.2 Integralas téglalap tartomanyon

Legyen R = [a, b] x [c,d]. Ekkor

//Rf(x,y)d(:v,y) = /Cd /ab f(z,y)dydr = /: /Cd f(z,y)dxdy.

Bizonyitids Osszuk fel az [a,b] tartomdnyt n, a [c,d] tartomdnyt m egyenlé részre. Legyen tovdbbd az
igy létrehozott R;; téglalapokra (&;,7;) € R;;. Ekkor az integrél Gsszege

Vom = 3 Y f(& ) AzAy = > > f(&i,m)AzxAy.
i=17=1 j=1i=1
Ekkor i ) .
lim lim V., = f (&, v)dyAx = fa,y)dyda.
> [

n—o0 Mm—0o0
Hasonlbéan
m—00 N—00

m b d b
lim lim V,, = Z/ f(z,n;)dzAy :/ / fx,y)dxdy.
J=1 a (& a

Ekkor nyilvan

dm Vo= [[ senien = [ [ sevae= [ [ i
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11.3 Normaltartomany

Adott R C R? x szerinti norméltartomany, ha J[a,b], tovdbba 3®; < ®, : [a,b] — R szakaszonként
folytonos fliiggvények, melyekre

R ={(z,y) € R}z € [a,b],y € [®1(z), Pa(z)]}.

Hasonléan R C R? y szerinti norméltartomany, ha J[c, d], tovdbba 3¥; < Uy : [c,d] — R szakaszonként
folytonos figgvények, melyekre

R ={(x,y) € R?|y € [a,b],x € [VU1(y), Ua(y)]}.

11.4 Integralas sikbeli normaltartomanyon

Legyen R egy x szerinti normaltartomany. Ekkor

/fwy (z,y) // (z,y)dydz.
Py ()

Hasonléan ha R egy y szerinti normaltartomény, akkor

‘1‘2(9)
/ f(z,y)d(x,y) / / fx,y)dxdy.
Uy (y)

11.5 Attérés polarkoordinatakra

Az 4ttérés sordn (x,y) koordindtékrdl térink at az (r,d) koordindtdkra, ahol r az origétdl vett tavolsdg,
0 pedig az x-tengellyel bezart szog. Ekkor

x =rcosh, y=rsind,

r=+vz2+y2, 0= arctgg.
x

fgy a Jacobi matrix
3(r, 0) = |:0089 —rsinﬁ}

J sinf  rcos

Amibél a Jacobi determinans D(r,0) = rcos?0 + rsin?0 = r.
Legyen adott f : D — R fiiggvény és a T integralds tartomanya. Legyen tovabbd a koordinatatranszformécio
utdn az integralasi tartomany T°. Az integral

/ /T fz,y)d(e,y) = / | f(reost, rsinf)rd(r, ).

11.6 Altalanos helyettesités integralban
Legyen f: R — R integralhato6 fliggvény. Legyen

v =®(u,v), y=V(u,v)
invertalhato és differencialhato fliggvényrendszer. Legyen tovabba
R = {(u,v) € R?|(®(u,v), ¥(u,v)) € R}.

Ekkor
/ fa,y)d(z, y) = / F(®(u, v), W () D, 0)d (1, ),
R R’

ahol D(u,v) a Jacobi determindns.
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12. Tétel

12.1 Riemann integral R3*-ban

Adott f : S — R hdromvéltozos fiiggvény. At

[ et

integralt a kétvaltozos esettel analdég mégon kozrlitésekkel értelmezziik, elészor egy mértéket definidlunk,
kockds kozelitéssel (kétdimenzids négyzetes). Ezutdn a kozelitéosszeget definidljuk az eddigiekkel analég
modon. Tegyiik fel, hogy az adott T tartomany, melyen az f haromvaltozos fiiggvény nemnegativ értékeket
vesz fel. Ekkor legyen az f fliggvény silirliségfliggvény, tehdt {(x,y,2) az (x,y,z) pont slirliségét jelenti. fgy

az // Tf(%y,z)d(x,yﬁ)

12.2 Harmas integral kiszamitasa intervallumon és normaltartomanyon

integral a T tartomany tomegét jelenti.

12.2.1 Kiszamitas intervallumon

Adott f hdromvaltozés fiiggvény és T = [a, b] x [c,d] X [e,g] C R? intervallum. Az integral értéke

// [z, y, 2)d(z,y, 2 ///fxy Ydzdydz,

illetve a kett&s integralhoz hasonléan, az integralok tetszéleges permutaciéja megfelels.
12.2.2 Kiszamitas normaltartomanyon
Adott f haromvéaltozos fliggvény és

T ={(z,y,2) € R’|(z,y) € S CR? 2 € [Fi(,y), Fa(z, )]}

(x,y) szerinti mormaltartomdny. Az integral értéke

// f(z,y, z)d(z,y, 2 // /qu,y) f(z,y, z)dzd(z, y).

Ha S intervallum, vagy normaltartoméany, akkor tovabb egyszertisodik a képlet.

12.3 Altaldnos helyettesités
Legyen f: R — R integralhato fliggvény. Legyen

x=0(u,v,w), y=9(u,v,w), z=2Z(uv,w)
invertalhaté és differencidlhaté fliiggvényrendszer. Legyen tovabba
R = {(u,v,w) € R*|(®(u,v,w), ¥(u,v,w),E(u,v,w)) € R}.

Ekkor
/ / F(@,y, 2)d(, y, = / F(®(u, 0, w), U, v, w), Z(u, v, 0)) D, v, w)d(u, v, w),
R/

ahol D(u,v,w) a Jacobi determindns.
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12.4 Improprius integral nem korlatos fiiggvényekre

Adott f: R — R folytonos fiiggvény, ahol R nem korlatos. Tegyiik fel, hogy IR; C Rs C ... C R mérhetd
tartomanysorozat, melyre

s

R, =R.

n=1

3t [ A f ) <o,

n— oo

és fiiggetlen az (R,,) sorozat megvaltozdsdtdl, akkor f improprius értelemben integrélhatd

J[ eitean = i [[ steiten

12.5 Hatvanyfiiggvény integralja az egységkorben

Legyen
1

f(ﬂ%y):(\/r_wz)a

ahol v > 0, és az integralasi tartomény
R ={(z,y) € R*la® +y* € [0,1]}.

Legyen
1
R, = {(z,y) € Rz +* € [, 1]},

illetve attérve polarkoordinatakra

R ={(r0) e R’r e [%, 11,6 € [0, 27]).

1 1 27 1 1 1
— —_ — p— 2 .
//Rn flx,y)d(x,y) //R;L o rd(r,0) A /0 | dOdr 7T/i e dr

Tudjuk, hogy ez az integral akkor és csak akkor véges, ha o« — 1 < 1, azaz ha o < 2. Azt kapjuk tehat,
hogy a hattvényfliggvény 0 < a < 2 esetében integralhaté az egységkorben.

Ekkor

12.6 Integralhatésag feltétele nem korlatos fliggvényekre

R C R? tartomény mérhets. Tegyiik fel, hogy f : RR folytonos, kivéve véges pontot, ahol nincs véges
hatarértéke. Ry C Ry C ... C R olyan tartomanysorozat, hogy

e f folytonos az R, tartomdanyon.
e lim, ,» A(R,) = A(R).

f improprius értelemben integralhatd, ha

3 lim //R f(z,y)d(z,y),

és ez fiiggetlen (R,,) halmaz-sorozat megvaltozasatol.
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13. Tétel

13.1 Improprius integral kiszamitasa nem korlatos tartomanyon

Adott f : RR nem korlatos fiiggvény, azaz legyen f folytonos fiiggvény véges sok pont kivételével, ahol
nincs véges hatarértéke. Tegyiik fel, hogy dR; C Ry C .... C R tartoménysorozat, ahol f folytonos VR,
tartomdnyon és lim,,_,. A(R,)=A(R). Ha

=l [ /R fyey) < o

n—oo

és fiiggetlen (R,,) sorozat megvaltozdsatol, akkor f improprius értelemben integrélhato.

13.2 Hatvanyfiiggvény integralhatdsaga egységkoron kiviil

Tegyiik fel, hogy az f: R = R folytonos fiiggvény nem korldtos az R mérhetd tartomany egy pontjinak
kornyezetében, legyen ez (az egységkor kedvéért) az origd. Tegyiik fel, hogy 30 < a < 2, M > 0, melyekre

M
(=)

teljesiil. Ekkor f improprius értelemben integralhato.

[f(z,y)] < V(z,y) € R

Bizonyitas Kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy a fenti tartomanyon o > 2 esetén a hatvényfiiggvény
improprius értelemben integralhato.
13.3 Példa: harang-gorbe integralja a sikon
Adott f(z,y) = e~ =¥”, Legyen
Ry = {(z,y) € R*]a® +y* € 0,n°]},
illetve polarkoordinatakra attérve

R, ={(r,0) € R*|r € [0,n],0 € [0,27]}.

n =

Ekkor R,, nyilvan mérhetd, azaz az integrél

// eV d(z,y) = // re~"d(r,0) = 7T/ e dr = me | = 1 — we ",
R, " 0 ’

Lathatd, hogy

Jim. //Rn f(@,y)d(z,y) =,

tehdt a fiiggvény improprius értelemben integralhatd, és

// e_w2_y2d(xv y) =m.
RQ

13.4 Integralhatésag elégséges feltétele

Tegyiik fel, hogy van olyan Ry C Ry C ... C R mérhetd tartomdnysorozat, melyre |J;-; R, = R, és
3M > 0, hogy

//Rn \f(z,y)|d(z,y) < M, Vn.

Ekkor f improprius értelemben integralhatd, és minden (S,,) tartomdnysorozat esetén, a fenti feltételekkel

iy [3 () = / /R F (@ y)d(z,y).
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14. Tétel

14.1 Vonal definiciéja R2-ben

Adott [a,b] € R véges intervallum és v : [a,b] — R? fiiggvény, ahol y(t) = (z(t),y(t)). Ekkor legyen T
gorbe
I = {y(t) € R?|t € [a,b]}.

14.2 Kétvaltozos valés fiiggvény integralja vonal mentén
Adott f: R — R kétvaltozos fliggvény és

I'={@®ltelgbl} € R

sima gorbe, ahol v(t) = (z(t),y(t)). Ekkor f I gérbe menti vonalintegrélja
/fxyds-/f NV ()2 + y'(t)3dt.

Bizonyitas frjunk fel egy kozelité Osszeget! Legyen
F={a=to <t <..<t,="0b}

felosztds. Kozelitsiik a vonalintegrélt téglalapokkal, melynek a magassdga f(v(t;)) az alapja pedig

V(@ (tive) —x(t:)? + (y(tivr) — y(t:))>

Ekkor a kozelité 6sszeg

|
—

n

I, = 4 FOENV (@(tize) — 2(£:))% + (y(tisr) — y(t:))? =

s
I
<

_ Z f \/ z+2) (t‘))2 n (y(ti-‘rl) — y(ti))Q (tiJrl _ ti)-

tiy1 —t; tiy1 —t;

A Lagrange-féle kozépérték tétel miatt 3&;, n; € [t;, ti11], melyekre

H(tin) =) _ e Wltn) —u(t)

=y (m:)-
tit1 — t tit1 — ¢

Ekkor
NV (&) +y (m:)2 At

Vegytik észre, hogy ez egy Riemann Osszeg, azaz

lim I_/f Wdt/f )/ (6)2 + v/ (t)2dt.

n—00,5(F)—

14.3 Vektormez6 integralja gorbe mentén
Adott F: R — R?
vektormez6 és

I'={y@)|t €[a,b]} € R

sima gorbe. Ekkor a vektormezé vonalintegrélja

b b
/ F(r)dr = / (F (), (t))dt = / FOE)E(E) + g(v(8))gb)dt.
N a a

2018.09.11. 29. oldal Erdélyi Aron




Matematikai Analizis IT 14 TETEL

14.3.1 Szemléletes jelentés

Egy test mozgatva a I gbrbe mentln, ha minde (x,y) pontban F(x,y) er6 hat a testre, akkor a vonalintegral
megadja a végzett munkat.

14.4 Potenciadlkeresés
14.4.1 Potencialos vektormezo

Azt mondjuk, hogy F potencidlos, ha 3f differencidlhaté fliggvény, melyre F' = V f.

14.4.2 Potencial keresés

Adott

vektormez&. Ahhoz, hogy F potenciélos legyen,

o9 _ oh
oy Oz

kell. Ekkor g-t integralva x szerint, illetve h-t integrdlva y szerint kapjuk a G(x,y), H(x,y) fiiggvényeket.
Ezen fiiggvények kozos része lesz a keresett potencial.

14.4.3 Potencial 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele

Adott F vektormezé és I' zart, sima gorbe. Ekkor F potencidlos akkor és csak akkor, ha

ﬁF(r)dr =0.

Bizonyitds (Csak sziikségesség)
Tegyiik fel, hogy F potencidlos, potencialja f. Ekkor

ﬁ F(r)dr = f(4(6) — f(7(a))) = 0.
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15. Tétel

15.1 Fourier sor komplex alakja, egyiitthatdk

Legyen f : R = R 27 szerint periodikus, szakaszonként folytonosan differencialhaté fiiggvény, melynek
csak els6faju szakaddsa van, ahol
flx+0)+ f(x—0)

fla) = :

Ekkor -
f(x) _ Z aneinx

n=-—oo

ahol | g
ap = —/ f(z)e ™ dx.

2 J_,

15.2 Parseval egyenloség
A fourier egyiitthatokra teljesiil az aldbbi egyenléség:

a2 e 1 ™
T @)= [ P
k=1
15.3 Fourier transzformacidok
Legyen f: R — R szakaszonként folytonos differencidlhatd, abszolit integralhaté fiiggvény, azaz
| 1r@lds <o,

melynek csak els6faju szakaddsa van, ahol

f@) = ;
Ekkor a fiiggvény Fourier transzforméltja f :R—C
A 1 oo )
,8) = f(s) = — x)e “Tdx.
§U0) =i = o= [ 1@

15.4 Alaptulajdonsagok
1. Ha f péaros, akkor

f(s) = \/Z/OOO f(t)cos(st)dt.
f(s) = —i\/z/ooo f(t)sin(st)dt.

2. Ha f paratlan, akkor

3. f folytonos.

4. Linearitas

Slaf + By, s) = aF(f,s) + 63(g, ).
5. Atskéalazas

6. Idoeltolés

7. Frekvenciaeltolas
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Bizonyitas

1. Tudjuk, hogy

f(s)

Ekkor ha f paros, akkor

f— \/% /_Z f(t)cos(st)dt = \/E/Ooo f(t)cos(st)dt

1 o0
§) = — t)cos(st)dt — — )sin(st)d
F) == [ rtocoststiat ~ = [~ sioysinis
Ekkor ha f paratlan, akkor

\/%/ f(®)sin(st)dt = —i\/z/ooo f(t)sin(st)dt

3. Az egyenletes konvergenciabdl kovetkezik.

1 o0 i o .
= \/72?/700 f(t)cos(st) \/%/700 f(t)sin(st)dt

2. Tudjuk, hogy

4. Az integralds linearitasabdl kovetkezik.

5.
1 Cien B s$gnaco zi_ 1 B
5(f(az,s)) = Wor: /_Oo flaz)e Ty m/sqnam ’/ady =
YT eitugy = L s
= o [ S = ). 5
6. 1 o
S0 = [ St =
- [ ey = (), )
Vor J oo ’
7.

Fe* f(x),s) = \/% /_°° f(x)e_i(s_k)wdx =3(f(z),s — k).

15.5 Példa: eIl
Legyen f(z) = e~1*l. Ez péros fiiggvény, tehét

\/>/ *cos(sz)dz = lim e~ —cos(sx) + s - sin(sx)
n—o00 1 —+ 32

15.6 Fourier transzformacié fixpontja

n_\/? 1
o Val4s?

A fourier transzformaécié két fixpontja

L f(x) =
2. f(x)=e 7.

N
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Bizonyitas
1. Trivialis.

2. Mivel f péaros, ezért Fourier transzformécidja valés értéki

= \/>/ f(z)cos(sx)dx = \/>/ ~% cos (sx)dx.

Ez analitikus mddszerekkel kozvetleniil nem végezhetd el. Mivel az Osszefiiggés igaz minden s-re,
ezért derivaljunk s szerint, ezutdn cseréljiik fel a derivédlds sorrendjét (egyenletes konvergencia miatt

ezt megtehetjik):
\/>/ x)sin(sx)dx = —sg(s).

Ennek a differencial egyenletnek az altaldnos megoldasa

2

g(s)=ce" 7, ceR.

c értékét a g(0) alapjan tudjuk meghatarozni:

=2 [ Festonir= 2 [" a1

Az utolsé 1épésben az y = % helyettesitést hajtottuk végre. Tehat a fourier transzformélt:
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16. Tétel

16.1 Inverz Fourier transzformacio

Legyen f : R — R szakaszonként folytonosan differencialhaté, abszolut integralhato fliggvény, azaz

| 1s@lis < .

melynek csak elséfaju szakaddsa van, ahol

Ekkor -
f(z) = %27 / et

16.2 Parseval egyenlet a Fourier transzformaciora

Tegyiik fel, hogy
/ I (2)|dz < oo, / 17" (2)] < oo
— 00 — 00

Ekkor . N
| s = [ iferas
Bizonyitas
=/ F(5)f(~s)ds :[ |f(s)|?ds.

16.3 Konvolicié

Adottak f,g: R — R abszolit integralhaté fiiggvények. Ekkor a két fiiggvény konvolicsidja
(Fr9)@) = [ fata =)y

16.4 Konvolicié és FT kapcsolata

1.
S(f *g,8) = V2rF(f,9)T(9, ).
2. 1
g(fga S) = \/72?8(.](‘) S) * 3(9) 8)'
Bizonyitas
1.
1 > —isxk _ 1 ° o —1isx _
§r0.8) = o= [ (Gro@eae=—= [ ([ faa—iy)e o =
B \/%r /Z Fly)e = dy /Z g — y)e ™V dy = Var§(f, 5)5(g, ).
2.

S(fg,8) = \/% /O:O Flx)g(z)e " dy = \/% /C: \/% /o:o F(r)eirdrg(z)e= 5% dz =
- \/% /: f(r)(% /_Z g(x)e*i(s—r)xdm)dr = \/% /_O:O F(r)g(s —r)dr = \/%g(ﬁs) «3(g, 5).
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16.5 Dirac delta fiiggvény

Adott € > 0. Ekkor legyen

, halz| <e
halz| > €’

=) w‘,_.

0c(z) = { €

0(z) = lim 6. (x).

e—0

A Dirac delta

2018.09.11. 35. oldal Erdélyi Aron



Matematikai Analizis 1T 17 TETEL

17. Tétel
17.1 Magasabb rendii LDE

Adott L linearis operédtor, melyre
n
Ly =Y anwy™.
k=0

Homogén differencidlegyenlet (HDE) esetén L[y]=0 megoldast keressiik, inhomogén differencidlegyenlet
(IDE) esetén L[y]=f(x) megoldasait keressiik.

17.2 Homogén LDE: megoldasok terének jellemzése

Az L[y]=0 egyenletnek létezik n darab linedrisan fiiggetlen megolddsa, melyekre az Gsszes tobbi megoldés
ezek linearis kombinéciéja.

Bizonyitids A tétel mdsodik részét latjuk be. Tudjuk, hogy L[y] = L[yx] = 0, tehét

W[ya Y1, 7yn} = O

Mivel
W[y07y1a (33} yn] 7£ 07

n
Yy= Z agYk-
k=1

igy

17.3 Figgvények fiiggetlensége

Adottak az y1,y2,...,yn : D — R fiiggvények. Azt mondjuk, hogy a fiiggvények linedrisan fliggetlenek,
ha

Z CLYk (x) = 07
k=1

akkor és csak akkor teljesiil, ha Ve = 0.

17.4 Wronski determinans, alkalmazasa

Adottak az y1,y2, ..., yn (n-1) szer differencidlhaté fiiggvények. Ekkor a Wronski determindns

yl y2 DY yn
i Yo Un
W[ylay27"'7yn] = . : .. :
ygn—l) yén—l) o ygln—l)

17.4.1 Tétel

Az y1,ys, ..., yn fliggvények linedrisan Osszefliggék akkor és csak akkor, ha

W[y17y2a ey yn] = 0.
Bizonyitas Tegyiik fel, hogy a fiiggvények Osszefiiggdk. Ekkor van kozottik egy vy fliggvény, melyre
- _N"4,.

Hasonléan

|
I
L8
&

Yk

A gondolatmenetet kovetve lathatjuk, hogy a matrix k-adik oszlopa eldall a tobbi lineédris kombinécidjaként,
ezért a determinédns nulla.

Most tegytik fel, hogy a determindns nulla. Tudjuk, hogy ekkor az oszlopok Gsszefiiggo rendszert alkotnak,
amibdl az el6z6 gondolatmenet mentén lathatjuk, hogy az y; fiiggvények Gsszefiiggd rendszert alkotnak.

2018.09.11. 36. oldal Erdélyi Aron



Matematikai Analizis II 17 TETEL

17.5 Allandé egyiitthatos homogén LDE megoldasai, kapcsolat a karakter-
isztikus polinommal

Ebben az esetben
Lyl =y™ + a1y " + ...+ any =0, a€R.

Specialis megoldasokat kerestink, melyek

y(z) = X

alakiak. Ekkor 3/(z) = Ae*®, ...,y (x) = X\"e . Ezeket visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
Lyl = M\ + a; A" + .+ ap1 ) +a,) = 0.

A jobboldajon all6 fliggvény csak tgy lehet 0, ha a zardjelben szereplé polinom 0. Definidljuk a differ-
encialegyenlethez tartozé karakterisztikus polinomot a kévetkezéképpen:

PA) = A"+ A"+ .+ ap.

Ez egy valds egyiitthatés polinom, melynek a komplex szamsikon n darab gydke van, multiplicitasokkal
egyltt.

17.5.1 Els6 eset

Tegyiik fel, hogy P n kiillomboz6 gyoke mind valds, legyenek a gyokok Ai, Ag,...,A,. Ekkor az alap-
megoldasok

AnT

Azx""?yn(x):e " )

yi(z) = N yn(a) = ¢

illetve az altalanos megoldés

n
y(x) =Y cxe™’, cp €R.
k=1

17.5.2 Masodik eset

Tegyiik fel, hogy P m darab gyodke k,,-szeres gyok, ahol nyilvan Z;n:l k; = n. Ekkor az alapmegoldasok

o _ gkl

yr(x) = ey, (2)

yk1+1($) = eAZIv <Yk +ko (:L’) = xk2716/\2w7

illetve az altalanos megoldés

17.5.3 Harmadik eset

Tegyiik fel, hogy az egyenletnek gydke a A = a + i3 komplex szam. Ekkor tudjuk, hogy A = o — if3 is
gyok. A két alapmegoldés
uy(z) = e = e (cos(Bz) + isin(fz)),

ug(x) = T = o (cos(Bx) — isin(Bx)).

Tudjuk, hogy alapmegoldédsok linearis kombinacidja is megoldas, ezért a fenti megoldasokbdl definialt az

1j, valds alapmegoldasok

uy(z) + uz ()
2

uy(z) — uz(w)

Ya(r) = — 5 - e“sin(f).

yi(z) = = e*cos(f),

17.5.4 Negyedik eset

To6bszoros komplex gyokoknél hasonldan kell eljarni, mint a tobbszoros valés gyokoknél.
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18. Tétel

18.1 Inhomogén LDE: megoldasok struktiraja

Az adott L[y]=f(x) IDE. Ha y;, y2 megoldaso, akkor y = y; — y» megoldésa az L[y]=0 HDE-nek. Ha y;
megoldasa a HDE-nek és yo megoldasa az IDE-nek, akkor y = y; + y2 megoldéasa az IDE-nek.

18.2 Partikularis megoldas: allanddk varialasa

Adott _—
Lly] = y(mtay + ... +any = f(2).

Legyenek L[y]=0 homogén differencidlegyenlet alapmegolddsai az yi,ya, ..., yn fliggvények. Ekkor a par-
tikuldris megoldas

(@) = > wl(@)ye (@),
k=1

ahol

X
:/W*l(o 0,....f)Td !

ahol W a Wronski matrix. Ekkor az altalanos megoldés
= Yp(z) + Z kYn, (T

Bizonyitas Legyen
n
y= Z VY-
k=1
Derivaltja
n n
= Z Velk + Z’kak = Z%yk
k=1 k=1

Hasonléan jin-re:

k=1

(”)—Z Y +ZW y Y = f+2%ykn)'

Behelyettesitve, Lly] = >, _; L{vk, yx):

=f+> WLyl = f

k=1

18.3 Proébafiiggvény

Allands egylitthatés IHLDE, melynek specialis a jobboldala, egy partikularis megoldas megoldasa specidlis
alaku.
Liyly™ (@) + ary" (@) + ... + any(z) = f(z), a; €R.

Néhany alapeset:
e Ha f(z) = Ke*® a € R, akkor y(z) = Ae**, A =7
e Ha f(x) =al' + ... + ag, akkor y(x) = A 2™ + ... + Ap alaky, Ag, ..., A, =7
e Ha f(x) = Ksin(ax), vagy f(z) = Kcos(ax), akkor y(x) = Asin(ax) + Beos(ax) alaki, A, B =?

Ha f(x) prébafiiggvények Osszege, akkor a prébafiiggvény is Osszeg.
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18.4 DER 2 dimenziéban

Keressiink y(x) és z(x), melyek kielégitenek egy DER-t:
o v (x)=f(xy(x),2(x))
o 7'(x)=g(xy(x),2(x)),

ahol f,g:R3 — R tipusuak.

18.5 Allandé egylitthatdk linearis DER megoldasa

Tegyiik fel, hogy A sajatértékei kiillomboézoek: A1, Ao, A\3. A megfeleld sajatvektorok si,ss, s3. Ekkor a
DER linedrisan fliggetlen megoldas-rendszere

Vi = eMs,, k=1,2,3
Tovabba VY (0) = Yy € R? kezdetiértékhez 'Y megoldds, melyre

Y =c1Y1 + C2Ys +c3Ys3, ¢ €R.

Bizonyitas
L. (Y = eM%sy,) linedrisan fiiggetlenek: \; # \; és s; L s;.
2. Y}, = eM%s;, megoldds, u.i.
Yi(z) = MeMTsy,
AYy(z) = AeMTs), = eMT Asy, = e T\ sy
=Y/ (z) = AY)(z).
(A tétel akkor is igaz, ha minden tobbszoros sajatértékhez linedrisan fiiggetlen sajatvektor-rendszer tar-
tozik.)
18.6 e értelmezése, specidlis esetek

A linedris DER megoldéasa:

Y (z) = eA%Y).
Az e® métrix:
=1
A _ k
et = Z EA .
k=0
18.6.1 Ha szimetrikus A
A=UDUT, ahol
A 0 0
vtu=uut=1, D=]0 X 0
0 0 X3

Ekkor A* = UDUT -UDUT..UDUT = UD*TT = ¢4 = UePUT, ahol

eM 0 0
eP =10 e 0
0 0 e

2018.09.11. 39. oldal Erdélyi Aron



Matematikai Analizis 1T 19 TETEL

19. Tétel

19.1 Komplex fiiggvény, abrazolas

Legyen D C C egy tartomény a komplex szamsikon. f : D — C fliggvényt tekintiink. A fiiggetlen
valtozot z = x + iy, a fiiggd valtozét w = u + iv jeloli. Tehat a hozzdrendelés w = f(z) = u + iv.
19.1.1 Geometriai leiras

A komplex fliggvények pontos dbrazolasara négy dimenziora lenne sziikség, igy megelégsziink azzal, hogy
két komplex szamsikot rajzolunk: az egyiken az értelmezési tartomanyt, a masikon az értékkészletet
abrazoljuk. Ennek a segitségével azt tudjuk megadni, hogy egy-egy konkrét kompley szadmhoz mit rendel
hozzé a leképezés, illetve bizonyos specidlis alakzatokat - példaul kort vagy egyenest - hogyan transzformal.

19.2 Kanonikus alak
Adott fC — C. Ekkor a fliggvény kanonikus alakja
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),

ahol u,v : R = R.

19.3 Hatarértékek

Adott f fliggvény hatdrértéke a zp pontban H, ha Ve > 0 esetén 3§ > 0, melyre 0 < |z — zg| < I esetén
|f(z) — H| < € teljesiil.

19.4 Folytonossag

Adott f : C — C komplex fiiggvény. Ekkor f folytonos zg € Dy, ha Ve > 0 esetén 36 > 0, melyre Vz € Dy,
|z — 20| < & esetén |f(z) — f(xo)| < €.

19.5 Differencialhatésag

Adott f : C — C komplex fuggvény. Ekkor f differencidlhaté a zo € int(D) pontban, ha

T lim f(z0+h) — f(20) < .
h—0 h

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény analitikus, ha differencidlhaté Vz € D ¢-ben.

19.6 Cauchy-Riemann egyenletek

Adott f : C — C komplex fliggvény. f differencidlhaté a zy € int(Dy) pontban akkor és csak akkor, ha

uy (0, y0) = ’Uly(Io,yo)

U;($07y0) = —U;(xoayo)-

19.7 Harmonikus fliggvények

Adott u : R? — R folytonos kétszer differencidlhaté fiiggvény. Azt mondjuk, hogy u harmonikus, ha
Uy, (2, ) + Uy, (2,9) =0

teljesiil D,,-n.

19.8 Kapcsolat az analitikus fiiggvénnyel

Ha az f(z) = u(x,y) + iv(x,y) differencidlhatd, akkor u,v harmonikusak.
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Bizonyitds A Cauchy-Riemann egyenletbdl

/o / !
Uy = Uy, Uy = —Vp.

Az elsé egyenletet x szerint, a masodikat y szerint derivalva

" " " "
zx — U —v

u zyr Uyy = " Uya-

Ebbdl

" "o__.n —

Uy g + Uyyy = Uy = Uy

Hasonldan belathatd, hogy v harmonikus.

19.9 Harmonikus tars

Adott u : D — R harmonikus fliggvény, ahol D egyszeresen Osszefiiggd tartomédny. Ekkor Jv :

D —R

harmonikus fiiggvény, amelyre f(z) = u(x,y) + iv(x,y) differencidlhaté. Akkor v az u harmonikus tdrsa

és foditva
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20. Tétel

20.1 Komplex fiiggvények: e*, alaptulajdonsagok

Az exponencidlis fiiggvény
e = e”(cos(y) + isin(y)).

Alaptulajdonsagok
1. A fliggvény analitikus és (e*) = e*.
2. 21,29 € C esetén e*1 172 = e?1e?2,

3. A fliggvény 27 szerint periodikus

Bizonyitas
1. A fuggvény kanonikus alakja e* = e*(cos(y) + isin(y)). Legyen u(z,y) = e®cos(y) és v(z,y) =
e*sin(y), igy e* = u(z,y) + iv(z, y).

uy, = ecos(y) = vy, uy = —esin(y) = —v

/
e

Azt latjuk, hogy a fliggvény eleget tesz a Cauchy-Riemann egyenleteknek, tehat differencialhato.

z

(%) = e"cos(y) +ic’in(y) = e°.

2.
e = P = P (aos(y, 4 y) + isin(ys +y2)) =
= €™ (cos(y1)cos(y2) — sin(yr)sin(yz) + i(sin(y1)cos(y2) + sin(yz)cos(y1))) =
= " (cos(y1) + isin(y1))es (cos(y2) + isin(ya)) = e*1e2.
3.

2T = " (cos(y + 2m) + isin(y + 2m)) = €.

20.2 Ln(z) alaptulajdonsigok
A logaritmus fliggvény z # 0 esetén
Inz=lq|z| + i(arcz+ 2km), k€ Z.
Alaptulajdonsdgai:
1.

elnz = Z.

2. 21,29 € C esetén
In(zn120) = lnz+ Inz+ 2kmi, k€ Z.

3. 1
In(z) = -.
(in(y =
Bizonyitas
1. . 4
eln® = elnleltilarezt2km) _ |5 piarez — | ) (cos(arcz) + isin(arcz)) = 2.
2.

In(z122) = In|z1 20| +i(arc(z 22)+2k7n) = In|zi |[+in|z|+ilarc(z ) +are(z)+2kn) = Inz Hnz+2kmi.

1
(e =emin/z=1=In'z2= -
z
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20.3 Hatvanyfiiggvény

A hatvanyfiiggvény

Z)\ _ e)\ln(z) ]

A figgvény f6értékét kapjuk meg, ha a logaritmus f6értékét hasznéljuk.

20.4 sin(z), cos(z)

1z e—iz
sin z := 5
eiz + e*iz
cos 2 1= 5
Alaptulajdonsagok:
1. Analitikusak, és
sin’(z) = cos(z), cos'(2) = —sin(2).

2. A kanonikus akalok:
sin(z) = sin(z)ch(y) + i cos(z)sh(y),

cos(z) = cos(x)ch(y) + i sin(x)sh(y).

20.5 Komplex vonalintegral, kiszamitasa

Legyen az L gbrbe paraméteres megaddasa
2(t) = z(t) + iy(t) = r()e®D,  tea,f)

Ekkor 5 5
/ f(2)dz = / F(2(0) (ydt = / Fa(t) + iy(0) (@' (1) + iy (1)) dt =
L a @

= / ’ Fr@®)e®?O) (' (£)e® +ir(£)e® Do’ (t))dt.

20.6 Cauchy-féle alaptétel analitikus fiiggvényekre

Tegyiik fel, hogy D C C egyszeresen 0sszefliggd tartomany és L C D egy sima, zart gérbe. Ekkor ha az
f: D — C fliggvény analitikus, akkor
f f(z)dz=0
L

20.7 Cauchy-féle integralformula

Legyeb D C C egyszeresen Osszefliggé tartomdany, és f : D — C analitikus fiiggvény. Adott zo € int(D)
és L C D olyan gorbe, amely korbeveszi zp-t. Ekkor

f(z0) = L4 fe

= — dz.
21 J;, 2 — 2o
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