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1. Tétel

1.1. Vektormezo

Az F : R" — R™ tipusu (tébbvéltozds vektorértékii) fliggvényeket vektormezdnek nevezzik. Ezek
felirhatok "koordinatafiiggvények fliggvényrendszere’-ként:

fl(m17m2a"' 7xn)

fQ(xlam27”' 73;77,)
F(ILan"'?xn): : ’

fm(xhx%"' 75("77,)

ahol f1,--- fm R™Db6l R-be képezd fiiggvények. Egy F : R?® — R3 vagy R? — R? vektormez6 konnyen
elképzelhetd tgy, hogy a tér/sik minden pontjéhoz egy vektort rendel, amely az dbrdzoldson az adott
pontbdl indul ki. Ennek fizikai értelme példdul a tér/sik egyes pontjaiban haté erd.

1.2. Derivalt és mérészamai: divergencia és rotacio

1.2.1. Nabla operator

9 90 0
Oz’ Oy’ 0z
egy differencidlhaté hiromvaltozés valés fiiggvényhez annak gradiensét rendeli hozz4. Tehdt ha f : R3 —
R differencialhaté fiiggvény, akkor

A V (nabla) operdtor alatt a hdrom dimenziéban a ( ) formaélis vektort értjiikk. Ez az operator

Vf =grad f.

1.2.2. Differencialhatésag

Az F : R" — R™ vektormezd derivalt-maétrixa:

V fi(z) Z1
VfQ(CC) )
DF(x) = : r=| .

Az F : R™ — R™ vektormez6 differencialhaté az @ € Dp pontban, ha 34 € R™*™ métrix, amire

lim |F(x + Ax) — F(x) — AAx|| _

Az—0 [|Ax|| 0

Ekkor DF(x) = A.

1.2.2.1. Tulajdonsagok

e Linearitds és homogenitds

D(F + G) =DF + DG
D(cF) = ¢(DF)

F,G : R" — R™ differencidlhatdk és ¢ € R.

e Kompozicié differencidlasa
D(Go F)(a) = DG(F(a)) - DF(a)

Feltettiik, hogy az F : R®™ — R™ az a € R pontban, G : R™ — R! pedig az F(a) € R™ pontban

differencidlhatoak.
e Inverz derivaltja

DF~!(F(a)) = (DF(a))™"
Feltettiik, hogy az F' : R® — R" differencidlhaté az a € intDp helyen, és a derivalt-métrix nem

szingularis.

e Szorzasi szabdly

V(fg)=fVg+gVf
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1.2.3. Divergencia

Legyen F : R3 — R? differencidlhaté vektormezd. Ekkor a vektormezd divergencidjat igy definidljuk:

. ofi [ 0fr | Ofs
div(F) = Fy: =4+ 22+ ==,
(k) = (V. F) dxr = Oy + 0z
1.2.4. Rotacié
A fenti F' vektormez6 rotacidja
t 3 k
rot(F) =V x Fi=|& £ &=
fi fa Js

A rotécié egy mdsik jelolése: curl (F).

1.2.4.1. Kiszamitasa

5 fi
VXF=|45]x|/f
a) \rs

1.2.5. Fizikai és szemléletes jelentés

e A divergencia egy szdmszeri mértéke annak, hogy a vektormezé egy adott pontbdl mennyire
7szérédik szét”. Ha egy F' vektormezére (V, F') = 0, akkor a vektormez6 divergencia-mentes.

e A rotaciévektor fizikai értelmezése: hossza az erétér orvénylésének sebessége, és irdnya merdleges

az Orvénylésre.

e Bér arotdcié egy haromdimenziés vektor, Vx F' = (0,0, 0) helyett réviden azt irjuk, hogy VX F = 0.
Ha egy vektormez6 rotacidja 0, akkor a vektormez6 6rvénymentes.

1.3. Alaposszefiiggések, derivalasi szabalyok

' V(fg)=fVg+gVf

: D(fF) = fDF + FV{

' (V.JF) = (F.Vf) + [(V.F)
) VX (fE)=VfxF+f-VxF
5.

(V,F xG)=(G,Vx F)—(F,V xG)

1.4. Vonalintegral: definicié és kiszamitas
1.4.1. Skalarmez6 vonalintegralja

Adott T C R"™ sima gorbe, melynek egy lehetséges paraméterezése I' = {v(t)|t € [a,b]} C R™. Az
f:R™ — R folytonos valds fiiggvény vonalintegrédlja a I' gérbe mentén:

b
[ra= [ o o).
T

Skaldrmezé vonalintegraljanak lehetséges fizikai interpretacidja a tomeg. A fenti érték fliggetlen a gorbe
paraméterezésétol.
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1.4.2. Vektormezd vonalintegralja

Az F : R™ — R" vektormez6 vonalintegrédlja a I' gérbe mentén:

/ﬂmm/@wwlxmﬂmw@Mt

r r

Vektormez6 vonalintegraljanak lehetséges fizikai interpretacidéja a munka, melyet az erétérben az adott
gorbe mentén haladva végziink.

1.4.3. Specidlis eset R?-ben

Adott f: R? — R skaldrmezd vonalintegralja a I' = {’y(t) = (igg) ‘t € la, b]} C R? gérbe mentén:

b b
[ fewai= [ sa@@ld= [ fow)veET e d.
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2. Tétel

2.1. Egyszeru sokasagok R"-ben

Egy R™-beli M halmaz k-dimenzids sokasag, ha lokdlisan olyan, mintha k& dimenziés volna. Példaul egy
sikbeli vagy térbeli gérbe esetén minden pont halmazbeli kornyezete ”olyan, mint” egy egydimenzios
intervallum. Ez lesz egydimenzids (egy paraméter(i) sokasdg. Madsik példa egy térbeli feliilet, amely-
ben minden pont lokdlis kérnyezete korlappal azonosithaté. Ez lesz egy kétdimenzids (két paraméterti)
sokasdg. Lathatjuk, hogy a sokasig dimenzidja megegyezik a paraméterezéskor hasznalt paraméterek
szamaval.

2.1.1. Paraméteres megadas

Adott M C R™ k dimenziés sokasag, ha Vp € M-hez 3U koérnyezet és IF : R¥ — R” differencialhaté
leképezés, és IV € R¥ nyilt gémb, hogy F(V) = U N M és DF teljes rangi, tehat a leképezés bijektiv.
2.1.2. Implicit megadas

Adott M C R™ k dimenzids sokasag, ha Jp1, 02, - , on—k : R™ — R fiiggetlen, differencialhaté fiiggvények,
hogy M a p; fliggvények nulltereinek metszete, azaz

M= (Vie:=0)

és
Vo1
Voo
D= .
Vgnfk

teljes rangu.

2.1.3. Példdk

2.1.3.1. Egydimenziés sokasdg a sikon
n=2¢ék=1

F:(-1,2) 5 R? F(t) = (t,t%), V = (—1,2).

A Jacobi métrix of valéban teljes rangt minden ¢ esetén.

2.1.3.2. 2-dimenziés sokasag a térben

n=3 k=2

F:R? = R3 F(x,y) = (z,y,22 +92), V= {22 + ¢y < 1}.
1 0

A Jacobi matrix [ 0 1 | mindig teljes rangn.
2¢ 2y

2019.01.09. 7. oldal Erdélyi Aron, Feczké Botond



Analizis 3 vizsgajegyzet 2 TETEL

0.8 4

0.6

0.4

0.2 4

-0.5 -0.5

2.1.3.3. Egységkor
Az egységkor egydimenzids sokasig R2-ben

St ={(z,y) e R?*|o1(z,y) = 2> +y* —1=0}.

2.2. Vonal R"*-ben
X1 (t)

(1)
AT =<~(() = _ t € la,b] p C R™ gorbét vonalnak nevezziik.

(1)

2.3. Feliilet R3-ban
Adott egy D C R? tartoméany és egy s : D — R? fiiggvény:

ahol (u,v) € D.
A feliilet s értékkészlete
S = {(z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) [(u,v) € D}.

Sima feliiletrél beszéliink, ha s : D — R3 differencidlhatdé.

2.4. Sokasag hatara
2.4.1. Lezaras

Adott M C R"™ sokasag lezarasa

M = {z e R"|3(z,) C M, lim x, = z}.
n— oo

2.4.2. Hatar
Adott M C R™ k dimenziés sokasag hatdra OM = M \ M C R™ k — 1 dimenziés sokasdg.

2.5. Feliileti integral R3-ban

2.5.1. Skalarmez6 feliileti integralja
Adott f: R?® — R skaldrmezé feliileti integralja az S = {s(u,v)|(u,v) € D C R?} C R? feliilet mentén

[ ras = ] ststwon s, x sl = Jf f(s(u,v»\
S D D

Os

%Xi
ou Ov

d(u,v)
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2.5.2. Vektormezo feliileti integralja
Adott F : R? — R? vektormezd feliileti integrélja az S = {s(u,v)|(u,v) € D C R?*} C R? feliilet mentén

[ #.as) = [[ wmyas = [[ wmy s, st = [ Flstu). s o< sl o).
S S D D

2.6. Fluxus

Adott egy S C R3 sima feliilet, ennek minden pontjaban n(z,y, z) € R? egységnyi hosszi normélvektor.
Egy F : R? — R3 differencidlhaté vektormez6 feliileti integraljst:

// (F,dS) = // (F,n)dS
S S

a vektormezd a feliiletre vett fluxusanak nevezziik.

2.6.1. Fizikai jelentése

A fluxus altaldban egy adott S felilleten ataramlé anyag vagy energia mennyiségét jelenti vagy egy
erotérnek a feliileten valé athatolasat jellemzi.

2.7. Gauss-Osztrogradszkij tétel

Legyen M C R3 egy korlatos térrész, és OM a térrészt hatérold (zart) feliilet. Ekkor barmely F : R — R3
differencidlhat6 vektormezdre:

///div(F)d(m,y, /// V,F)dV = # F,dS)

oM
Bizonyitas
fi ny
Legyen F' = f2 és n = | ny |. Ekkor azt fogjuk beldtni, hogy
ns

/// (V. F)dV = /// <8f1 % + %f’) dv = //(fm + fang + fang)dS
Ezt tagonként nézziik, tehat -
// Oy = //fml ds

///‘9102 v = //fgnzds
[Z/%{jdvf)/]éfgngds

Lassuk be példaul a harmadik egyenldséget. Legyen
oM = aMtOp U aMside U a]\Ibottom;

tehat tegylik fel, hogy OM felirhaté normaltartomanyként.

1.
a]\4top = {Stop = (U7U7t(u,v>) |(u7 U) € D C R2} n3 > 0

Tudjuk, hogy

/ / —t
n— Stapu X StOpv _ 1 —t}t s = ;
Hsgopu X S;Op,u 1+t;2+t{l)2 lv 1+t;2-‘rt;)2
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Ekkor

//fgngdS //fguvt ‘nz(u,v,t)\/1+ 2+t 2d(u,v) Z/fg(u,v,t)d(u,v).

OMiop
OMsige = {Sside = (u,v, 8)|(u,v) € D, s € [b(u,v),t(u,v)]} ng=0

OMyottom = {Svottom = (u,v,b(u,v))|(u,v) € D C R?’} ng <3
Tudjuk, hogy

’
/ / b
s X § 1 u 1
n — bottom.,, bottom., _ (b; ns = —
-1

||s;)ottomu x Sﬁ)ottomv H Vv 1 + b;2 + b;}2 V 1 + bq,b2 + b'/u2

Ekkor

// fangdS = / fa(u,v,0) - ng(u,v,b)\/1+ 0,2+ b 2d(u,v) = f/ fa(u,v,0) d(u,v).
D

OMpottom
Tehat
// fns dS = // fau, 0, (1, 0)) — o, 0, b(u,0))) A, v) =
oM
JJ st = S b)) o) // /(:y” W azain = I 2 aep.o).
D M
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3. Tétel

3.1. Stokes tétel R3-ban

Adott egy F : R3 — R? differencidlhaté vektormezé és egy M C R? sima feliilet, amelyet OM sima, zart
gorbe hatarol. Legyen a gorbe paraméterezése OM = {'y(t) € R3t € [a, b]}

Ekkor
é/rot(F) ds = 4/V x FdS :aéé F(r)dr = %(F,dl).

oM

(Atfogalmazva:) A feliilet egységnyi normélvektorait jelolje m, és a goérbe pontjaihoz huzott egységnyi
hosszi érintovektorokat jelolje T'.

Ekkor
//rot(F)~ndS://V><FdS: §I§F~Tds.
M

M oM

3.2. Cirkulacioé

Az F : R* — R3 vektormezd vonalintegraljat a I' zart gérbe mentén a vektormezé cirkuldciéjanak
hivjuk.

3.2.1. Szemléletes jelentés

A cirkulacié a vektormezOben egy zart gérbére vett vonalintegral értéke.
Zart gorbe esetén a vonalintegral jelentése a vektormezd ”forgasa” a gorbe mentén.
Egy vektormezé cirkulacidja pozitiv és negativ is lehet, I' irdanyitasatdl fiiggden.

3.3. Sokasag, altalanos eset

Az M C R"™ részhalmaz k-dimenziés differencidlhaté sokasdg (k < n), ha Vp € M-nek megadhat6 olyan
U kornyezete, hogy

e JF : RF — R™ differencialhaté leképezés, melynek DF Jacobi métrixa teljes rangt,

e ¢és 3V C RF nyilt halmaz, hogy F(V) = U N M, és ez a hozzarendelés egy-egyértelmii.

3.4. Parametrikus megadas: térkép és atlasz

Adott M C R™ k dimenziés sokasag, ha 3(U, ) nyilt lefedése, és YU,-hoz I, : R¥ — R™ folytonos, bijektiv
leképezés és V,, € RF nyilt gdmb, melyre ¢, (V,) = Uy, és Uy, Us diszjunkt halmazokra ¢ (¢s) : RF — R*
differencidlhato, bijektiv leképezés.

Ekkor (Uy, o) lokéalis térkép, illetve {(U,, ¢o)} atlasz.

3.5. Tangens tér és normal tér - parametrikus és implicit megadasi sokasag
esetén

N, x T, =R"

3.5.1. Implicit megadas esetén

Legyen M C R"™ k-dimenziés sokasig, melyet impliciten adtunk meg. Ekkor a p € M ponthoz tartozé
N, normaltérnek a p; fiiggvények gradiensei altal az adott pontban kifeszitett vektorteret nevezziik.

N, = span(V;(p))

Ezért dim N, =n — k.
A p € M ponthoz tartozé tangenstér (vagy érintétér) a normaltér ortogondlis (meréleges) kiegészit&je:

T, = {vlo L N,}

dim T, = k.
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3.5.2. Paraméteres megadas esetén

Legyen M C R™ k-dimenzids sokasag, melyet paraméteresen adtunk meg.
Ekkor

Zn(t)
A p ponthoz tartozé tangenstér:
T, = span(y,, (p))

A p € M ponthoz tartozé normdaltér a tangenstér ortogonalis kiegészitdje:

N, = {olv L T}

2019.01.09. 12. oldal
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4. Tétel
4.1. Elemi k-formak R"-ben
1. Elemi 1-forméknak nevezzik a dz;,dxs,--- ,dz, : R” — R fiiggvényeket, melyekre v € R™ esetén
dz; (v) = v;.
2. Elemi 2-formaknak nevezziik az elemi 1-formak ékszorzatat, tehat

4.2.

4.3.

dxi/\dxj:R”xR”:R”XQ%R

U, Wy

dz; Adz; (v, w) = o w.
i Wi

. Elemi k-formdknak nevezziik az elemi 1-formak ismételt ékszorzatat az I szigorian monoton névé

indexhalmaz szerint. Tehét legyen I szigorian monoton nové indexhalmaz, 1 < i < iy < --- <
i < n.
Ekkor az elemi k-forma

dg, = da;, Adzg, A--- Adz, : (RMF =R™F 5 R

A,
A,
dx[ (A) =
A;,
ahol A;; az A = (v1,v2, -+ ,Vk) € R™** métrix i;-edik sorvektora.

k-formak R"-ben

. 1-formanak neveziink egy w : R™ — R linedris leképezést. Ekkor az 1-formak elemi 1-forméak linedaris

kombinacidi, tehat

w= iai dz, = wv) = iai dz; (v) = iaivi
i=1 i=1

i=1

. k-forménak neveziink egy w : R®** — R multilinedris leképezést. Az n dimenziés k-formék vektor-

teret alkotnak, ez a A" (R™).

Kils6 szorzat

7€ A"(R™) és A € A\'(R) kiilsé szorzata (vagy ékszorzata)
TAX:RGHD 5 R

k+1
TANE /\(Rn) T A )\(7)17 T avk+l) = Z(_l)lgl’r(vdla T 7v0k) : )‘(kaJrla T 7v0k+l)

[ea

|o| a permutécié inverzidszéma.

4.3.1. Alaptulajdonsagai

1.

2.

3.

Antikommutativ
dl’i A dlL’j = — dSUj AN dl’z

Altaldnos eset
TAXN=(=DFXAT

Asszociativ
WAAAT)=(WANAT

4. Disztributiv

WAA+T)=wAA+wAT
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4.4.
1.

2.

4.5.

Differencial k-formak

Differencidl 0-formanak neveziink egy f : R™ — R differencidlhaté skaldrmezot.

Differencidl 1-formdnak neveziink egy w : R® — R fliggvényt, melyre

w= z": fidx;
=1

ahol Vf; : R™ — R differencidlhaté fiiggvény.

. Differencisl k-formanak neveziink egy w : R"** — R fiiggvényt, melyre

w=)_ frda
I=1

ahol I indexhalmaz és f; differencidlhato fliggvények.

Kils6 derivalas

Ha f egy differencidl 0-forma, akkor kiilsé derivaltja differencial 1-forma:

_ N\~ 9Of
df =Y 3o, dx;
=1

forma, melyre

dw:Zﬁdxi/\de

"
i=1 9z

. Ha w differencidl k-forma, akkor kiilsé derivaltja:

dw:de[/\dl‘[:Zi:%dxi/\dx]
i 3

I =1

Altaldnos esetben ha w = 3", w;, akkor dw = 37, dw.

4.6.

Poincaré lemma

Adott w differencidlforméra d%w = d(dw) = 0.

. Ha w = f dx; egyetlen taghdl 4116 differencidl k-forma, kiils§ derivaltja dw egy differencidl (k + 1)-

2019.01.09. 14. oldal Erdélyi Aron, Feczké Botond



Analizis 3 vizsgajegyzet 5 TETEL

5. Tétel

5.1. Differencialformak R3-ban

R3-ban a formdk haszndlatdra néhdny konvenciét vezetiink be, amelyekkel Osszefiiggést teremtiink a
formak absztrakt vilaga, valamint a skaldr- és vektormezokrél kordbban tanultak koézott. Az elemi 1-
forméakat jelolje dx, dy és dz.

1. Ty egy O-formahoz skalarmezét rendel.
w= f(z,y,2) = To(w) = f(z,y,2)

2. T1 egy 1-forméahoz vektormez6t rendel.

f
w=fdzx+gdy+hdz = Ti(w)=|g
h
3. T, egy 2-forméhoz szintén vektormezot rendel.
h
w=fdxdy+gderdz+hdydz = Tr(w)= | —g
f

4. T3 egy 3-formahoz skalarmez&t rendel.

w=f(z,y,2)dedydz: = T3(w)=f

Ezek a hozzarendelések lehetové teszik, hogy a korabban definidlt vektoroperdtorokat visszavezessiik a
formak derivalasara.

5.1.1. Kiils6 derivalas és vektormez6 derivaltak kozti kapcsolat

1. Howe A°, w = f, akkor
T, (dw) = gradTp(w) = VTp(w)

2. Haw e /\1, w = fdx + gdy + hdz, akkor

T5(dw) = rotTh (w) = V x T1(w)

3. Haw e \°, w = hdady — gdzdz + f dydz, akkor

Tg(dw) = diVT2 = <V,T2(w)>

5.2. Integralas sokasagon

Adott M C R™ paraméteres megadésti k-dimenziés sokasag és w € A"(R™) differencidl k-forma. A
paraméteres megadasban ¢ : R¥ — R™ differencidlhaté leképezés, ahol D¢ € R™ ¥ teljes rangti matrix,
illetve V' C R* olyan nyilt gomb, hogy ¢(V) = M. Ekkor

/UJ:/W(D¢)d$1Ad$2A"'Ad$k.

M 14

5.2.1. Specialis esetek
1. Legyen n =2 és k = 1, tehat M gorbe, és w1 = f(z,y) dz, wa = g(x,y) dy. Ekkor

te[a,b]}
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b b
[er= [ emas= [ ra@rasona= [ s
M M

és

b b
[w2=[semas= [ st)ayona = [ oo
M

M

(t)
mert D(y) = |( . .
(7) <y(t)>
2. Legyen n = k = 3, tehat M térrész és OM zart feliilet, illetve w = hdxdy — gdaxdz + fdydz és

f
dw = (V,F)d(z,y, z), ahol F = (g . Ekkor

h
/dwz///(V,F)d(w,y,z): /wz#(F,dS).
M M oM oM
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6. Tétel

6.1. Green tétel
Adott P,Q : R? — R? differencialhaté fiiggvények. Ekkor

Z/ (?)f - ?;) d(z,y) aﬁf(dejL Qdy).

6.1.1. Teriiletszamitas

Legyen P(z,y) = —y és Q(x,y) = 0. Ekkor

[t~ f
D oD

Legyen tovabba P(z,y) = 0 és Q(x,y) = z. Ekkor

D) ://d(:r,y) = %wdy.
D oD
A(D) = ?é—ydx: %zdy:%%(xdy—ydx).

oD oD oD

Tehat

2. Altaldnos Stokes tétel

Adott w € A" 1 (R) differencial (k—1)-forma és M k-dimenzi6s irnyithaté sokaség. Ekkor dw € A" (R™)
differencidl k-forma és OM (k — 1)-dimenzids irdnyithaté sokasdg. Tegyiik fel, hogy M és OM irdnyitasa

azonos.
/dwz /w.

Ekkor
M oM

6.2.1. Specidlis esetek
1. legyen n = k = 1, tehat M = (a,b) intervallum és OM = {b,a}, illetve w = f(z) és dw = f'zdx.

Ekkor
/dw—/f dx—/w—/ff fla).

oM {b,a}

Ezzel belattuk a Newton-Leibniz formulét.

2. Legyen n = k = 3, tehat M térrész és M zart feliilet, illetve w = hdxdy — gdxdz 4+ fdydz és

f
dw = (V, F)d(z,vy, z), ahol F' = g . Ekkor

/dw—// (V. F)d(z,y, 2) = / #(F,dS).

oM oM
Ezzel belattuk a Gauss-Osztrogradszkij tételt.

3. Legyen n = 3 és k = 2, tehat M feliilet és OM zart gorbe, illetve w = fdz + gdy + hdz és

dw = (V x F,dS). Ekkor
/dw—//VdeS / 51§<Fdl>

Ezzel belattuk a klasszikus Stokes-tételt.
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4. Legyen n = k = 2, tehdt M sikbeli tartomany és OM zart gorbe, illetve w = fdx + gdy és
0 0
dw = (g - f) dz dy. Ekkor

dx oy
/dw—é/@fjg;t)d(w,y)— /w: %(fdy+gdy)~

M oM oM

Ezzel belattuk a Green-tételt.
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7. Tétel
7.1. Variaciészamitas: fizikai példak
7.1.1. Bernoulli-feladat / Brachisztokron probléma

Adott két pont a sikon: A és B, ahol az A pont magasabban van, mint B. Az A pontbdl elengediink
egy pontszerl testet egy gorbe alaku drétpalya mentén. Allandé nagysagu, lefelé iranyulé gravitaciét
és nulla surlédast feltételezve melyik az a gorbe, amelyen a test a legrovidebb idé alatt ér le B-be?

A

7.1.2. Forgastest felszin minimalizalas

Adott két pont a sikon A(a,yo) és B(b,y1), mindketté az x tengely felett van, azaz yo > 0 és y; > 0.
Ezeket a pontokat Gsszekotjiik egy sima gorbével, melyet valamilyen y = f(x) fliggvény grifja ad meg.
A gorbét forgassuk meg az x tengely koriil. Az igy keletkezett forgdstest felszine:

b
A:27r/ f@)V/1+4 f2(z)dz.

Feladat: Milyen f fliggvény esetén lesz a felszin a legkisebb, feltéve, hogy a gorbe két végpontja rogzitett:
f(a) =yo és f(b) =u?

7.1.3. Geodetikus gorbék

Adott egy feliilet R3-ban, és rajta két pont, p és ¢. A két pontot Osszekotd, a feliileten haladé I' gérbék
koziil melyik a legrovidebb?
Ha a T gorbe paraméterezése {z(t),y(t), z(¢)|t € [a,b]}, akkor a feladat:

b
S(F):/ V2 + 9% + 22 dt — min.
a

7.2. Feladat matematikai modellje

Adott a sikon két pont (xg,yo) és (z1,y1), ahol xg < 1.
A megengedhet6 fliiggvények halmazat C jeldli:

C ={¢: [xo,x1] = R kétszer folytonosan differencidlhatd, ¢(zo) = yo, d(x1) = y1}.

Adott tovabba I : C — R funkcionél
10) = [ Flaole). @) s

A feladat az, hogy megkeressiik azon u € C fliggvény(eke)t, mely(ek)re a funkciondl minimélis (ma-
ximalis). Azt mondjuk, hogy ekkor az u az I funkciondl staciondrius fiiggvénye.
Ekkor a variaciészamitas alapfeladata:

min I(¢) =7
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7.3. Optimum létezésének sziikséges feltétele

Tegyiik fel, hogy valamely u = u(z) € C figgvény minimalizdlja I-t. Ekkor az u fiiggvény kielégiti az
alabbi Osszefliggést:

d
Liu] :=F — @F[L, =0.
7.3.1. Euler-Lagrange egyenlet
Lju] = F/ — %F;, B F W F — "l =0
Bizonyitas
Adott

Co = {n : [xo,x1] — R|n kétszer folytonosan differencidlhatd, n(z¢) = n(x1) = 0}
perturbaciék halmaza.
Ekkor tudjuk, hogy Vu € C,n € Cy esetén (u+1n) € C. Legyen
G(e) :=1I(u+en).

Mivel G : R — R, igy meghatarozhatjuk a szélséértéket derivalassal, hiszen feltéve, hogy v minimalizalja
I-t,

VyeC:I(u) <I(y) = Ve:G(0) <G(e) = G'(0) =0.
Tudjuk, hogy

Gle) = / " F (@, ulz) + en(@), ul (2) + 2 (2) da

Zo

Innen - . -
G'(e) = / (Eln+ F.n')dz = / F/ndx —|—/ Fl,ndx =

0 Zo Zo

o / / Z1 o d / o / d ’
0 Fundz+Fu'77|$O* 20 @Fuﬁldiﬂ: v Fuia u! ndl':O

Feltételezhetjiik, hogy az n € Cy perturbacié nem nulla, igy kapjuk is a bizonyitandét.

7.4. Specialis esetek

Adott o
I(u) = / F(x,u(x),u (z))dz

Zo

funkcionél.
1. Tegyiik fel, hogy F = F(x,u). Ekkor F/, =0, amib6l

Lul = F, =0.

2. Tegylik fel, hogy F = F(z,u’). Ekkor F!, = 0, amibdl

d .,

L[U] = —5 o =

0= F,=c = F=cu.

3. Tegyiik fel, hogy F = F(u,u’). Ekkor definidljuk a kiovetkezd energiafiiggvényt:
E(z) := F(u(x),u/(z)) — u'(2)F, (u(z), v (z)) = F —u'F,

Ekkor
E =JF,+4"F,, —J"F,, =4 (WF/,, +u"F,,,)=4Lu=0 = E=c.

u’ u’

2019.01.09. 20. oldal Erdélyi Aron, Feczké Botond



Analizis 3 vizsgajegyzet 7 TETEL

7.5. Brachisztokron feladat megoldasa

Adott A(zg,yo) és B(x1,y1) pontok, ahol z¢p < x1 és yo > y1. Az Eket Osszekotd gorbe: y : [xg,21] = R
kétszer differencidlhaté és y(zg) = yo, valamint y(z1) = y1. Tegylik fel, hogy az (xo,yo) pontban a test
sebessége vy, igy

2
—mu,
2 O

tehat adott a kezdeti energia. Ehhez hasonléan adott pontban a test v sebessége mellett

Ey = E, + E, = mgyo +

1
E= E+Ek—mgy+2m1)2:>v_\/ ——y
mg

Ekkor a I' gérbén a gurulas ideje
/ dl / V1+y? du
r

e

E
Legyen u = = _ y, amibdl a minimalizdland6 funkciondl:
mg

Hy - L[ VI
\/E Zo ’LL((E)

dr — min.

Felirva az energiafiiggvényt

E_\/l—l—u’2 , o’ B 1 B
= —Uu = = C1

Vu Vul+u?)  Ju(l+u?)

amibdl

ucy

Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet, megoldasa

2
/ Cliudu:/dz
1—clu
2

1
Legyen 7 := cju, amib6l du = — d7. Folytatva:
c

1
1 T
= | dr=x—
c%/ 1_7_7' T — Co

Ujabb helyettesitésként legyen sin® ¢ := 7, ekkor dr = 2sin ¢ cos ¢ d¢. Tehat

/\/7 /J%Qsinqﬁcosd)dd?:/2sin2¢d¢:/(l—cos(2¢))d¢:¢_;sin(gdy).

Helyettesitsiink vissza, és legyen 6 = 2¢.

1
T —co= E(H —sin#).
Végiil

L(1 —cosf).

1 1 1
u= 27'——231112¢>:—(1—cos9):>y—yo:22
1

2
ct ct 2c]

Ez egy ciklois-darab paraméteres lefrasa.
A kezdeti feltételekbol meg lehet hatdrozni a paramétereket.
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8. Tétel

8.1. Variaciészamitasi alapfeladat

Adott tovédbbé I : C — R funkcional
10) = [ Flaole). (@) s
o

A feladat az, hogy megkeressiik azon u € C fliggvény(eke)t, mely(ek)re a funkciondl minimdlis (ma-
ximdlis). Azt mondjuk, hogy ekkor az u az I funkciondl staciondrius fiiggvénye.
Ekkor a variaciészamitas alapfeladata:

min I (¢) =7

8.1.1. Optimum létezésének sziikséges feltétele

Tegyiik fel, hogy valamely u = u(z) € C figgvény minimalizdlja I-t. Ekkor az u fiiggvény kielégiti az
alabbi Osszefiiggést:

d
Llu] :=F, — —F!, =0.
W) == F,— P
8.1.2. Euler-Lagrange egyenlet
d
Liu) = F} = = Fly = Fl, = Flly = ' Fiby = ' Flby =0
x

8.2. Specidlis esetek: F(x,u,u') hidnyos valtozdkkal
Adott -
I(u) = / F(x,u(x),u (z))dz

0

funkcional.
1. Tegyiik fel, hogy F' = F(z,u). Ekkor F!, = 0, amib6l

Lu) = F, =0.

2. Tegyiik fel, hogy F = F(z,u’). Ekkor F) = 0, amibdl

d
L[u]:—d— V=0 = F,,=c = F=cu.
T

3. Tegyiik fel, hogy F' = F(u,u’). Ekkor definidljuk a kovetkezd energiafiiggvényt:
E(z) := F(u(z),u'(z)) — v (2)F, (u(z), v/ () = F —u'F,
Ekkor
E =JF,+4"F,, —J"F,, =« (WF/,, +v"F,,)=4Lu=0 = E=c.
8.3. Forgastest felszin minimalizalasa

Adott két pont a sitkon A(a,yo) és B(b,y1), mindketté az x tengely felett van, azaz yo > 0 és y; > 0.
Ezeket a pontokat Gsszekotjiik egy sima gorbével, melyet valamilyen y = f(x) fliggvény grifja ad meg.
A g0Orbét forgassuk meg az x tengely koriil. Az igy keletkezett forgédstest felszine:

b
A:27r/ f(@)V/1+4 f2(z)dz.

Feladat: Milyen f fliggvény esetén lesz a felszin a legkisebb, feltéve, hogy a gorbe két végpontja rogzitett:
f(a) =yo és f(b) =u?
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Ebben az esetben legyen u : [a,b] — R, kétszer folytonosan differencidlhaté fliggvény és a minimalizdlandé

funkcional .
I(u) = / u(z)y/1+ u?(z)dx.
a

F=u-vV1+u?=F(u,u), tehdt F nem fiigg x-t6l. Hasznéljuk az energiafiiggvényt:

u'u u u
E=F—-JF,=u-V1+u?2 -4 = 1+u?—u)=—_ —¢
V1+u? \/1+u’2( ) V14 u'?
Innen
2 2
u—2:1+u'2:>u’: U—Q—l
c c
d / 2 1
& (E) -1 = du= [ dz
dx c uN 2
() -
c
1 1 1
Tudjuk, hogy arch’ (r) = ———, ezért arch’ (E) = -
2 —1 c

/~
o8
(V)
I
—
o

(51

c-arch(g) =z+d = arch(g) = ztd
c c c
Ebbodl kovetkezik, hogy
u:ch<x+d> :>u(x):c-ch($+d)
c c c

A ¢ és d konstansok értékeit a kezdeti feltételekbdl lehet kiszdmolni.

8.4. Mechanikai alkalmazas

Egy rendszer Lagrange fliggvénye
L=T-V

ahol T a kinetikus energia és V' a potencidlis energia.

8.4.1. Hamilton elv

Ekkor a Hamilton elv alapjan ty idopillanatban 1évé kiinduldsi allapotbdl a t; idépillanatban 1év6
végallapot kozott a mozgds olyan, hogy minimalizalja az

I:/tl(T—V)dt

to

funkcionélt.

8.4.2. Energiamegmaradas térvénye
Erre a rendszerre felirva az energiafiiggvényt kapjuk, hogy
E=-T-V=c

tehat a rendszer Gsszenergiaja konstans.
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8.5. Feltétel melletti optimalizalas

Adottak (zg, o), (x1,y1) € R? pontok és
C ={¢: [xo,x1] = R kétszer folytonosan differencidlhatd, ¢(zo) = yo, d(z1) = y1}

megengedhet6 fliggvények.
Adott tovabba az I : C — R funkciondl

10) = [ Flaole). @) s
Ezenfelil adott a J : C — R funkciondl
16) = [ Glaole). o (@) da.

A feladat az, hogy megkeressiik azon u € C fliggvény(eke)t, mely(ek)re az I funkciondl minimdlis (ma-
xim4lis) a J = 0 feltétel mellett.
8.5.1. Euler-Lagrange egyenlet

Tegyiik fel, hogy valamely v = u(x) € C fiiggvény minimalizalja a funkcionalt az extra feltétel teljesiilése
mellett. Ekkor van olyan A € R konstans, melyre az u fliggvény kielégiti az alabbi Gsszefliggést:

F*=F - )G
oF* d OF* d
L — e * *I/:
[u] ou dz ow “odp ¢ 0
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9. Tétel

9.1. Tobb fiiggvény egyiittes stacionaritasa
Adott

C=A{d1,P2, + ,bn : [0, 21] = R|Ve; kétszer folytonosan differencidlhatd, Vo, (xo) = yo,, di(z1) = y1, }-

Tovabbéa adott I : C — R funkcional

Z1

I(¢17¢27"' ad)n) :/ F(Iad)l('r)’ 7¢n(z)7¢/1(‘r>7 ,d);(l‘))dl‘

0

A feladat, hogy megkeressiik azon fiiggvényeket, melyekre a funkcional minimalis.

9.1.1. Optimum létezésének sziikséges feltétele

Tegyiik fel, hogy valamely u = (u1, ug,- - ,uy,) € C fiiggvény minimalizélja I-t. Ekkor u koordindtafiiggvényei
kielégitik az aldbbi Euler-Lagrange egyenleteket:

d
Lylu] = Fy, = - Fiy =0

9.1.2. Energiafiiggvény

Tegyiik fel, hogy F' nem fiigg z-tél. Ekkor minden stacionarius megoldashoz van olyan ¢ konstans, hogy
a megfelelden definidlt energiafiiggvénye konstans:

|
o

n
L ’ / z: ! ’
E-—F(ulv"'vunvula"'vun)_ ukFu;C(ula”'7unvu1,"'aun)_
k=1

9.1.3. Geodetikus gorbék altalanos feliileten

Adott S C R3 feliilet
S = {s(u,v) = (m(u, v),y(u,v), z(u, v))‘(u, v) € D}

ahol D C R? illetve adottak Py = (uy,v1), Py = (ug,v2) € S pontok. A célunk, hogy kiszamoljuk azt a
I'={y(t)|te[tr,ta]} C S

minimélis hosszisdgi gorbét, melyre y(t1) = Py és y(t2) = Pa.
Mivel I C 5, legyen a gorbe paraméterezése

Tudjuk, hogy a I' gérbe hossza
to to
S(T) :/dl :/ |5 (@)| dt :/ Va2 +g? 4 22dt
T t1 t1

ahol a lancszabdly miatt

Oxr . Oz
&= &x(u(t),v(t)) =544 + 207
_4 _ 9%, %
d 0z . Oz,
z= &z(u(t),v(t)) = %u—&— 257
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Tehdt
_|_ _|_ % - 2+ @_’_@ 2+ %_f_% 2_
Pyt 8= o a o' o’ aw' T a) T

2+ 02 2 2y aggax+8y8y+%% Vit
ou Y Oudv Oudv Oudv u

Q
2 az 2
< > +(6> )@2—u2p+u@Q+@2R.
v

Ekkor v-t felirhatjuk u figgvényében, olyan v(u) fiiggvényt keresve, melyre v(uy) = vy és v(ug) = vs.

U2P+UUQ+U2R :( )7.'1/2P+'(:L27J,Q+'(:L2'U/2R:1.L2(P+U/Q+U/2R).
v=v"1

Visszahelyettesitve

to ta
T = 2 (P / /2 — P l 12 Ro —
) /t1 \/u( +v'Q + v R)dt /t1 VP+UQ+wv Rudtdu:udt
u
:/ VP +vQ+v?2Rdu.
Ul

Tehat a minimalizalandé funkcional

U2

)= [ VPFQE R = [ Fluv)du.

U1

Hasonldan felirhatjuk u-t v fliggvényében, ekkor a funkcionél

V2 V2
:/ \/u’2P+u’Q+Rdv:/ F(v,u,u)dv.
vy

V1

9.1.3.1. Geodetikus gorbék egységgémbon

Legyen az egységgdmb paraméterezése
sin ¢ cos 6
s(0,¢9) = | singsind

cos ¢
illetve
z(0(t), o(t)) sin ¢(t) cos O(t)
(1) = [ y(0(t), 6(t)) | = | sing(t)sind(t)
z(@(t), gb(t)) cos ¢(t)
amibdl

P = sin® ¢(t) sin? 0(t) + sin” ¢(t) cos® O(t) = sin® H(t)
Q = —25sin @(t) cos ¢(t) sin §(t) cos O(t) + 2 sin ¢(t) cos p(t) sin O(t) cos O(t) =0
R = cos? ¢(t) cos® O(t) + cos? ¢(t) sin? O(t) + sin’ ¢(t) =

Tehat a minimalizdlandé funkciondl

b2 b2
) = 1+ 072(¢)sin? pdg = F(6,0,0")dé.
) / 1+ 62(6) sin? g dg /¢ (6,6,0") do

Felirva az Euler-Lagrange egyenletet

—aj_iaj 2 . 2 —
L[6] = 50 d¢89’_ \/1—|—9 sin? ¢ d¢80’\/1+0 sin? ¢ =

d  #sin’¢ _ O'sin®¢
B EEhsa——— =C1.

do \/1 4 672sin? ¢ V1+6072sin? ¢
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Kifejezve 6'-t
C1

0 =
\/sin? ¢ — 2 sin 2o
amibdl
0= cl/ =cC1 / 5
sin ¢ — c? sin? sin® ¢y /1 — wfﬁ
:Cl/ d(b - 1/
sin? /1 — 3 — ¢ ctg? ng T= Ctg¢ \/1—c1—0172
_7<1n2q5
01
1— cl T C1 Ctg¢
dT = arccos ——— + ¢y = arccos ——— + Co.
Cer V1-—c? V1-—¢?
1 cl
Teh&t
. . cictg o
cos(f — c2) = cosf coscy + sinfsincs = ——
V1—ct
amibdl
€1 COS
sin ¢ cos 6 cos ¢y + sin ¢ sin @ sin co — 1059 =
V1=¢2
Ekkor
. zC1
xcoscy +ysincg — ————= =10

v 1—= c%
Azt 1atjuk, hogy a két pontot Osszekdtd minimélis hosszusagu feliileti gérbe egy olyan sikon fekszik,

amely dtmegy a két ponton és a kor kozéppontjan (hiszen az origd kielégiti a fenti egyenletet), tehdt a
két ponton atmend fokor a megoldés.
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10. Tétel

10.1. Tobbvaltozés fiiggvény, mint ismeretlen

Adott S C R™ dsszefiiggd tartomany, és ennek hatardn egy rogzitett ug : S — R™~! folytonos fiiggvény.
A megengedett fiiggvények halmaza:

C={¢:S — R, kétszer folytonosan differencidlhaté és ¢(x1,--- ,x,) = ug(x1, -+ ,2,), ha (z1, -+ ,z,) € IS}
Ezek koziil keressiik azt, mely minimalizalja az I funkcionalt:
I((b) = /F (xla"' ,xn,¢(m1,-~- 7xn)7¢/m1(x17"' ,Z‘n)7"' a(b/zn(xh"' 7xn)) d(l‘l," . 7xn) .
S

F :R?+1 5 R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény.

10.1.1. Optimum létezésének sziikséges feltétele

Tegyiik fel, hogy valamely u € C fiiggvény minimalizalja az I funkcionalt. Ekkor az u fliggvény kielégiti
az aldbbi Euler parcidlis differencidlegyenletet:

Llu] = F! — Z%F{L, =0.
i=1 "

Tq

10.1.2. Specialis eset: Kétvaltozoés fiiggvény

Adott S C R? 6sszefiiggd tartomdny, és ennek hatdran egy rogzitett ug : S — R folytonos fiiggvény. A
megengedett fliggvények halmaza:

C={¢:S5 — R, kétszer folytonosan differencidlhaté és ¢(x,y) = uo(z,y), ha (x,y) € dS}.

Ezek koziil keressiik azt, mely minimalizalja az I funkcionalt:

1(6) = // F (2, 6(2,9), 6, (2, 9), &, (z,9)) d(z, ).
S

F : R% — R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény.

10.1.2.1. Optimum létezésének sziikséges feltétele
Tegyiik fel, hogy valamely u € C fiiggvény minimalizélja az I funkcionalt. Ekkor az u fliggvény kielégiti
az alabbi Euler parcialis differencidlegyenletet:

0 0

10.1.2.2. Minim4dlis felszin (Plateau-feladat)
Keressiik azt az u kétvaltozds figgvény, melynek a felillete minimélis az adott peremfeltételek mellett.

A funkcionél - -
= fLas= /e (%) 4 (2) e

Az Euler-Lagrange egyenletet felirva
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amibdl
0%u ou\” 0%u ou\’ ou du 0*u
— |1+ = +— |1+ = —2———=0
0x? Oy Oy? oz Ox Oy Oxdy
Feltéve, hogy %Z és g—z kicsik, azt kapjuk, hogy Au = 0, tehdt a Laplace-egyenletet kapjuk.

10.1.2.3. Hur mozgasanak egyenlete
Az [ hosszisdgi m tomegl hur rezgémozgast végez. Ekkor a mozgasi energidja

m ' ou)?

V(t)=7[< 1+<gz>2—1>dx.

kicsi, és kozelitsuk U (t)-t az integrandus Taylor-polinomjaval, miszerint

! 1/0u\? r [t ou\?

Ekkor a Hamilton-elv alapjin a [t1,t2] intervallumban a hir mozgdsa minimalizélja az

t2 ta ou\> 1 /0u\> ou Ou
I(u :/ T - V(t dt:/ / m() —() dxdt:// F(m ,u,,)dx,t
() t1 ( () ()> t1 Jo (21 ot 2\ 0x [0,1] X [t1,t2] Y dx" dy (1)

funkcionalt. Felirva az Euler-Lagrange egyenletet

illetve helyzeti energidja

Tegyiik fel, hogy

u
ox

p = 28 0 0F 00F  Ow m&u 0w 1ldu
YT 00 T x0T oo T Toa? T T o o7~ m o

Tehat a megoldast a hullamegyenlet megoldésabdl kapjuk.
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11. Tétel

11.1. PDE tipusai, alapkérdések

A parcidlis differencidlegyenlet egy olya Osszefiiggés, ahol az ismeretlen egy tobbvaltozds fliggvény. Az
egyenletben szerepelhet maga a fliggvény, derivaltjai: a fiiggvény gradiense, Hesse-métrixa, magasabb-
rendii parcialis derivaltjai is.

Az ismeretlen fiiggvény koordinatai kozott van egy kivédlasztott - ez a t -, ami az id6 fizikai mennyiségének
felel meg, a tobbi pedig - x - a hely koordinatait adjak meg. Ebben az esetben az ismeretlen fiiggvényt
w(xy, -, Tp,t) jeloli.

11.1.1. Alapkérdések
e Megoldhaté-e a PDE?

e Ha igen, létezik-e egyértelmii megoldds? Jelenleg nem all rendelkezéstinkre olyan dltalanos elmélet,
melynek segitségével az 6sszes PDE-t meg tudnank oldani, s6t, ugy sejtjik, hogy ilyen elmélet nem
is létezik.

e Stabil-e a megoldas? Stabil megoldasrdl akkor beszéliink, ha az folytonosan flige a PDE pa-
ramétereitol és a kezdeti feltételektol.

A PDE-ket két nagy csoportba oszthatjuk: linearisra és nemlinedrisra.

11.1.2. Linearis PDE-k

e Transzport egyenlet

up+b-ul, =0
e Laplace-egyenlet (u nem fiigg az id&tél)
Au=0
e Helmholz-egyenlet
Au = —\u

Itt a A-t is keressiik, egyben sajatérték probléma is.

Hévezetés egyenlete (u fiigg az id6t6l is)

uy, = Au
e Schrodinger egyenlet
i-uy=—Au
e Hulldmegyenlet
uy, = Au

11.1.3. Nemlinearis PDE-k

lgrad u| = |Vu| =1

e Minimalis feliilet
. grad u Vu
div| ———== | =(V,—/——== ) =0
<\/1+|gradu|2> < \/1+Vu2>

11.2. Transzport egyenlet
Adott u(z,t) kétvaltozos fiiggvény. Ekkor a transzport egyenlet

ou ou

és a kezdeti feltétel u(z,0) = g(z).
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11.2.1. Homogén eset

Adott u(z, t) kétvaltozos fiiggvény. A homogén transzport egyenlet

ou ou
5 + b% =0 u(z,0) = g(x).

Ekkor
u(z,t) = gz — bt).

11.2.1.1. Gyenge megoldas, szakadas terjedése idében
Ha a kezdeti feltételnek szingularitdsa van, akkor a g(x — bt)-t gyenge megolddsnak nevezzik. Ekkor a
szingularitds nem t{inik el, hanem idében tovabb terjed.

Bizonyitas
Definidljunk egy z(s) fiiggvényt, melyre
2(s) :=u(x + bs,t + s)
Ekkor 5 5
’ _du Ju _
Z'(s) = &E(x-l—bs,t—f—s)b—l— 8t($+bs’t+8) 0
z(0) = z(—t)

Ezért
u(z,t) = u(x — bt,0) = gz — bt)

11.2.2. Inhomogén eset 0 kezdeti feltétellel

Adott u(z, t) kétvaltozds figgvény. Az inhomogén transzport egyenlet 0 kezdeti feltétellel

ou  Ou
— +b— = t =0.
5 Tbg, = @t u(,0)=0
Ekkor 0
u(z,t) = flx+bs,t+s)ds.
—t
Bizonyitas

Vizsgéljuk meg a fliggvény értékét a (b, 1) irdnyu egyenesek mentén! Legyen
z(s) == u(z + bs,t + s)
amibdl
2'(s) = —b+ — = f(x +bs,t +s).
Tehat

hiszen z(—t) = u(x,0) = 0. Ekkor

0
u(z,t) = 2(0) = f(x+bs,t+s)ds.

11.2.3. Inhomogén eset
Adott u(z,t) kétvaltozos figgvény. Az inhomogén transzport egyenlet
7+b7{L‘ :f(l',t) ’LL(.’t,O) :g(l')

Ekkor 0
u(m,t):g(m—bt)+/ f(xz+bs,t+s)ds.
—t
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11.3. Laplace egyenlet R3-beli tartomanyban
Adott U C R3 nyilt, sima hatari tartoméany. A keresett fiiggvény u : U — R kielégiti a Laplace-egyenlet:

o " "o
Au = ug, + Uy, +uy, = 0.

11.3.1. Fizikai hattér

Ez az egyik leggyakrabban el6fordulé PDE. A keresett fiiggvény ¢-tél nem fligg, idében allandé allapotok
lefrdsdra alkalmas (pl. egyensilyi helyzetek). Gondolhatunk egy kémiai anyag stir(iségére, hémérsékletre,
vagy elektromos potencidlra. Az egyensulyi allapot azt jelenti, hogy barmely zart felilleten keresztiil az
adott jellemz6 nem valtozik.
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12. Tétel

12.1. Laplace-egyenlet
Adott U C R™ és u : U — R. Ekkor az egyenlet

"L 9%
Au=S"2_.
u Zaxi 0
k=1

12.1.1. Peremfeltételek tipusai

1. Dirichlet-feltétel
Va € OU-hoz u(x) = f(x) adott.

2. Neumann-feltétel
Va € OU-hoz normélvektor szerinti irdnymenti derivélt, 2% (z) = f(z) adott.

3. Kevert feltétel
Va € OU-hoz au(x) + B34 (x) = f(x) adott.
12.1.2. Megoldéas az egységnégyzeten, Dirichlet-feltétellel

12.1.2.1. Els6 eset
Adott Q= (0,1) x (0,1) és

Ekkor

£
8
S
I
hgE

9 1
i i h .
(sh - /0 f(z)sinkrx dx) sin krx sh kmy

k=1

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy u(z,y) = X(2)Y (y), {gy a Laplace-egyenlet

X"(@)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0

amibol
X”(I) B Y”(y)
X(x) Y(y)
hiszen a két hanyados kiilonboz6 véltozdk fliggvénye, tehat biztosan konstans az eredmény. Ebbdl két
differencidlegyenletet irhatunk fel, miszerint

=A

X"(x) =X ()  Y'(y) = -AY(y).
A kezdeti feltételekbol

Tegyiik fel, hogy s2 = A > 0. Ebb&l

amibdl a kezdeti feltételek miatt
X(0)=A+B=0 = B=-4
X(z) =2Ashsx
X(1)=2Ashs=0 = A=0vagys=0
tehat azt kapjuk, hogy X = 0, ami ellentmondés. Tehét legyen A = —s2. Ebbdl az egyenlet megolddsa
X(xz) = Acos sx + Bsinsx

amibdl a kezdeti feltételek miatt
X(0)=A=0
X(1)=Bsins=0 = s=kr keZ.
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Tehdt A\ = —(km)?, amibdl a masodik egyenlet megoldasa
Y (y) = AeF™ + Be k™
amibdl a kezdeti feltételek miatt

Y(0)=A+B=0 = B=-A.

Tehat
Y (y) = AeF™ — Ae™*™Y = 2 Ash kny.
Tehat
ug(x,y) = Ag sinkrx sh kmy
illetve

u(z,y) = Zuk = ZAk sin kwx sh kmy.
k=1 k=1

Az u(z,1) = f(z) kezdeti feltételbsl

flx) = Z Ap sinkrxshkn = Z by sin k.

k=1 k=1

Egy Fourier-sort kaptunk, amibél tudjuk, hogy
1
Apshkr =b, = 2/ f(x)sinkrx dx
0

amibol
bi 2

1
= = — inkma d
sh km shk:7r/0 f(@)sinkr dv

A

illetve

u(z,y) = Z (sh o /0 f(z)sinkra dx) sin krx sh kmy.

k=1

12.1.2.2. Masodik eset

Au = Q=1(0,1) x (0,1)
u(z,0) = u(z,1) = u(0,y) =0
u(l,y) = f(y)
Ekkor
oo 9 1
u(z,y) = / f(y)sinkmy dy | sh kme sin krmy.
( ; (sh km Jo
Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy u(z,y) = X(2)Y (y), igy a Laplace-egyenlet
X"()Y (y) + X(2)Y"(y) = 0

amibdl
X'(z) _ _Y"(y)

X(x) Yy

=A

hiszen a két hanyados kiilonboz6 valtozok fiiggvénye, tehat biztosan konstans az eredmény. Ebbdl két

differencidlegyenletet irhatunk fel, miszerint
X'(x) =AX(z)  Y'(y)=-AY(y).

A kezdeti feltételekbdl
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Tegyiik fel, hogy A = —s? < 0. Ebbdl
Y(y) = Ae®¥ + Be®

amibdl a kezdeti feltételek miatt

Y(0)=A+B=0 = B=-A
Y (y) = 2Ash sy
Y(1) =2Ashs =0 = A=0vagys=0

tehat azt kapjuk, hogy Y = 0, ami ellentmondés. Tehat legyen A\ = s2. Ebbél az egyenlet megolddsa
Y (y) = Acossy + Bsin sy

amibdl a kezdeti feltételek miatt

Y(0)=4=0
Y (y) = Bsinsy
Y(1)=Bsins =0 = s=kr keZ.

Tehdt A = (k7)2, amibél a masodik egyenlet megoldasa
X (x) = Aek™ 4 Be=kme
amibdl a kezdeti feltételek miatt

X(0)=A+B=0 = B=—A.

Tehéat
X (x) = AeF™ — Ae™ ™% = 2Ash k.
Tehat
ug(z,y) = A sh ke sin kny
illetve

u(z,y) = Zuk = ZAk sh kmx sin kmy.

k=1 k=1
Az u(1,y) = f(y) kezdeti feltételbdl

fly) = Z Ap shkmsinkry = Z by, sin kmy

k=1 k=1

Egy Fourier-sort kaptunk, amibol tudjuk, hogy

1
Apshkm =by = 2/ f(y) sinkmy dy
0

amibol .
b 2
= | Fwsinkmyay
0

A = shkr  shkrn

illetve

U(.’I},y) = Z (

9 1
hor / f(y) sinkmy dy) sh kmx sin kmy.
k=1 0
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12.1.2.3. Harmadik eset

Au = Q=(0,1) x (0,1)
u(l,y) = u(z,1) = u(0,y) =0
u(z,0) = f(x)
Ekkor
u(z,y) = Z (sh - /O f(z)sinkrx dx) sin krax shkr(1 — y).
k=1
Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy u(z,y) = X(2)Y (y), {gy a Laplace-egyenlet
X"(@)Y (y) + X(2)Y"(y) =0

amibdl
X"(x) _ Y'(y)

X(z)  Y(y)

hiszen a két hanyados kiillénb6z6 valtozok fiiggvénye, tehat biztosan konstans az eredmény. Ebbél két
differencidlegyenletet irhatunk fel, miszerint

=A

X'(2) = AX(z)  Y(y) = ~AY(y).
A kezdeti feltételekbdl

Tegyiik fel, hogy s? = A > 0. Ebbél
X(x) = Ae®® + Be™™*

amibdl a kezdeti feltételek miatt

X0)=A+B=0 = B=-4
X(z) =2Ashsx
X(1)=2Ashs=0 = A=0vagys=0

tehat azt kapjuk, hogy X = 0, ami ellentmondés. Tehdt legyen A = —s2. Ebbé] az egyenlet megoldésa
X(z) = Acos sx + Bsin sz

amibdl a kezdeti feltételek miatt

X0)=A=0
X(1)=Bsins=0 = s=kr keZ.

Tehit A\ = —(km)?2, amibdl a masodik egyenlet megoldésa
Y (y) = Aef™ 4 Be F™
amibdl a kezdeti feltételek miatt

Y (1) = Aef™ 4+ Be ™™ =0 — B = —Ae?F™,

Tehat
Y (y) = AeF™ — Ae P2 = _2eAsh kx(1 — y).
Tehat
ug(z,y) = Ag sinkreshkn(l —y)
illetve

u(z,y) = Zuk = ZAk sin krz shkr(1 —y).
k=1 k=1
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Az u(z,0) = f(x) kezdeti feltételbdl

flx) = Z Ap sinkrashkr = Z by, sin kmx
k=1 k=1

Egy Fourier-sort kaptunk, amibél tudjuk, hogy
1
Apshkr = b, = 2/ f(x)sinkrx dz
0

amibél
by, 2

1
A = e m/o f(x)sinkrz dz

illetve

o0 1
u(z,y) = Z (Shim /0 f(z)sin kra dx) sin kraxshkn(1 — y).

k=1

12.1.2.4. Negyedik eset

Ekkor

(2 [ .
u(x,y) = Z (sh o /0 f(y) sin kwydy) sh k(1 — ) sin kry.

k=1

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy u(z,y) = X(2)Y (y), igy a Laplace-egyenlet

X" (@)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0

amibdl
X"(x) 7Y”(y)

X(z)  Y(y)
hiszen a két hanyados kilonboz6 valtozok fiiggvénye, tehat biztosan konstans az eredmény. Ebbdl két
differencidlegyenletet irhatunk fel, miszerint

=A

X'(z) =AX(z)  Y'(y) = -AY(y).
A kezdeti feltételekbdl

Tegyiik fel, hogy A = —s? < 0. Ebbdl
Y (y) = Ae®¥ + Be®

amibdl a kezdeti feltételek miatt
Y(0)=A+B=0 = B=-A
Y(y) =2Ashsy
Y(1) =2Ashs=0 = A=0vagys=0
tehat azt kapjuk, hogy Y = 0, ami ellentmondés. Tehat legyen A\ = s2. Ebbél az egyenlet megolddsa
Y (y) = Acossy + Bsin sy
amibdl a kezdeti feltételek miatt
Y(0)=A=0
Y (y) = Bsinsy
Y(1)=Bsins =0 = s=kr keZ.
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Tehdt A = (k7)2, amibdl a masodik egyenlet megoldasa

X(x) = Aek™ 4 Be=kme

amibdl a kezdeti feltételek miatt

X(1) = Aef™ + Be ™™ =0 = B = —Ae*™
Tehat
X(x) = AeF™ — Ae7*"(@=D) = _9eAshkn(1 — ).
Tehét
ug(z,y) = A shkn(l — x) sin knry
illetve
o0 oo
u(z,y) = Z ug = Z Apshkr(l — x) sin kry.
k=1 k=1
Az u(0,y) = f(y) kezdeti feltételbdl

y) = Z A shkmsinkry = Z by, sin ky
k=1 k=1

Egy Fourier-sort kaptunk, amibol tudjuk, hogy
1
Apshkm = by = 2/ f(y)sinkmy dy
0

amibol

by, 1 )
Ap = = kryd
¥ Shkr  shkr /0 fly)sin by dy
illetve
oo 2 1 . '
u(z,y) = Z o~ kw/o f(y)sinknydy | shkn(1 — ) sin kry.
k=1
12.1.2.5. Altaldnos eset
Au=0 Q=1(0,1) x (0,1)
u(x, 1) = f1($>
u(l,y) = f2(y)
u(z,0) = fo(x)
u(0,y) = fay)
Ekkor
= Z / fi(z)sinkrz dz | sinkra sh kry+
Pt sh km
o0
+ ; (sh o / fo(y) sin kmy dy) sh kmz sin kry+
+’; (shkw/ fa(z smk:mcda:) sin krzshkr(l —y)+
+ ; (sh o / fa(y) sinkmy dy) shkn(1l — ) sin kmy.
Bizonyitas

Az els6 négy eset Osszegeként all eld a megoldas.
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12.1.3. Laplace egyenlet polarkoordinatakban
Legyen W (r,0) = u(r cosf,rsin6).

oW  Ou ou .

o %COSQJr 8—ysm€

2 2 2 2
aag/:%COSQQJF%SiHGJrQ;TgyCOSHSmG

o _ *%T‘Shﬂ + @rcosﬂ

00 ox Ay
82W 32’& 2 2 au 82U 6u 821'
_— = o 0 — — 0 z 2 20_7 9_272 0sin 0
902 8332T sin 8xrcos + 8y2r Cos ayrsm ayzr cos 0 sin

Ebbadl lathatjuk, hogy
82W+187W+i82w _@—F@_AU_O
Or? ror 2 062 922 Oy? o

12.1.3.1. Megoldas egységkoron, Dirichlet-feltétellel

Au=0 Q= {(z,y) e R?*|2® +y* € [0,1]}

u(z,y) = f(z,y)  (z,y) €Q
Legyen
W(r,8) = u(rcos,rsinb)
fgy
or2 r or  r?2 962
Tegyiik fel, hogy W (r,0) = R(r)T(0), igy a Laplace-egyenlet

= Au=0.

1 1
R'T+-RT+ =RT"=0
r r2

amibol
r?R" +rR’ T" N
R T

hiszen a két hanyados kiilonb6z6 valtozok fiiggvénye, tehdt biztosan konstant az eredmény. Ebbdl két
differencidlegyenletet irhatunk fel, miszerint

r*R'(r)+rR'(r) = AR(r)  T"(0) = —\T(0).
A peremfeltétel ekkor
W(1,0) = R(1)T(0) = f(0) T(0) = T(2m).
Legyen A = n?, innen T = —n2T, ezért
T(0) = Acosnb + Bsinnf
T(0)=A4 T(2m) = Acosn2m + Bsinn2mr = ez a legegyszeriibb megoldds, n =k € N
r?R"+rR = AR, A = k%
Legyen k = 0, ekkor
R’ +rR =0
R(r) = ¢ vagy R(r) =1Inr — 0-ban nincs értelmezve, el lehet vetni
Legyen k # 0, ekkor
R’ +rR = kR
R(r)=Ar" 4+ Br™"
I R(r) = Anr" ' + B(—n)r—"!
IL. R"(r) = A(n* —n)r" 2 + B(n*> 4 n)r "2
Szorozzuk be az I. egyenletet r-rel, a IT.-at pedig r2-tel, majd adjuk ssze Sket:
r?’R" +rR = An*r" + Bn?r " = rrzilk%
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Tehat
R(r) = Apr™

Wi (r,0) = r"(A,, cosnb + B, sinnf)
illetve

W(r,0) = > Wy(r,0) = > r"(A, cosnb + B, sinno).
n=0 n=0

A peremfeltételbol

W(1,0) = i(An cosnb + B, sinnf) = f(0).
n=0

Tehdt az A, és B, egyiitthatékat f(6) Fourier-sorfejtésébél hatdrozhatjuk meg.

12.1.3.2. Poisson mag
Adott feladat (Au = 0, hévezetés, + Dirichlet, + Neumann), akkor K (z,y,t), melyre

u(z,y) Z/K(%y,t)f(v(t))dt
o0

A Poisson mag a tartomany sajatja.
Példa
Au =0 (x,y) >0

u(z,0) = g(z)
Ekkor
u(xa y) =

3=

. = 4c — ot ol
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13. Tétel

13.1. Ho6vezetés egyenlete

Adott Q C R™ nyilt tartomany és Q; = Q x (0,00). Ekkor a hdvezetési feladat
ou " 9%
E = Z ~ 5 = AU.

Ezen feliil adott kezdeti feltétel, vagy peremfeltétel.

13.1.1. Hovezetés véges rudban
Legyen 2 = (0, 1), {gy 92 = {0, 1}. Ekkor olyan u(x,t) fiiggvényt keresiink, melyre
ou  0*u

a9z

13.1.1.1. Peremfeltétel és kezdeti feltétel

Dirichlet-feltétel

Az u(z,0) = f(x) kezdetiérték feltétel és u(0,t) = u(1l,t) = 0 peremfeltétel, ahol z € Q,¢ € (0,00). Ez
azt jelenti, hogy a rudat a két végénél "hiitjik”. Ekkor

oo 1
u(z,t) = Z (2/ f(z)sinkrx da:) e F 7t gin krrar.
k=1 0

Bizonyitas
Tegytik fel, hogy u(x,t) = X (z)T'(¢), {gy a megoldandé egyenlet

X(2)T'(t) = X" (2)T(t)

amib6l
T'(t)  X'"(x)
() X(z)
hiszen a két hanyados kiilonboz6 valtozok fiiggvénye, tehat biztosan konstans az eredmény. Ebbdl két
differencidlegyenletet irhatunk fel, miszerint

=A

T'(t) = \T(t)  X"(z) = \X(2).

A kezdeti feltételekbdl
X(0)=X(1)=0.

Tegyiik fel, hogy A = 52 > 0. Ekkor X" = 52X, tehat
X = Ae®* + Be™ %"
amibodl a kezdeti feltételek miatt

X0)=A+B=0 = B=-A
X(z) =2Ashsz X(1)=2Ashs=0 = A=0vagys=0

tehét azt kapjuk, hogy X = 0, ami ellentmondéas. Tehét legyen A\ = —s2. Ebbél az egyenlet megoldasa
X = Acos sz + Bsinsz

amibdl a kezdeti feltételek miatt
X(0)=A=0
X(1)=Bsins=0 = s=kr keZ.

Tehat A = —(k7)?, amib6l a T’ = —(k7)?T egyenlet megoldasa

2_2
T=Ce Fmt,
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Tehat ) o
up(x,t) = Age ™™ tsinkra
illetve - -
u(z,t) = Zuk = Z Ape H ™ sin k.
k=1 k=1

Az u(z,0) = f(x) kezdeti feltételbdl
f(z) = Z Ap sinkre = Z by, sin kma
k=1 k=1

Egy Fourier-sort kaptunk, amibél tudjuk, hogy

1
A = 2/ f(z)sin kra da
0

amibol

o0 1
u(z,t) = Z (2/0 f(z)sin krax dw)e_k2”2tsin krx.
k=

1

13.1.2. Véges rud héenergidja
1. Legyen Q = (0,1), igy 092 = {0, 1}.

id6ben monoton fogyé energiafiiggvény.
2. Adott u(x,0) = f(z) és a Neumann-feltétel mellett

ou ou

tehat a riud hoszigetelt. Ekkor az energiafiiggvény

E(t) = /01 u? dz

id6ben allandé.

Bizonyitas
Definialjuk a rid homennyiségét a t idépontban igy:

T(t) ::/0 u(z,t)dx.

Ekkor T (t) derivéltja

1 1 92
ou 0“u
T(t) = —dz = ——(z,t)dzx
( ) 0 8t 0 8132( )
Ebbadl kovetkezik, hogy
1 492 _
0%u Ou |r=1
"t) | sz t)de=—| =
T o Ox2 (z,8) dz Oz lz=0

Ezért T (t) = ¢, konstans, és a kiindulasi értékkel egyezik meg.

1 1
T(t)="T(0) :/ u(z,0) dz :/ f(z)dz.
0 0
A rid hémérséklete homogén lesz, azaz

lim w(z,t) =T  Vxe (0,1).

t—o00
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13.1.2.1. Gauss: Maximumelv

ou  0%u
o "o
t—o0 321)
u(t,r) — v(x) 0= 2 Av
uloq = hlaa adott

Elv: a hévezetésre és a diffiziora. Legyen ) korlatos tartomény és

max u(t,z) = max u(t,x)
(t,x)€d*Qp (t,x)eQr
ahol
Qp = (07 T) x
és

0" Qr = {0} x QU 0,T] x O9.

Tehat ahhoz, hogy valahol valamilyen hémérséklet 1étrejohessen sziikséges az, hogy elGtte térben vagy
idében mar el6forduljon olyan hémérséklet.

Bizonyitas
Az allitast indirekt médon bizonyitjuk.
Tegyiik fel, hogy létezik egy maximum. Ekkor

max u(t,x) = u(t*, ") ahol 0 <t* < T észx* e

(t,x)EQr
ou 0%y ou
T4 k) v * T2 ) >
8x(t,;v) 0 8x2(t7$>*0 3t(t,x)70
Innen 5 o2
u u
N —=—<0
- ot  0x?

Igy nem jon ki az ellentmondas.
Legyen € > 0 és v.(t,x) = u(t,x) — et. Szeretnénk igazolni, hogy

= tv = € t?
i, e () = moax ve(h,)
Ha ez igaz, akkor € N\, 0.
Ov, ou ou 0%u 0%,
E(t,ﬂ?) = E(t,l‘) —e< E(t,l‘) = w(t,ﬂ?) = 02 (t,l‘)
Ov, ou 9%y 02,
< — = — —e= —— e == —
0< 5 (t, ) T (t,x)—e¢ 92 (t,z) —¢ 92 (t,z) —e <0

Ellentmondasra jutottunk, ¢ — 0 a folytonossdg miatt.

13.1.3. Hovezetési egyenlet idében megforditva
Legyen 2 = (0, 1). Haladjunk visszafelé az id8ben, tehat legyen U(z,t) = u(z, —t). Ekkor az egyenlet

v _ o
ot Ox?
u(z,0) = f(x) kezdeti feltétellel.

Megoldasa
n 1
Uz, t) = Z (2 / f(x)sinkrx dx) "™ sin kra.
k=1 0

Lathatjuk, hogy a megoldas ”felrobban”:

tlgrolo U(z,t) = 0.
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13.1.4. Inhomogén hévezetési egyenlet megoldasa

Legyen 2 = (0,1), ezért 992 = {0, 1}. Ekkor keressiik azt a fiiggvényt, melyre

u(z,0) =0 xz € (0,1)
u(0,t) = u(l,£) =0 t € (0,00)

uy —ul, = f(z,t) (x,t) € (0,1) x (0,00)

Ekkor definidljuk a w(z,t,7) figgvényt, mely kielégiti a

w(0,t,7) =w(l,t,7) =0 t € (7,00)
ow_Pu
ot 0z2
w(z,7,7) = f(z,7)  x€(0,1)

=0 (z,t) € (0,1) x (1,00)

homogén hovezetési egyenletet. Ekkor

u(z,t) = /Ot w(x,t,7)dr.

Bizonyitas
Legyen

u(z,t) = /Ot w(z, t,7)dr.

Ekkor a Leibniz-szabdlybdl

ou t w
E(m,t) = w(x,t,t) +/O a(x,tﬂ') dr
illetve ) ¢ oo
0“u o0“w
@(%t) = ; w(%tﬁ)dT
amibdl

ou  0*u Lrow  0%w
E_@:w(xvtvt)—’—/o <at_W)(mvth)dT:w(wvtat):f(l'vt)'

Ezen feliil ldthatjuk, hogy u(z,0) = 0. Ezzel belattuk a bizony{tandét.
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14. Tétel

14.1. Ho6vezetés egyenlete
Adott Q C R™ nyilt tartomany és Q; = Q x (0,00). Ekkor a hdvezetési feladat

ou " 9%
5 = 2 g = Aw
k=1 "k

Ezen feliil adott kezdeti feltétel, vagy peremfeltétel.

14.1.1. Hé6vezetés végtelen radban
Legyen 2 = R. Ekkor olyan u(z,t) fiiggvényt keresiink, melyre
ou _ o
ot 0x2
adott u(z,0) = f(x) kezdeti feltétel mellett, ahol a kezdeti hémennyiség véges, azaz
(oo}
/ ‘ f(@)|dz < .

Peremfeltételként feltessziik tovabba, hogy

lim «=0.
r—+oo

Ekkor

1 o _e—t)?
u(:v,t):\/m flx)e” =/ dt.

14.1.1.1. Megoldas a Fourier-transzformacié segitségével
Bizonyitas

A feladatot a transzformalt tartomanyban oldjuk meg. Legyen

(s, t) = F{u(z,t),s}

ou ot
f{aﬁ} =t

0%u 9. 5.
f{w,s} = (is)*4 = —s~1.

ekkor

Tehét az egyenlet

aminek megoldasa

A kezdeti feltétel transzforméltja
F{u(z,0),s} = F{f(z),s} = (s,0) = C(s).
Ebbél

1
V2T

u(z,t) = f_l{C(S)e_Sth} = Nors
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14.1.1.2. Specidlis kezdeti feltételek
Az alabbi két kezdeti feltétel mellett azt tapasztaljuk, hogy a kezdeti héeloszlds az id6 mildsaval egyre
inkdbb egyenletessé valik.

1. Legyen u(z,0) = §(z). Ekkor
1 o2

T4kt

e
vkt

tehdt a hémérséklet eloszlas 0 varhato értéki és v/ 2kt szorasu normalis eloszlas siriiségfiiggvénye.

‘&

IN

u(z,t) =

2. Legyen

1 zel-1,1
“(x’o)_{o z ¢ [-1,1]

Ekkor

(1) = —— / et
u(z,t) = e ¢
4knt J 1 Y

tehat a hémérséklet eloszlds 0 varhaté értékil és v 2kt szérast normalis eloszlds [—1, 1] intervallumba
esésének valdszintisége.
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