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7.2 Mikor mondjuk hogy egy ξ folytonos valváltozó α paraméterű exponenciális eloszlású? . . 14
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az együttes sűrűségfüggvény? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

II B Tételsor 21

1 Tétel: Integrál és kiszámı́tása 22
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Part I

A Tételsor
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1 Tétel: Eseménytér, σ-algebra, Mérhető függvény, Mérték

1.1 Ha adott az Ω eseménytér, hogyan definiáljuk az eseményalgebrát?

Defińıció: Legyen F az Ω olyan részhalmazainak rendszere, mely rendelkezik a köv. tulajdonságokkal:

1. F zárt a megszámláható (véges, vagy végtelen) unióra.

2. F zárt a különbségképzésre.

3. Ω ∈ F.

Ekkor ezt a részhalmaz rendszert σ-algebrának h́ıvjuk.

1.2 Miket nevezünk eseményeknek?

Defińıció: F elemeit eseményeknek h́ıvjuk.

Defińıció: Ha Ω véges, az egyelemű részhalmazait elemi eseményeknek nevezzük.

1.3 Mik a σ-algebra tulajdonságai?

Álĺıtás: Az F σ-algebra tulajdonságai:

1. F zárt a megszámláható (véges, vagy végtelen) unióra.

2. F zárt a külömbségképzésre.

3. Ω ∈ F.

Következmény: Ha F egy σ-algebra, akkor zárt a komplementerképzésre és metszetre is, hiszen

AC = Ω \A

(A ∩B) = (AC ∪BC)C = Ω \ ((Ω \A) ∪ (Ω \B))

1.4 Mutasson példát azonos eseménytér feletti különböző eseményalgebrákra!

Példa: Különböző σ-algebrák ugyanazon eseménytér felett:

1.
F1 = {∅,Ω} = {∅, {a, b, c, d}}

2.
F2 = {∅,Ω, {a, b}, {c, d}}

3.
F3 = 2Ω

1.5 Hogyan definiáljuk a generált σ-algebrát?

Defińıció: A H által generált σ-algebra a legszűkebb Ω-beli σ-algebra (F), amire H ⊆ F. Jele: FH.

1.6 Mit nevezünk mérhető függvénynek?

Defińıció: Legyen Ω 6= ∅, F ⊆ 2Ω. Ekkor az (Ω,F) rendezett pár neve mérhető tér.

Defińıció: Legyen I = {I|I ⊂ R}. Ekkor FI elemei az R-beli Borel halmazok, vagyis BR := FI .

Defińıció: (Ω,F) mérhető tér, f : Ω→ R fv mérhető ha ∀B ∈ B(R) esetén

f−1(B) = {ω ∈ Ω|f(ω) ∈ B} ∈ F,

avagy ’minden Borel halmaz ősképe F-beli’.
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1.7 Mit nevezünk mértéknek illetve valósźınűségi mértéknek?

Defińıció: Legyen (Ω,F) mérhető tér. Egy µ : F→ R fv mérték, ha

1. µ(A) ≥ 0 ∀A ∈ F.

2. µ(∅) = 0.

3. Teljesül az ún. σ- additivitás, azaz

µ

( ∞⋃
n=0

An

)
=

∞∑
n=0

µ(An),

∀(An)n∈N F-beli sorozatra, melyre An ∩Am = ∅, n 6= m.

Defińıció: A µ : F→ R mérték valósźınűségi mérték, ha

µ(Ω) = 1

Jele: P
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2 Tétel: Valósźınűségi változó, eloszlás, eloszlásfüggvény

2.1 Mit nevezünk valósźınűségi változónak?

Defińıció: Ha µ egy mérték, és µ(Ω) = 1, akkor µ valósźınűség, vagy valósźınűségi mérték. Jelölése:
P .

Defińıció: Az (Ω,F, P ) hármas valósźınűségi mező, ha

1. (Ω,F) mérhető tér,

2. P : F→ R+ valség.

Defińıció: Legyen (Ω,F, P ) val. mező. Egy ξ : Ω→ R mérhető fv. neve valósźınűségi változó.

2.2 Hogyan definiáljuk egy valósźınűségi változó eloszlását?

Defińıció: Legyen (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω→ R val. vált., A ∈ B(R) ξ eloszlása:

Qξ(A) = P (ξ−1(A)).

2.3 Hogyan definiáljuk egy valósźınűségi változó eloszlásfüggvényét?

Legyen (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω→ R val. vált. A ξ eloszlás fv-e:

Fξ : R→ R, Fξ(x) = P (ξ < x) = P ({ω ∈ Ω|ξ(ω) < x}) = P (ξ−1(]−∞, x[)).

2.4 Mi az összefüggés az eloszlás és az eloszlásfüggvény között?

Spec. eset: ha a halmaz, ami az eloszlás argumentuma egy félegyenes (ξ < x):

Fξ(x) = P (ξ < x) = P (ξ−1(]−∞, x[)) = Qξ(]−∞, x[).

2.5 Mik az eloszlásfüggvény tulajdonságai?

Tétel: Az eloszlásfv. tulajdonságai:

1. Monoton nő.

2. limx→∞ Fξ(x) = 1.

3. limx→−∞ Fξ(x) = 0.

4. Fξ balról folytonos.
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3 Tétel: Függetlenség, feltételes valósźınűség, teljes valósźınűség
tétele, Bayes tétel

3.1 Hogyan definiáljuk az A esemény B eseményre vonatkoztatott feltételes
valósźınűségét?

Defińıció: (Ω,F, P ) val. mező, A,B ∈ F függetlenek, ha P (A ∩B) = P (A)P (B).

Defińıció: Legyen B ∈ F. Egy A ∈ F feltételes valsége B szerint (tfh P (B) 6= 0):

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
= PB(A).

3.2 Mit nevezünk teljes eseményrendszernek?

Defińıció: (An)n∈N teljes eseményrendszer, ha Ai ∩Aj = ∅, i 6= j és

n⋃
j=1

Aj = Ω.

3.3 Mit mond ki a teljes valósźınűség tétele?

Tétel: B1, ..., Bn teljes eseményrendszer, és ∀i-re P (Bi) > 0. A ∈ F tetszőleges. Ekkor:

P (A) =

n∑
i=1

P (A|Bi)P (Bi).

Bizonýıtás:

A = A ∩ Ω = A ∩ (B1 ∪B2 ∪ ... ∪Bn) = (A ∩B1) ∪ (A ∩B2) ∪ ... ∪ (A ∩Bn)⇒ P (A) =

n∑
i=1

P (A ∩Bi).

és mivel

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
⇒ P (A ∩B) = P (A|B)P (B)

P (A) =
n∑
i=1

P (A|Bi)P (Bi).

3.4 Mit mond ki a Bayes tétel?

Tétel: B1, ..., Bn teljes eseményrendszer, és ∀i-re P (Bi) > 0. A ∈ F tetszőleges. P (A) 6= 0. Ekkor:

P (Bk|A) =
P (A|Bk)P (Bk)∑n
i=1 P (A|Bi)P (Bi)

=
P (A|Bi)P (Bi)

P (A)
.

Bizonýıtás:

P (Bk|A) =
P (Bk ∩A)

P (A)
, P (A|Bk) =

P (A ∩Bk)

P (Bk)

P (Bk|A)P (A) = P (Bk ∩A) = P (A|Bk)P (Bk)

⇒ P (Bk|A) =
P (Bk ∩A)

P (A)
.
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4 Tétel: Diszkrét eloszlások

4.1 Mikor mondjuk hogy egy valváltozó (n, p)-paraméterű binomiális eloszlású?

Defińıció: Azt mondjuk, hogy ξ : (Ω,F, P ) → R val. vált. (n, p) paraméterű binomiális eloszlású
(p ∈]0, 1[), ha

P (ξ = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, 0 ≤ k ≤ n.

4.2 Mondjon példát binomiális eloszlású valósźınűségi változóra!

Példa: Húzzunk például egy pakli magyar kártyából egy lapot, nézzük meg, hogy makk-e a húzott lap
sźıne, majd tegyük vissza, keverjük meg a paklit, és húzzunk újra. Ha a húzást mondjuk ötször ismételjük
ezzel az eljárással, akkor a binomiális eloszlás adja meg annak a valósźınűségét, hogy k = 0, 1, 2, 3, 4 vagy
5 esetben húztunk makkot.

4.3 Mikor mondjuk hogy egy valváltozó p paraméterű geometriai eloszlású?

Defińıció: Azt mondjuk, hogy ξ : (Ω,F, P ) → R val. vált. p paraméterű geometrikus eloszlású (p ∈
]0, 1[), ha

P (ξ = k) = p(1− p)k−1, k ∈ N.

4.4 Mondjon példát geometriai eloszlású valósźınűségi változórara!

Példa: Dobókockával addig dobunk, mı́g hatos nem lesz. Mi várható, hányadikra sikerül?

4.5 Mikor mondjuk hogy egy valváltozó hipergeometrikus eloszlású (N, n, k)
paraméterrekkel?

Defińıció: Azt mondjuk, hogy ξ : (Ω,F, P ) → R val. vált. (N,n,K) paraméterű hipergeometrikus
eloszlású (n ≤ N,N, n,K ∈ N), ha

P (ξ = k) =

(
K
k

)(
N−K
n−k

)(
N
n

) .

4.6 Mondjon példát hipergeometrikus eloszlású valváltozóra!

Példa: Egy cég egyszer használatos fecskendőket késźıt, naponta 2500 darabot. Közülük átlagosan 180
darab szokott selejtes lenni normál gyártási folyamat során. Egy 100 elemű mintát megvizsgálva mikor
célszerű a gyártósorhoz szerelőt h́ıvni?

4.7 Mikor mondjuk hogy egy valósźınűségi változó λ paraméterű Poisson
eloszlású?

Azt mondjuk, hogy ξ : (Ω,F, P )→ R val. vált. λ paraméterű hipergeometrikus eloszlású (λ > 0), ha

P (ξ = k) =
λk

k!
e−λ.

4.8 Mi a kapcsolat a binomiális és a Poisson eloszlás közt?

A Poisson eloszlás jól közeĺıti a binomiálist, ha n nagy és p kicsi, sőt a Poisson eloszlás a binomiális
határértéke, ha np = λ állandó és n→∞. Ekkor p = λ

n .

P (ξ = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

(
n

k

)(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
=

=
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!

λk

nk

(
1− λ

n

)n−k
=
n(n− 1)...(n− k + 1)

nk

(
1− λ

n

)−k
λk

k!

(
1− λ

n

)n

2019.01.09. 9. oldal Erdélyi Áron, Feczkó Botond
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Rögźıtett k esetén az első tényező 1-hez tart, ha n→∞, hiszen

n(n− 1)...(n− k + 1)

nk
=
n

n

n− 1

n
...
n− k + 1

n
= 1

(
1− 1

n

)
...

(
1− k − 1

n

)
mind a k darab tényezője 1-hez tart. Az

(
1− λ

n

)−k
hatványnak is 1 a határértéke, mert az alapja 1-hez

tart, kitevője pedig konstans. Az utolsó tényező pedig

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex, x ∈ R⇒

(
1 +
−λ
n

)n
→ e−λ, n→∞.

Tehát

lim
n→∞

P (ξ = k) = 1 · 1 · λ
k

k!
e−λ,

ami valóban a Poisson eloszlás k indexű valsége.
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5 Tétel: Várható érték, diszkrét eloszlások várható értéke

5.1 Hogyan definiáljuk egy valósźınűségi változó várható értékét?

Defińıció: (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω→ R val. vált.
A ξ val. vált. várható értéke (ha ∃):

E(ξ) =

∫
Ω

ξdP.

5.2 Hogyan számoljuk ki egy diszkrét valváltozó várható értékét, ha ismert
az eloszlása?

Álĺıtás: Legyen ξ : Ω→ R diszkrét val. vált. Tfh. ξ integrálható (∃E(ξ)). Ekkor

E(ξ) =

∞∑
n=0

ξnP (ξ = ξn),

ahol ξn : ξ lehetséges értékei.

5.3 Mi az (n, p) paraméterű binomiális eloszlás várható értéke?

Álĺıtás: Az (n, p) paraméterű binomiális eloszlás várható értéke n · p.

Bizonýıtás: Legyen ξ egy (n, p) paraméterű binomiális eloszlású val. vált. Tekintsünk rá úgy, mintha
n darab (cinkelt) érmét dobnánk fel. Az egyes érmék vagy fejek, vagy nem (a fej dobás valsége p), és val.
vált-nak tekinthetőek (ξ1, ξ2, ..., ξn). Ha fej, akkor ξj = 1, egyébként 0. Ekkor az eredeti val. vált. értéke
tekinthető egy származtatott értéknek:

ξ = ξ1 + ξ2 + ...+ ξn.

Ekkor
E(ξj) = p→ E(ξ) = np.

Bizonýıtás:

E(ξ) =

n∑
k=0

k

(
n

k

)
· pk(1− p)n−k = np

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
· pk−1(1− p)n−1−(k−1) =

=

n∑
k=0

(
n− 1

k

)
· pk(1− p)n−1−k = np

5.4 Mi a λ paraméterű Poisson eloszlás várható értéke?

Álĺıtás: A λ pareméterű Poisson eloszlás várható értéke λ.

Bizonýıtás:

E(ξ) =

∞∑
j=0

ξjP (ξ = ξj) =

∞∑
j=0

j
λj

j!
e−λ =

∞∑
j=1

j
λj

j!
e−λ =

= e−λ
∞∑
j=1

λj

(j − 1)!
= e−λ

∞∑
j=0

λj+1

j!
= e−λλeλ = λ.

5.5 Mi a p paraméterű geometriai eloszlás várható értéke?

Álĺıtás: A p paraméterű geometrikus eloszlás várható értéke 1
p .
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Valósźınűségszámı́tás, Matematikai Statisztika Vizsga Jegyzet A Tételsor, 5. Tétel

Bizonýıtás:

E(ξ) =

∞∑
j=1

ξjP (ξ = ξj) =

∞∑
j=1

jp(1− p)j−1 = p

n∑
j=1

j(1− p)j−1

Tudjuk, hogy 1
1−x hatványsora a ]− 1, 1[ intervallumon

1

1− x
=

∞∑
j=0

xj .

Ebből
d

dx

(
1

1− x

)
=

d

dx

∞∑
j=0

xj

1

(1− x)2
=

∞∑
j=0

jxj−1 =

∞∑
j=1

jxj−1.

Legyen x = (1− p). Ekkor a hatványsor konvergenciasugarán belül maradunk, ı́gy használhatjuk a fenti
összefüggéseket. Ekkor

E(ξ) = p
1

(1− (1− p))2
=

1

p
.

5.6 Hogyan szól a Markov-egyenlőtlenség?

Tétel: (Ω,F, P ) val. mező, ξ ≥ 0 : Ω→ R val. vált., ε > 0. Ekkor

P (ξ ≥ ε) ≤ E(ξ)

ε
.

Bizonýıtás:

E(ξ) =

∫
Ω

ξdP ≥
∫
{ξ≥ε}

ξdP ≥
∫
{ξ≥ε}

εdP = ε

∫
{ξ≥ε}

1dP = εP (ξ ≥ ε).
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6 Tétel: Folytonos eloszlású valósźınűségi változók, sűrűségfüggvény

6.1 Mikor mondjuk hogy egy ξ valváltozó folytonos eloszlású?

Defińıció: A ξ : Ω→ R val. vált. folytonos eloszlású, ha Qξ � λR, ahol Qξ, λR : BR → R+.

6.2 Mit nevezünk a folytonos eloszlású ξ valváltozó sűrűségfüggvényének?

Álĺıtás: Ha egy ξ folytonos eloszlású, akkor a Radon-Nikodym tétel miatt ∃!f : R→ R mérhető, hogy

∀A ∈ BR : Qξ(A) =

∫
A

fdλR.

Defińıció: A fenti álĺıtásban szereplő f a ξ val, vált. sűrűségfüggvénye.

6.3 Hogyan számoljuk ki egy ξ folytonos valváltozó [a,b] intervallumba esésének
valósźınűségét sűrűségfüggvény, illetve eloszlásfüggvény seǵıtségével?

Álĺıtás:
P (a ≤ ξ ≤ b) = P (ξ ≤ b)− P (ξ ≤ a) = Fξ(b)− Fξ(a).

Álĺıtás:

P (a ≤ ξ ≤ b) = P (ξ ≤ b)− P (ξ ≤ a) =

∫ b

−∞
f dx−

∫ a

−∞
f dx =

∫ b

a

f dx

6.4 Mi a kapcsolat a sűrűségfüggvény és az eloszlásfüggvény közt?

Álĺıtás:

P (ξ ≤ a) = Fξ(a) =

∫ a

−∞
f dx .

6.5 Milyen tulajdonságai vannak az f sűrűségfüggvénynek?

Álĺıtás: A sűrűségfv tulajdonságai:

1. f ≥ 0.

2.
∫∞
−∞ fdx =

∫
R fdλ = Qξ(R) = P (ξ−1(R)) = 1.
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7 Tétel: Várható érték folytonos valósźınűségi változó esetén,
exponenciális eloszlás és várható értéke, normális eloszlás

7.1 Hogyan számoljuk ki a ξ folytonos valváltozó várható értékét ha adott a
sűrűségfüggvénye?

Tétel:

E(ξ) =

∫ ∞
−∞

xfξ(x)dx.

7.2 Mikor mondjuk hogy egy ξ folytonos valváltozó α paraméterű expo-
nenciális eloszlású?

Defińıció: (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω→ R val. vált.
ξ α paraméterű (α > 0) exponenciális eloszlású, ha

1. ξ folytonos eloszlású

2. ξ sűrűségfv-e: {
αe−αx ha x > 0

0 ha x ≤ 0

7.3 Mutassa meg hogy exponenciális eloszlású valváltozó sűrűségfüggvénye
valóban sűrűségfüggvény!

Bizonýıtás:

1. Mivel a hatvány bázisa > 0, ezért a fv. értéke mindenhol > 0.

2. ∫ ∞
−∞

αe−αxdx = α

∫ ∞
0

e−αxdx = α
e−αx

−α

∣∣∣∞
0

= −e−αx
∣∣∣∞
0

= 0− (−1) = 1.

7.4 Mi egy α paraméterű exponenciális eloszlású ξ folytonos valváltozó várható
értéke?

Álĺıtás: α- paraméterű exponenciális eloszlás várható értéke 1
α

Bizonýıtás:

E(ξ) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∫ ∞
0

xαe−αxdx = x(−e−αx)
∣∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

e−αxdx = 0− 0 +
1

−α
e−αx

∣∣∣∞
0

=
1

α
.

7.5 Mikor mondjuk hogy egy valváltozó normális eloszlású?

Defińıció: Legyen (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω → R val. vált. (m,σ) paraméterű normális eloszlású, ha
ξ folytonos eloszlású, és sűrűségfv-e:

fξ(x) =
1√
2πσ

e
−(x−m)2

2σ2 .

7.6 Hogyan számoljuk ki (m, σ paraméterű) normális eloszlású valváltozó
eloszlásfüggvényének értékét egy adott pontban?

Defińıció: Legyen (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω → R val. vált. (m = 0, σ = 1) paraméterű standard
normális eloszlású, ha ξ folytonos eloszlású, és sűrűségfv-e:

fξ(x) =
1√
2π
e
−x2
2 .

Ekkor eloszlásfv-ét Φ-vel jelöljük:

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e
−t2
2 dt
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Álĺıtás: Minden normális eloszlású val. vált. eloszlásfv-e (Fξ) visszavezethető standard normális
eloszlásra, mert ha ξ (m,σ) paraméterű normális eloszlású, akkor

Fξ = Φ

(
x−m
σ

)
, x ∈ R

Bizonýıtás:

Fξ =

∫ x

−∞

1√
2πσ

e
−(t−m)2

2σ2 dt.

Legyen

z =
t−m
σ
⇒ t = m+ σz

t→ −∞⇔ z → −∞ t = x⇔ z =
x−m
σ

Ekkor a helyetteśıtéses integrál képletének seǵıtségével:∫ g(b)

g(a)

f(t)dt =

∫ b

a

f(g(z))g′(z)dz,

ahol g(z) = m+ σz, ı́gy g′(z) = σ:

Fξ =

∫ x−m
σ

−∞

1√
2πσ

e
−z2
2 σdz =

1√
2π

∫ x−m
σ

−∞
e−

z2

2 dz = Φ

(
x−m
σ

)
.
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8 Tétel: Szórás és kiszámı́tása I

8.1 Hogyan definiáljuk egy ξ valváltozó szórását?

Defińıció: ξ : (Ω,F, P ) → R val. vált. Tfh. E(ξ) véges. Ekkor ξ szórását σ(ξ)-vel, vagy D(ξ)-vel
jelöljük, és a következőképp definiáljuk:

σ(ξ) :=
√
E((ξ − E(ξ))2).

Ennek megfelelően σ2(ξ) elnevezése szórásnégyzet.

8.2 Mik a szórásnégyzet tulajdonságai?

Álĺıtás: A szórásnégyzet tulajdonságai:

1. σ2(ξ) ≥ 0.

2. σ2(aξ + b) = a2σ2(ξ).

Bizonýıtás:

1. Triviális.

2.

σ2(aξ+ b) = E(((aξ+ b)−E(aξ+ b))2) = E((aξ+ b−aE(ξ)−E(b))2) = E((aξ+ b−aE(ξ)− b)2) =

= E((a(ξ − E(ξ)))2) = E(a2(ξ − E(ξ))2) = a2E((ξ − E(ξ))2) = a2σ2(ξ).

8.3 Hogyan számı́tjuk ki a szórást általános esetben?

Álĺıtás:
σ2(ξ) = E(ξ2)− E2(ξ)

Bizonýıtás:
σ2(ξ) = E((ξ − E(ξ))(ξ − E(ξ))) = E(ξ2 − 2E(ξ)ξ + E2(ξ)) =

= E(ξ2)− E(2E(ξ)ξ) + E(E2(ξ)) = E(ξ2)− 2E(ξ)E(ξ) + E2(ξ) = E(ξ2)− E2(ξ).

8.4 Hogyan számı́tjuk ki egy egyenletes eloszlású valósźınűségi változó szórását?

Példa: Legyen ξ egyenletes eloszlású [a, b]-n. Ekkor

fξ =

{
1
b−a ha x ∈ [a, b]

0 egy.

Ekkor

E(ξ) =

∫ b

a

x
1

b− a
dx =

1

b− a
x2

2

∣∣∣b
a

=
1

b− a

(
b2

2
− a2

2

)
=

(b+ a)(b− a)

2(b− a)
=
a+ b

2
.

E(ξ2) =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

1

b− a
x3

3

∣∣∣b
a

=
(b3 − a3)

3(b− a)

σ2(ξ) = E(ξ2)− E2(ξ) =
(b3 − a3)

3(b− a)
−
(
a+ b

2

)2

=
(b− a)(a2 + ab+ b2)

3(b− a)
− b2 + 2ab+ a2

4
=

=
4a2 + 4ab+ 4b2 − 3b2 − 6ab− 3a2

12
=
b2 − 2ab+ a2

12
=

(b− a)2

12
.
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8.5 Hogyan számı́tjuk ki egy Poisson eloszlású valósźınűségi változó szórását?

Példa: Ha ξ Poisson eloszlású val. vált., akkor

E(ξ2) =

∞∑
k=0

k2λ
k

k!
e−λ =

∞∑
k=1

k
λk

(k − 1)!
e−λ = e−λ

∞∑
k=1

((k − 1) + 1)
λk

(k − 1)!
=

= λ2e−λ
∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
+ λe−λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ2e−λeλ + λe−λeλ = λ2 + λ.

E(ξ) =

∞∑
k=0

k
λk

k!
e−λ = λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ

∞∑
k=0

λk

k!
e−λ = λ

Így
σ2(ξ) = E(ξ2)− E2(ξ) = λ2 + λ− λ2 = λ.
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9 Tétel: Szórás és kiszámı́tása II

9.1 Mit nevezünk egy valósźınűségi változó k-ik momentumának?

Defińıció: Legyen k > 0. A ξ val. vált. k-ik (0 középpontú) momentumának az E(ξk) mennyiséget
nevezik - ha létezik.

9.2 Hogyan számı́tjuk ki az exponenciális eloszlás momentumait?

Példa: Legyen a ξ val. vált α paraméterű, exponenciális eloszlású. Ekkor a (0 középpontú) k-ik
momentumai:

E(ξk) =

∫ ∞
−∞

xkfξ(x) dx =

∫ ∞
0

xkαe−αx dx

Parciális integrálással:

E(ξk) = −xke−αx
∣∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

−kxk−1e−αx dx =
k

α

∫ ∞
0

xk−1αe−αx dx =
k

α
E(ξk−1)

Tehát rekurźıv képletet kapunk.

E(ξ0) =

∫ ∞
−∞

fξ(x)dx = 1, ⇒ E(ξ1) =
1

α
⇒ E(ξ2) =

2

α2
...

Általánosan:

E(ξk) =
k!

αk
.

9.3 Hogyan számı́tjuk ki egy exponenciális eloszlású valósźınűségi változó
szórását?

Példa: Legyen a ξ val. vált α paraméterű, exponenciális eloszlású. Ekkor a szórásnégyzete:

σ2(ξ) = E(ξ2)− E2(ξ) =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
.

9.4 Mit tudunk σ2(ξ + η)-ról ha ξ és η függetlenek?

Álĺıtás: Ha ξ és η független val. vált-ok, E(ξη) = E(ξ)E(η), ha a várható értékek léteznek.

Álĺıtás: Ha ξ és η független val. vált-ok, σ2(ξ + η) = σ2(ξ) + σ2(η).

Bizonýıtás:
σ2(ξ) = E(ξ2)− E2(ξ), σ2(η) = E(η)− E2(η)

σ2(ξ + η) = E((ξ + η)2)− E2(ξ + η) = E(ξ2 + 2ξη + η2)− E(ξ + η)E(ξ + η) =

= E(ξ2) + 2E(ξ)E(η) + E(η2)− (E2(ξ) + 2E(ξ)E(η) + E2(η)) =

= E(ξ2) + E(η2)− E2(ξ)− E2(η) = σ2(ξ) + σ2(η).

9.5 Mit mond ki a Csebisev-egyenlőtlenség?

Álĺıtás: Legyen ξ val. vált., ε > 0. Tfh E(ξ) véges. Ekkor:

P (|ξ − E(ξ)| ≥ ε) ≤ E(|ξ − E(ξ)|2)

ε2
=
σ2(ξ)

ε2
.

Bizonýıtás:
{|ξ − E(ξ)| ≥ ε} = {|ξ − E(ξ)|2 ≥ ε2}

erre pedig használjuk a Markov-egyenlőtlenséget:

P (|ξ − E(ξ)|2 ≥ ε2) ≤ E(|ξ − E(ξ)|2)

ε2
.
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10 Tétel: Kovariancia és korreláció

10.1 Hogyan definiáljuk illetve hogyan számı́tjuk ki ξ és η valváltozók kovari-
anciáját?

Defińıció: Legyenek ξ és η val. vált-ok. Tfh ∃σ2(ξ) és ∃σ2(η). Ekkor ξ és η kovarianciája: a β =
(ξ − E(ξ))(η − E(η)) val. vált. várható értéke.
Jelölése: cov(ξ, η) = E((ξ − E(ξ))(η − E(η))).

Álĺıtás: A kovariancia tulajdonságai:

1. cov(ξ, ξ) = σ2(ξ).

2. cov(ξ, η) = cov(η, ξ).

3. ∀a ∈ R : cov(aξ, η) = a cov(ξ, η).

4. cov(ξ + η, γ) = cov(ξ, γ) + cov(η, γ).

Álĺıtás:
cov(ξ, η) = E(ξη)− E(ξ)E(η).

Bizonýıtás:

cov(ξ, η) = E((ξ − E(ξ))(η − E(η))) = E(ξη − ξE(η)− ηE(ξ) + E(ξ)E(η)) =

= E(ξη)− E(ξ)E(η)− E(η)E(ξ) + E(ξ)E(η) = E(ξη)− E(ξ)E(η).

10.2 Hogyan definiáljuk ξ valváltozó standardizáltját?

Defińıció: Egy ξ val. vált. standardizáltja: ξ̃ = ξ−E(ξ)
σ(ξ) .

10.3 Hogyan definiáljuk ξ és η valváltozók korrelációs együtthatóját?

Defińıció: Legyenek ξ és η val. vált-ok. Ekkor ξ és η korrelációja:

R(ξ, η) = corr(ξ, η) =
cov(ξ, η)

σ(ξ)σ(η)
.

Megjegyzés: A korreláció felfogható úgy is, mint a val. vált-ok standardizáltjának kovarianciája.

10.4 Mi a kovariancia és a függetlenség kapcsolata?

Álĺıtás: Ha ξ és η függetlenek, akkor cov(ξ, η) = 0. ez ford́ıtott esetben nem feltétlenül igaz.

Álĺıtás: Ha ∃σ2(ξ) és ∃σ2(η), akkor

σ2(ξ ± η) = σ2(ξ) + σ2(η)± 2cov(ξ, η).

Bizonýıtás:

σ2(ξ ± η) = E((ξ ± η)2)− (E(ξ ± η))2 = E(ξ2 ± 2ξη + η2)− (E2(ξ)± 2E(ξ)E(η) + E2(η)) =

= E(ξ2)± 2E(ξη) + E(η2)− E2(ξ)∓ 2E(ξ)E(η)− E2(η) = σ2(ξ) + σ2(η)± 2cov(ξ, η).

Álĺıtás: Ha ξ és η függetlenek, és ∃σ2(ξ) és ∃σ2(η), akkor

σ2(ξ ± η) = σ2(ξ) + σ2(η).
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10.5 Hogyan számı́tjuk ki a kovarianciát diszkrét és folytonos esetben ha
adott az eloszlás illetve az együttes sűrűségfüggvény?

Álĺıtás: Kovariancia számı́tása diszkrét esetben:

cov(ξ, η) =
∑
i

∑
j

xiyj(P (ξ = xi, η = zi))−

(∑
i

xiP (ξ = xi)

)∑
j

yiP (η = yj)

 ,

ahol ξi és yi a ξ és η val. vált-ok lehetséges értékei.

Álĺıtás: Kovariancia folytonos esetben:

cov(ξ, η) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xyfξ,η(x, y)dxdy −
(∫ ∞
−∞

xfξ(x)dx

)(∫ ∞
−∞

yfη(y)dy

)
,

ahol fξ,η(x, y) az együttes sűrűségfv, fξ(x) és fη(y) a perem-sűrűségfv-ek, vagy marginálisok.
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1 Tétel: Integrál és kiszámı́tása

1.1 Mit nevezünk a A halmaz karakterisztikus (indikátor) függvényének?

Defińıció: Legyen (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω→ R val. vált. (́ıgy mérhető).
Legyen A ∈ F. A karakterisztikus/indikátor fv-e:

χA(ω) =

{
0 ha ω ∈ Ω\A
1 ha ω ∈ A

1.2 Mi a lépcsős függvény defińıciója?

Defińıció: Legyen (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω→ R val. vált. (́ıgy mérhető).
Legyen n ∈ N+, (λk)1≤k≤n R-beli véges rendszer. Legyen (Ak)1≤k≤n F-beli (halmaz)rendszer.

f : Ω→ R, f(ω) :=

n∑
j=1

λjχAj (ω).

1.3 Mi az f lépcsős függvény integrálja a P mérték szerint Ω-n, ha f diszjunkt
halmazok karakterisztikus függvényeinek lineáris kombinációja?

Defińıció: Legyen (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω→ R lépcsős fv. olyan, hogy:

f : Ω→ R, f(ω) =

n∑
j=1

αjχAj (ω),

ahol (Ak)1≤k≤n olyan F-beli rendszer, hogy Aj ∩Ak = ∅, ha j 6= k, és αj ∈ R.
Ekkor ∫

Ω

fdP =

n∑
j=1

αjP (Aj).

1.4 Hogyan definiáljuk egy általános f : Ω → R függvény P mérték szerinti
integrálját Ω felett?

Álĺıtás: Legyen f : Ω→ R+ mérhető, korlátos fv. ⇒ ∃(fn)n∈N fv. sorozat, hogy

1. ∀n ∈ N : fn : Ω→ R+ lépcsős.

2. ∀n ∈ N és ω ∈ Ω esetén fn(ω) ≤ fn+1(ω) (azaz (fn(ω))n∈N rögźıtett ω esetén monoton növő).

3. ∀ω ∈ Ω : fn(ω)→ f(ω), ahogy n→∞.

Defińıció: Korlátos pozit́ıv mérhető fv. integrálja:
f : Ω→ R+ mérhető és korlátos. Legyen (fn)n∈N ≥ 0 lépcsős fv. sorozat: fn monoton növően tart f -hez.
Ekkor ∫

Ω

fdP := lim
n→∞

(∫
Ω

fndP

)
.

Álĺıtás: Legyen f : Ω→ R+ mérhető, (nem feltétlenül korlátos) fv. ⇒ ∃(fn)n∈N fv. sorozat, hogy

1. fn ≥ 0 ∀n ∈ N mérhető és korlátos.

2. fn monoton növekvően tart f -hez.

Defińıció: Mérhető pozit́ıv fv. integrálja:
f : Ω → R+ mérhető. Legyen (fn)n∈N ≥ 0 mérhető, korlátos fv-k sorozata: fn monoton növően tart
f -hez. Ekkor ∫

Ω

fdP := lim
n→∞

(∫
Ω

fndP

)
∈ R+,

ahol R+ = R+ ∪ {+∞}.
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Defińıció: Függvény pozit́ıv és negat́ıv része:
f : Ω→ R mérhető.

• f+ = max{f, 0}, azaz f pozit́ıv része.

• f− = max{−f, 0}, azaz f negat́ıv része.

f+(ω) =

{
f(ω), ha f(ω) ≥ 0

0, ha f(ω) < 0

Álĺıtás: f : Ω→ R mérhető ⇔ f+ és f− mérhető.

f = f+ − f− |f | = f+ + f−

Defińıció: Mérhető fv integrálja:
f : Ω→ R mérhető. ∫

Ω

fdP =

(∫
Ω

f+dP

)
−
(∫

Ω

f−dP

)
,

ha a jobb oldal értelmes (azaz legfeljebb az egyik tag végtelen).

• f integrálható, ha ∃
∫

Ω
fdP ∈ R.

• f végesen integrálható, ha
∫

Ω
fdP ∈ R.

Álĺıtás: Tulajdonságok

•
∫

Ω
(f + g) dP =

∫
Ω
f dP +

∫
Ω
g dP , ha a jobb oldal ∃

•
∫

Ω
λf dP = λ

∫
Ω
f dP λ ∈ R

•
∣∣∣ ∫Ω f dP

∣∣∣ ≤ ∫Ω |f |dP , ha a bal oldal ∃

• f ≤ g =⇒
∫

Ω
f dP ≤

∫
Ω
g dP
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2 Tétel: Lebesgue mérték, mértékek abszolút folytonossága és
szingularitása

2.1 Mikor mondjuk hogy egy µ1 mérték abszolút folytonos egy µ2 mértékre
nézve?

Defińıció: (Ω,F) mérhető tér. Legyen µ1, µ2 : F→ R+ mérték.
µ1 abszolút folytonos µ2-re, ha

(∀A ∈ F)(µ2(A) = 0⇒ µ1(A) = 0).

Jelölése µ1 � µ2.
Ez tranzit́ıv, reflex́ıv, de nem szimmetrikus.

2.2 Mikor mondjuk hogy egy µ1 mérték szinguláris egy µ2 mértékre nézve?

(Ω,F) mérhető tér. Legyen µ1, µ2 : F→ R+ mérték.
µ1 szinguláris µ2-re, ha

∃Ω1,Ω2 ∈ F Ω1 ∩ Ω2 = ∅, Ω1 ∪ Ω2 = Ω

µ1(Ω1) = 0 és µ2(Ω2) = 0.

Jelölés: µ1 ⊥ µ2.
Ez nem tranzit́ıv, nem reflex́ıv, de szimmetrikus.

2.3 Hogyan definiáljuk a Lebesgue-külső mértéket és a Lebesgue mértéket?

Defińıció: Lebesgue-külső mérték:
Legyen A ⊆ R tetszőleges.

λ(A) = inf

( ∞∑
n=0

λ(In) | A ⊆
∞⋃
n=0

In, (In)n∈N intervallumok rendszere

)
Ahol λ(I) : I hossza.
λ(A) ≥ 0 (lehet ∞ is).

Álĺıtás: λ(N) = 0

Bizonýıtás: Első lépésben az {1}-et lefedem 1 hosszú intervallummal, például [0.5, 1.5], majd a {2}-t
0.5 hosszú intervallummal, például [1.75, 2.25], és ı́gy tovább.
Második lépésben az {1}-et 0.5 hosszú intervallummal fedem le, a {2}-t pedig 0.25 hosszúval, és ı́gy
tovább.
Ezt a módszert folytatva =⇒ az összhosszak infimuma → 0.
Általánosságban elmondható, ha A ⊆ R megszámlálható, akkor λ(A) = 0.

Álĺıtás: ∃Mλ ⊆ 2R halmazrendszer, hogy

1. Mλ σ-algebra

2. Mλ 6= 2R

3. BR ⊆Mλ (tartalmazza a borelleket)

4. λ|Mλ
:Mλ → R+ mérték (ahol λ|Mλ

jelentése: λ megszoŕıtva Mλ-ra).

Defińıció: Lebesgue mérték:
λ = λ|Mλ

.

2019.01.09. 24. oldal Erdélyi Áron, Feczkó Botond
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2.4 Mit tud mondani a Riemann (improprius) és Lebesgue integrálhatóság
viszonyáról?

Defińıció: Lebesgue 0-mértékű halmaz:
A ∈Mλ Lebesgue-0 mértékű, ha λ(A) = 0.
Ilyen például N, vagy Q.

Defińıció: Lebesgue mérték szerinti integrál:∫
[a,b]

fdλ,

ahol f : R→ R mérhető fv (mérhető λ szerint, azaz ∀ Borel ősképe Mλ-beli).
A konstrukció ugyan úgy feléṕıthető R-en λ szerint, mint

∫
Ω
fdP Ω-n P szerint.

Álĺıtás: f : [a, b] → R Riemann-integrálható ⇔ f folytonos egy Lebesgue 0 mértékű halmazon ḱıvül.
Ekkor ∫ b

a

f(x)dx =

∫
[a,b]

fdλ.

Tehát ’szép’ fv-ek esetén a Lebesgue integrál megegyezik a hagyományos, Riemann integrállal.

2.5 Dirichlet függvény

f(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x ∈ Q∗

Ez a függvény nem improprius Rieamann integrálható, viszont:

λ(Q) = 0 =

∫
R
χQ dλ

2.6
sinx

x
függvény

f(x) =


sinx

x
, x 6= 0

0, x = 0

Ez a függvény Riemann integrálható, viszont:

• a −π és π közötti részt alulról közeĺıtem. A bezárt terület T = π lesz.

• a π és 2π közötti részt közeĺıtem. A bezárt terület T =
sin

3π

2
3π

2

π

2
=

1

3
lesz.

• Hasonlóképp a 2π és 3π közötti terület T =
1

5
lesz.

=⇒ a függvény poźıt́ıv része: π +
1

3
+

1

5
+ ... divergens. =⇒ @ Lebesgue integrálja.
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3 Tétel: Vektorértékű valósźınűségi változók, diszkrét és folytonos
esetben

3.1 Hogyan definiáljuk egy (ξ, η) 2 dimenziós valváltozó eloszlásfüggvényét?

Defińıció: Legyen (Ω,F, P ) val. mező, ξ : Ω→ Rk, (k ∈ N+) fv. mérhető, ha ∀B ∈ B(Rk) : ξ−1(B) ∈
F.

Defińıció: Vektor értékű val. vált. alatt a

ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), ..., ξk(ω))

vektort értjük, ahol ω ∈ Ω és ξj-k val. vált-ok 1 ≤ j ≤ k.

Defińıció: Ekkor a várható érték a következő vektor, ha ∃:

E(ξ) = (E(ξ1), E(ξ2), ..., E(ξk)).

Defińıció: Vektor val. vált. (együttes) eloszlásfv-e alatt a következőt értjük:

Fξ : Rk → R, Fξ(t) = P

(
ξ−1
( k∏
j=1

]−∞, tj [
))

,

ahol

t =


t1
t2
...
tk


Speciálisan 2 dimenzióban:

F(η,γ)(x, y) = P (η < x, γ < y)

3.2 Mik a többdimenziós valváltozók eloszlásfüggvényének tulajdonságai?

Álĺıtás: Vektor val. vált. eloszlásfv-ének tulajdonságai (k ≥ 2 esetén):

1. Fξ minden változóban monoton nő: Ha x∗i < x∗∗i , akkor

Fξ(x1, ..., x
∗
i , ..., xk) ≤ Fξ(x1, ..., x

∗∗
i , ..., xk).

2. Fξ minden változóban balról folytonos.

3.
lim

tj→−∞
Fξ(t) = 0 ∀j = 1, ..., k.

4.
lim

t1,t2,..,tk→∞
Fξ(t) = 1.

5. ∀a, b,∈ Rk ha a < b (minden koordinátában):∑
ε∈{0,1}k

(−1)|ε|Fξ(aε+ b(1− ε)) ≥ 0,

ahol |ε|: ahány 1-es van ε-ban, aε és b(1− ε) koordinátánkénti szorzatot jelöl, pl:

aε =


a1ε1

a2ε2

...
akεk

 .
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3.3 Mit nevezünk együttes és peremeloszlásnak diszkrét 2 dimenziós valváltozók
esetén?

Defińıció: Vektor val. vált. eloszlása:

Qξ(B) = P
(
ξ−1(B)

)
.

Álĺıtás: Tfh F : R2 → R a ξ = (η, γ) val. vált. együttes eloszlásfv-e, Fη(x) az η, Fγ(y) pedig a γ val.
vált. eloszlásfv-e. Ekkor:

Fη(x) = lim
y→∞

F (x, y) Fγ(y) = lim
x→∞

F (x, y).

Defińıció: Egy vektor értékű val. vált. bármely komponensének valósźınűségeloszlását peremeloszlásnak
nevezzük.

3.4 Hogyan számoljuk tartományba (téglalapba) esés valósźınűségét 2 dim
valváltozó esetén ha adott az együttes eloszlásfüggvény?

Álĺıtás: Legyen (ξ, η) 2 dimenziós val. vált., melynek eloszlásfv-e: F (x, y) = P (ξ < x, η < y). Ekkor:

P (a1 ≤ ξ ≤ b1, a2 ≤ η ≤ b2) = F (b1, b2) + F (a1, a2)− F (a1, b2)− F (b1, a2).

Bizonýıtás: Jelöljük a ξ-hez tartozó értéket x-el, az η-hoz tartozó értéket y-al. Jelöljük T -vel a kérdéses
eseményhez tartozó esetet:

T = {a1 ≤ ξ ≤ b1, a2 ≤ η ≤ b2} :

Legyen ezen ḱıvül:
t1 = {ξ < b1, η < b2} t3 = {ξ < a1, η < b2}

t2 = {ξ < a1, η < a2} t4 = {ξ < b1, η < a2}

Ekkor
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T = t1\(t3 ∪ t4)⇒ P (T ) = P (t1)− P (t3 ∪ t4) = P (t1)− (P (t3) + P (t4)− P (t3 ∩ t4))

mivel t3 ∩ t4 = t2, ezért:

P (T ) = P (t1)− P (t3)− P (t4) + P (t2) = F (b1, b2)− F (a1, b2)− F (b1, a2) + F (a1, a2).

3.5 Ha (ξ, η) egy folytonos eloszlású 2 dim valváltozó, mik a peremsűrűségfüggvények
és hogyan származtathatóak az együttes sűrűségfüggvényből?

Álĺıtás: Ha ξ(η, γ) : Ω→ R2 val. vált., Qξ � λR2 , és a sűrűségfv-e f(η,γ), akkor

fη(x) =

∫ ∞
−∞

f(η,γ)(x, y)dy és fγ(y) =

∫ ∞
−∞

f(η,γ)(x, y)dx.

3.6 Mi az összefüggés a peremsűrűségfüggvények és az együttes sűrűségfüggvény
között ha ξ és η függetlenek?

Álĺıtás: Legyen ξ : Ω⇒ Rk és Qξ � λRk .

ξ1, ξ2, ... függetlenek ⇐⇒
k∏
i=1

fξi(ti) = fξ(t1, t2, ...tk)

Speciálisan 2 dimenzióban:

η és γ függetlenek ⇐⇒ fη(x)fγ(y) = f(η,γ)(x, y)

3.7 Hogyan számoljuk tartományba (pl. téglalapba) esés valósźınűségét 2
dim valváltozó esetén ha adott az együttes sűrűségfüggvény?

Álĺıtás: Legyen (ξ, η) 2 dimenziós val. vált., melynek sűrűségfv-e: fξ,η(x, y), Qξ � λR2 . Ekkor:

P (η ∈ I, γ ∈ J) =

∫
I×J

f(η,γ)(x, y) d(x, y)

Bizonýıtás: Hasonlóan az előzőhöz.
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4 Tétel: Valósźınűségi változók transzformáltjai

4.1 Ha adott egy ξ diszkrét valváltozó melynek lehetséges értékei x1, x2, ...,
ismerjük az eloszlását, és egy h függvény, hogyan számı́tjuk ki az η = h(ξ)
valváltozó eloszlását?

Defińıció: Legyenek a ξ diszkrét val. vált. lehetséges értékei x1, x2, ... és a megfelelő valósźınűségek
p1, p2, ... (nem feltétlenül véges sok, lásd pl a geometriai eloszlást). Ekkor η = h(ξ) val. vált. lehetséges
értékei az y1 = h(x1), y2 = h(x2), ... számok, és a megfelelő valósźınűségek:

P (η = yk) := qk =
∑

h(xi)=yk

P (ξ = xi) =
∑

h(xi)=yk

pi.

Megjegyzés: A szumma azért kell, mert h nem feltétlenül injekt́ıv.

4.2 Ha ξ egy folytonos eloszlású valváltozó melynek a sűrűségfüggvénye f(x),
valamint h(x) szig mon és diffható, hogyan számı́tjuk ki az η = h(ξ)
valváltozó sűrűségfüggvényét?

Álĺıtás: Ha h szig. mon., akkor az η val. vált. yk = h(xk), k = 1, 2, ... értékeihez tartozó eloszlás
megegyezik a ξ val. vált. eloszlásával.

Álĺıtás: Tfh h szig. mon. és diff-ható, ξ folytonos eloszlású val. vált., sűrűségfv-e: f . Ekkor η = h(ξ)
val. vált. sűrűségfv-e:

g(y) = f(h−1(y))

∣∣∣∣dh−1(y)

dy

∣∣∣∣.
Bizonýıtás: Tfh h szig. mon. nő. Ekkor az {η < y} = {h(ξ) < y} esemény egyenlő a {ξ < h−1(y)}
eseménnyel:

{η < y} = {ω ∈ Ω|η(ω) < y} = {ω ∈ Ω|h(ξ(ω)) < y} = ?.

Ha h növő:
? = {ω ∈ Ω|ξ(ω) < h−1(y)}.

Így η eloszlásfv-e:

G(y) = P (η < y) = P (h(ξ) < y) = P (ξ < h−1(y)) = F (h−1(y)),

ahol F a ξ val. vált. eloszlásfv-e. Ekkor a láncszabály alkalmazásával:

g(y) = G′(y) =
dF (h−1(y))

dy
= f(h−1(y))

dh−1(y)

dy
,

ahol dh−1(y)
dy > 0, mert h szig. mon. nő (⇒ h−1 szig. mon. nő).

Tfh h szig. mon. csökken. Ekkor az {η < y} = {h(ξ) < y} esemény egyenlő a {ξ > h−1(y)} eseménnyel.
Ekkor ? = {ω ∈ Ω|ξ(ω) > h−1(y)}. Ekkor

G(y) = P (η < y) = P (h(ξ) < y) = P (ξ > h−1(y)) = 1− P (ξ < h−1(y)) = 1− F (h−1(y))

g(y) = G′(y) = −f(h−1(y))
dh−1(y)

dy
,

ahol dh−1(y)
dy < 0, mert h szig. mon. csökken.
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4.3 Mi lesz a transzformált valváltozó sűrűségfüggvénye ha a transzformáció
lineáris?

Példa: Lineáris transzformáció: η = aξ + b, ξ sűrűségfv-e f . Ekkor η sűrűségfv-e:

g(y) =
1

|a|︸︷︷︸∣∣∣ dh−1(y)
dy

∣∣∣
f

(
y − b
a

)
︸ ︷︷ ︸
f(h−1(y))

,

mert h(x) = ax+ b⇒ h−1(y) = y−b
a .
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5 Tétel: Feltételes eloszlás- és sűrűségfüggvény, feltételes várható
érték

5.1 Hogyan definiáljuk a ξ valváltozó yi < η < yj feltétel melletti eloszlásfüggvényét
ha (ξ, η) diszkrét valósźınűségi vektorváltozó?

Defińıció: A ξ = xi esemény η = yk feltétel melletti valósźınűsége:

P (ξ = xi|η = yk) =
P (ξ = xi, η = yk)

P (η = yk)
.

Megjegyzés: A számláló az együttes eloszlást megadó táblázat egy cellája, a nevező pedig η peremeloszlásnak
1 értéke.

Defińıció: A ξ val. vált yi < η < yj feltétel melletti feltételes eloszlásfv-e:

F ∗(x|yi < η < yj) := P (ξ < x|yi < η < yj).

5.2 Hogyan tudjuk meghatározni az értékét az együttes illetve a peremeloszlások
seǵıtségével?

Álĺıtás: Legyen a (ξ, η) diszkrét vektor értékű val. vált. eloszlásfv-e F (x, y), és η peremeloszlás-fv-e:

Fη(y) = lim
x→∞

F (x, y).

Ekkor, ha feltesszük, hogy Fη(yj) 6= Fη(yi), akkor

F ∗(x|yi ≤ η < yj) =
F (x, yj)− F (x, yi)

Fη(yj)− Fη(yi)
.

Bizonýıtás:
P (ξ < x, yi < η < yj) = F (x, yj)− F (x, yi).

Másrészt defińıció szerint

F ∗(x|yi < η < yj) = P (ξ < x|yi < η < yj) =
P (ξ < x, yi < η < yj)

P (yi < η < yj)
=
F (x, yj)− F (x, yi)

Fη(yj)− Fη(yi)
.

5.3 Folytonos esetben hogyan definiáljuk F ∗(x|z)-t?

Álĺıtás: A ξ val. vált. η = z feltétel melletti feltételes eloszlásfv-e:

F ∗(x|η = z) = lim
h→0

(P (ξ < x|z < η < z + h)),

ha a határérték létezik, és

P (ξ ∈ I|η = z) =


∫
I

f(ξ,η)(x, z) dx

fη(z)
, ha fη(z) 6= 0

0 egyébként

Bizonýıtás: Tegyük fel, hogy a (ξ, η) vektor valósźınűségi változó sűrűségfüggvénye f(x, y) és η perem-
sűrűségfüggvénye fη(y).
Ekkor

P (ξ ∈ I|η ∈ [z, z + h]) =
P (ξ ∈ I, η ∈ [z, z + h])

P (η ∈ [z, z + h])
=

∫
I

∫ z+h
z

f(ξ,η)(x, y) dy dx∫ z+h
z

fη(y) dy

Tudjuk, hogy η eloszlásfüggvénye Fη(ω) =
∫ ω
−∞ fη(y) dy.

Tegyük fel, hogy fη és f(ξ,η) folytonosak.

2019.01.09. 31. oldal Erdélyi Áron, Feczkó Botond
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Ekkor F ′η = fη.
Folytatva,

lim
h→0

1

h

∫
I

∫ z+h
z

f(ξ,η)(x, y) dy dx

1

h

∫ z+h
z

fη(y) dy
= lim
h→0

1

h

( ∫
I

( ∫ z+h
−∞ f(ξ,η)(x, y) dy −

∫ z
−∞ f(ξ,η)(x, y) dy

)
dx
)

1

h

(
Fη(z + h)− Fη(z)

) =

A nevezőben a derivált defińıciója szerepel, ez konstans.

=

∫
I

f(ξ,η)(x, z)

fη(z)
dx

5.4 Folytonos esetben hogyan definiáljuk ξ-nek az η = z feltétel melletti
feltételes sűrűségfüggvényét?

Defińıció: ξ-nek az η = z feltétel melletti sűrűségfv-e:

fξ|η=z(x) :=
f(ξ,η)(x, z)

fη(z)

.
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6 Tétel: Lp terek, konvergenciat́ıpusok Lp terekben

Defińıció: ξ, η : Ω→ R valósźınűségi változók azonos eloszlásúak, ha Qξ = Qη.

Defińıció: A ∈ F esemény 1 valósźınűséggel (1 vallal) következik be, ha P (A) = 1.

Defińıció: Azt mondjuk, hogy ξ, η : Ω→ R 1 vallal megegyeznek, ha

[ξ = η] := {ξ = η} := {ω ∈ Ω|ξ(ω) = η(ω)}

6.1 Hogyan definiáljuk az Lp
R függvényteret?

Defińıció: Legyen p ∈ [1,∞[

LpR(Ω,F, P ) =

{
f : Ω→ R|f mérhető és

∫
Ω

|f |pdP <∞
}

.
Ha p irracionális, akkor zn → p.
Ha p =∞, akkor

LpR(Ω,F, P ) = {f : Ω→ R|f mérhető és f P.m.m. korlátos}

azaz ∃A ∈ F, hogy P (A) = 0 és f|Ω\A korlátos.
m.m. értsd: majdnem mindenütt

Defińıció: Az LpR tér ekvivalenciaosztályok összessége

LpR :=

{
•
f |f : Ω→ R mérhető és

∫
Ω

|f |p dP <∞
}
,

ahol f ekvivalenciaosztálya P szerint:

•
f := {h : Ω→ R|h mérhető és h = f 1 vallal}

ekvivalencia reláció: f ∼ h := f = h P.m.m.

6.2 Hogyan definiáljuk egy f függvény p-normáját?

Defińıció: f fv. p normája: (Ω,F, P ) val. mező, p ∈ [1,∞[, f ∈ LpR(Ω,F, P ),

||f ||p =


(∫

Ω
|f |pdP

) 1
p ha p ∈ [1,∞[

sup
ω∈Ω\A

|f(ω)| ha p =∞ ,

ahol az A halmaz jelentése: A-n ḱıvül f korlátos és P (A) = 0.

• ||f ||p ≥ 0

• ||αf ||p = |α| ||f ||p

• ||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p

6.3 Mi az Lp tér, milyen konvergenciat́ıpusokat ismer Lp terekben, és milyen
összefüggések állnak fent ezek közt?

Lp terekben az alábbi konvergencia-fajtákat különböztetjük meg:

1. 1-vallal egyenletes konvergencia.
Legyen (fn)n∈N Lp-beli fv-sorozat, f ∈ Lp.
fn → f 1-vallal egyenletesen (majdnem mindenütt egyenletesen), ha

(fn − f) ∈ L∞ ∀n ∈ N-re és ||fn − f ||∞ → 0 (n→∞).
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ez pontosan azzal ekvivalens, hogy

an = sup
ω∈Ω
|fn(ω)− f(ω)| → 0.

Jelölése: fn
mme−−−→ f.

2. 1-vallal konvergencia.
fn → f 1 vallal, azaz fn

mm−−→ f P.m.m., ha

∃A ∈ F, hogy P (Ω\A) = 0 és fn(ω)→ f(ω), ∀ω ∈ A,

másszóval, val. mező, és val. vált. esetén:

P ({ω ∈ Ω|ξn(ω)→ ξ(ω)}) = 1.

3. Lp-ben való konvergencia (p ∈ [1,∞[).

fn
Lp−−→ f, ha ||fn − f ||p → 0 azaz

(∫
Ω

|fn − f |pdP
) 1
p

→ 0.

Az eddigi konvergenciat́ıpusok általános f -re vonatkoztak, a következő 2 kifejezetten val. vált-okra, ezért
használjuk a továbbiakban a ξ jelölést f helyett.

4. Sztochasztikus konvergencia.
(Ω,F, P ) val. mező, (ξn)n ∈ N val. vált. sorozat Ω-n, ξ : Ω→ R val. vált. ξn → ξ sztochasztikusan,
ha

∀ε > 0 P (|ξn − ξ| > ε)→ 0.

azaz
P (ω ∈ Ω

∣∣|ξn(ω)− ξ(ω)| > ε)→ 0.

5. Eloszlásban való konvergencia. (Ω,F, P ) val. mező, (ξn)n∈N val. vált. sorozat Ω-n, ξ : Ω → R val.
vált. A (ξn)n∈N val. vált. sorozat eloszlásban tart ξ-hez, ha

P (ξn < x)→ P (ξ < x) ∀x ∈ R, melyre x→ P (ξ < x) folytonos fv.

Röviden: Fξn(x)→ Fξ(x).

Álĺıtás:
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Bizonýıtás: 1 ⇒ 3
Tudjuk, hogy ||fn − f ||∞ → 0, kell, hogy ||fn − f ||p → 0, ami ekvivalens azzal, hogy(∫

Ω

|fn − f |pdP
) 1
p

→ 0⇔
∫

Ω

|fn − f |pdP → 0 (mivel p > 1)

⇔ ||fn − f ||pp → 0.

Tudjuk, hogy

|fn − f |p ≤
(

sup
ω∈Ω
|fn(ω)− f(ω)|

)p
= ||fn(ω)− f(ω)||p∞,

ezért

||fn − f ||pp ≤
∫

Ω

||fn − f ||p∞dP = ||fn − f ||p∞
∫

Ω

1dP → 0.

Bizonýıtás: 2 ⇒ 4
Azaz azt szeretnénk belátni, hogy az 1-vallal-konvergenciából következik a sztochasztikus. Tudjuk, hogy

P ({ω ∈ Ω|ξn(ω)→ ξ(ω)}) = P (K) = 1.

Legyen ε > 0 és
an = P ({ω ∈ Ω|ξn(ω)− ξ(ω)| > ε}) = P (An).

Kell: an → 0 (ekkor teljesül 4 ). Legyen ω ∈ K

⇒ ∀ε > 0-hoz ∃n0 ∈ N, hogy ∀n ≥ n0-ra |ξn(ω)− ξ(ω)| ≤ ε

⇒ ∀n ≥ n : ω /∈ An ⇒ ω ∈ Ω\An.

Tfh ∃ε > 0, hogy P (|ξn(ω)− ξ(ω) > ε|) 6→ 0

⇒ ∃δ > 0 : an = P (|ξn − ξ| > ε) ≥ δ > 0 ∞ sok n-re.

Azaz ∃(ξ̂n)n∈N részsorozat, hogy

P ({|ξ̂n − ξ| > ε}) ≥ δ

igaz ∀n ∈ N-re. De ξ̂ → ξ 1-vallal:{
ω ∈ Ω

∣∣|ξ̂n(ω)− ξ(ω)| > ε
}
⊆
{
ω ∈ Ω|ξ̂n(ω) 6→ ξ(ω)

}
A jobb halmaz mértéke 0, viszont δ > 0. Ez ellentmondás.

Bizonýıtás: 3 ⇒ 4
ξn → ξ Lp-ben, azaz E(|ξn − ξ|p)→ 0
Kell: ∀ε > 0 : P (|ξn − ξ| > ε)→ 0

P (|ξn − ξ| > ε) = P (|ξn − ξ|p > εp) ≤ E(|ξn − ξ|p)
εp

→ 0,

ahol a becslésnél a Markov-egyenlőtlenséget használtuk.

2019.01.09. 35. oldal Erdélyi Áron, Feczkó Botond
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7 Tétel: Centrális határeloszlás tétel, Nagy számok gyenge törvénye,
Nagy számok erős törvénye

7.1 Mit mond ki a centrális határeloszlás tétel?

Tétel: Centrális hatrelloszlás tétel:
ξ1, ξ2, ... független, azonos eloszlású val. vált-ok. σ2(ξj) <∞. Ekkor∑n

j=1 ξj − nE(ξk)
√
nσ(ξk)

= N(0, 1),

ahol N(0, 1) egy standard normális eloszlású val. vált.

Megjegyzés: ξk helyén akármelyik ξ állhat, mivel azonos eloszlásúak.

Következmény:

P

(∑n
j=1 ξj − nE(ξk)
√
nσ(ξk)

< x

)
→ P (N < x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e
−t2
2 dt

7.2 Mit mond ki a DeMoivre-Laplace tétel?

Tétel: DeMoivre-Laplace tétel:
(ξj)j∈N független val. vált-ok, P (ξ = 1) = P (ξ = −1) = 1

2 . Ekkor E(ξj) = 0 és σ2(ξj) = σ(ξj) = 1.

Sn :=

n∑
j=1

ξj n ∈ N.

Ekkor

P

(
Sn√
n
< b

)
→ 1√

2π

∫ b

−∞
e
−t2
2 dt.

7.3 Mit mond ki a nagy számok gyenge törvénye?

Tétel: Nagy számok gyenge törvénye:
ξ1, ξ2, ... független, azonos eloszlású val. vált-ok, P (ξj = 1) = p, P (ξ = 0) = 1− p, p ∈]0, 1[. Ekkor∑n

j=1 ξj

n
→ p sztochasztikusan,

ahol p egy konstans p értrékű fv. Azaz

P

(∣∣∣∣∣
∑n
j=1 ξj

n
− p

∣∣∣∣∣ ≥ ε
)
→ 0 ∀ε > 0.

A tételt véges szórásnégyzet esetén bizonýıtjuk.

Álĺıtás: Ha ξ1, ξ2, ... független, azonos eloszlású val. vált-ok, σ2(ξj) <∞, akkor∑n
j=1 ξj

n
→ E(ξk) sztochasztikusan.

Bizonýıtás: Írjuk fel a Csebisev egyenlőtlenséget
∑n
j=1 ξj

n -re:

P

(∣∣∣∣∣
∑n
j=1 ξj

n
− p

∣∣∣∣∣ ≥ ε
)
≤
σ2
(∑n

j=1 ξj

n

)
ε2

=
1

ε2n2
σ2

 n∑
j=1

ξj

 =
1

ε2n2
nσ2(ξk) =

1

ε2n
σ2(ξk).

Mivel a ξj-k azonos eloszlásúak, és függetlenek. A jobb oldali kifejezés pedig mivel σ2(ξk) véges, és
n → ∞, tart a 0-hoz. A baloldali kifejezést tekintve pedig pontosan ez a sztochasztikus konvergencia
feltétele.
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Valósźınűségszámı́tás, Matematikai Statisztika Vizsga Jegyzet B Tételsor, 8. Tétel

8 Tétel: Statisztikai alapfogalmak, maximum likelihood elv

8.1 Hogyan definiáljuk az empirikus eloszlásfüggvényt?

Defińıció: A minta eloszlásfv-e
Ha ξ∗i a minta nagysága szerinti növekvő sorrendbe rendezett elemei közül az i-edik

Fn(x) =


0 ha x ≤ ξ∗1
k
n ha ξ∗k < x ≤ ξ∗k+1 k = 1, .., n− 1

1 ha ξ∗n < x

8.2 Mit mond ki a Gilvenkó tétel?

Tétel: Gilvenkó tétel:
Ha ugyan azon eloszlásból veszünk mintákat:

P

(
lim
n→∞

(
sup

−∞<x<∞
|Fn(x)− F (x)|

)
= 0

)
= 1,

azaz Fn(x) 1-vallal tart F (x)-hez.

8.3 Mi a becsléselmélet alapproblémája?

Adott egy minta, és esetleg a sokaság eloszlásának t́ıpusa és egyes paraméterei. Keressük a sokaság pontos
eloszlását és paramétereit. Ekkor becslünk.

8.4 Milyen tulajdonságokkal jellemezhető egy becslés?

Legyen ξ a megfigyelt val. vált., θ a ξ eloszlás megfigyelt paramétere. ξ1, ξ2, ..., ξn a ξ-ből vett n elemű
minta.
Késźıtsünk statisztikát, amiből lehet következtetni θ-ra:

θ̂ = f(ξ1, ξ2, ...).

Tulajdonság: Torźıtatlanság:
A becslés torźıtatlan, ha E(θ̂) = θ.

Tulajdonság: Hatásosság:
θ̂1 hatásosabb, mint θ̂2, ha σ(θ̂1) < σ(θ̂2).

Tulajdonság: Aszimptotikus torźıtatlanság:
A minta elemszámának növelésével a becslőfv várható értéke megegyezik a sokaság jellemző értékével:
θ̂1, θ̂2, ..., θ̂n asszimptotikusan torźıtatlan, ha

lim
n→∞

E(θ̂n) = θ

Tulajdonság: Elégségesség:
A θ̂ = f(ξ1, ξ2, ..., ξn) statisztika elégséges becslése a θ paraméternek, ha a mintaváltozók együttes

feltételes eloszlása, bármely módon megvalósuló θ̂ = y feltétel esetén nem tartalmazza a becsült θ
paramétert.

Tulajdonság: Konzisztencia:

1. A becslés torźıtatlan

2. A mintaelemszám növelésével a paraméter és becslése közötti eltérés ε alá csökken.
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8.5 A mintaátlag és az empirikus szórásnégyzet tulajdonságai

Defińıció: Mintaátlag:

ξ =

∑n
k=1 ξk
n

.

Defińıció: Empirikus szórásnégyzet:

σn(ξ) =

√∑n
k=1(ξk − ξ)2

n
.

Tétel: A mintaátlag torźıtatlan becslése E(ξ)-nek

Tétel: A mintaátlag szórása → 0, ha n→∞

Tétel: A mintaátlag az elméleti várható érték (E(ξ)) lineáris becslései közül a leghatásosabb.

Tétel: Az empirikus szórásnégyzet (σ2
n) nem torźıtatlan becslése σ2(ξ). (asszimptotikusan torźıtott).

Defińıció: Korrigált szórásnégyzet:

s2
n =

n

n− 1
σ2
n.

Tétel: A korrigált szórásnégyzet torźıtatlan becslése σ2(ξ)-nek.

8.6 Mi a maximum likelihood elv?

Általánosságban: A MLE (Maximum Likelihood Estimation) során az L(θ) likelihood függvényt kell
maximalizálnunk a θ ismeretlen paraméter tekintetében, n független minta esetén

L(θ) = f(x1, x2, ..., xn|θ) = f(x1|θ)f(x2|θ)...f(xn|θ)

sorozatot nehéz maximalizálni ⇒ log likelihood (mert a log. fv-nek ugyan az a menete, mint a belső
fv-nek).

l(θ) = ln(L(θ)) = ln

 n∏
j=1

f(xj |θ)

 =

n∑
j=1

ln(f(xj |θ))

8.7 Mi a konfidenciaintervallum, és hogyan számı́tható ki különféle esetek-
ben?

Defińıció: Konfidencia intervallum: A θ̂ becsléséhez tartozó ]θ − z, θ + z[ konfidencia intervallumról
azt mondjuk, hogy 100(1 − α)%-os megb́ızhatósági szinthez tartozik, ha az esetek 100(1 − α)%-ban a
ténylegesen meghatározott intervallum lefedi a becsült paraméter (θ) valódi értékét.

Álĺıtás: Konfidencia intervallum kiszámı́tása:

1. Normális eloszlás, ismert szórás:
Becsüljük E(ξ) = m-et

η =
ξ −m
σ√
n

⇒ standard normális eloszlású

P (−z < η < z) = P (η < z)− P (η < −z) = Φ(z)− (1− Φ(z)) = 2Φ(z)− 1

⇒ −z < ξ −m
σ√
n

< z ⇒ ξ − z σ√
n
< m < ξ + z

σ√
n
,

ahol z σ√
n

a hiba.
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2. Nem normális eloszlás, ismert szórás:
Ha az eloszlás nem normális, CHT-val becsüljük.

P

(∑
i ξi − nE(ξk)√
nσ(ξk)

< x

)
≈ Φ(x).

Ezzel a Φ(x)-el tudunk tovább számolni.

P

(
ξ −m
σ√
n

< z

)
= 2Φ(z)− 1⇒

]
ξ − z σ√

n
, ξ + z

σ√
n

[
.

3. Normális eloszlás ismeretlen szórással (Student):
E(ξ) = m-et becsüljük.

Mivel σ ismeretlen, ezért η = ξ−m
σ√
n

-et becsüljük

τ =
ξ −m
sn√
n

,

ahol sn a korrigált empitikus szórás, τ a Student-féle t eloszlású dof = n − 1 szabadságfokkal - z
helyét most t veszi át.

⇒ Konfidencia Intervallum =

]
ξ − tdof sn√

n
, ξ + tdof

sn√
n

[
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