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Sztochasztikus folyamatok 1 STATISZTIKAI ALAPFOGALMAK, BECSLES ELMELET

1 Statisztikai alapfogalmak, becslés elmélet

1.1 Alapfogalmak

Definicié: Determinisztikus folyamatnak nevezziik azokat a folyamatokat, ahol a koriilmények egyértelmiien
meghatarozzak a folyamat lefolydsat.

Definicié: Sztochasztikus folyamat, ha valamelyik sziikséges koriilmény hidnyzik, vagy kiszamithatatlannd
valik.

Definicié: Véletlen jelenség, ahol a koriilmények nem hatarozzak meg egyértelmiien az eseményt.

Definicié: Statisztikai minta ahol a valdszintliségi valtozora n db fliggetlen azonos koriilmények kozott
végrehajtott megfigyelést, mérést elvégziink. A mintdban a valdszinliségi véltozok eloszldsa azonos
eloszlasu lesz.

Definicié: A minta nagysiga az elemeinek szama

1.2 Becslésnél hasznalt értékek

Definicié: A mintadtlag:
n
- Zk:1 §k =
- K

3
n

Definicié: Az empirikus széréasnégyzet:

Definicié: A korrigalt szérdsnégyzet:

o2 _ Lam (€= 6)° &2y o2,

" n—1 ’ "

1.3 Becsléselmélet

& valosziniiségi véaltozd, ismerjiik eloszlasat, illetve a siiriiségfiiggvényének a tipusat. Ekkor
f(f) = f({, 91, @2, ceey @n)

Definicié: Torzitatlan becslés: © = (:)(51,52, ey &n) fliggvény, és E((:)) = ©. Azaz a © varhat6 értéke
megegyezik a becsiilt paraméter értékével.

Definicié: Megbizhatésag (konfidencia) intervallum: Tegyiik fel, hogy O torzitatlan becslés, © is-
meretlen. Az [e1, €2) intervallumot megbizhatdsigi intervallumnak nevezziik, ha adott a > 0-ra P(e; <
o< 62) =1—-a.

Definicié: Maximum-likelihood mddszer: Tegyiik fel, hogy &1,&o,...,&, fliggetlen, azonos eloszlasu
valdsziniiségi valtozok. &; slirliségfiiggvénye f¢,. Ekkor

n
fer o en(@1, 22, ., 2n) = H feo (@) = L(O©, 21,29, ..., Ty).
k=1

0= L(©,z1,x9, ..., x,)-t nevezziik Maximum-likelihood fiiggvénynek.
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Sztochasztikus folyamatok 1 STATISZTIKAI ALAPFOGALMAK, BECSLES ELMELET

1.4 Statisztikai hipotézis

Definicié: Statisztikai hipotézisnek nevezziik a valdszintliségi valtozok
e closzlasara
e valamely paraméterére

vonatkozé éllitasokat. (Hg, Hy)

Statisztikai proba feladata |, hogy az X valdszini(iségi valtozéra vonatkozo statisztikai minta alapjéan
dontstink a Hy hipotézisrél.

Statisztikai proba lényege: K kritikus tartomany megvalasztasa gy, hogy Hy mellett azamitott U =
u(zxo, o, ..., Ty), vagy T = t(x1, 23, ..., T,) statisztikai érték kis valdszinliséggel essen a K tartomdnyba.

Definicié: Annak a valdszinliségét, hogy H fenndll és a pébastatisztika a K tartomanyba esik, a préba
terjedelmének nevezziik.

1.5 Hipotézisvizsgalat menete
Allités:
1. Mintavétel
2. Hy hipotézis megalkotdsa, H; ellenhipotézis megfogalmazasa
Megadunk 0 < a < 1 korlatot, az els6faji hiba valdszintiségére.
Konstrudlunk egy statisztikai figgvényt (prébafliggvényt) a minta elemeibdl, illetve a Hy hipotézisbél.

Meghatarozzuk a probafiiggvény eloszlasat, ha Hy teljestl.

A

Az el6z8 1épésben kapott eloszlds alapjan meghatdrozzuk E (elfogadési), és K (kritikus) tar-
toményokat (FUK =R, ENK =0).

Az elfogadasi tartomany tipikusan lehet:
* E=[-aa,0a4]
o B=[~4,00)

o B=(~o0,a4]
Definicié: Els6faju hiba: Hy igaz, de u € K, vagy t € K, ezért Hy-t elvetjiik.

Definicié: Maésodfaju hiba: Hy nem igaz, mégis u € F, vagy t € F, ezért Hy-t elfogadjuk.
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Sztochasztikus folyamatok 2 PROBAK, PARAMETERES PROBAK

2 Probak, paraméteres probak

2.1 u préba

Adott n elem{ minta &, ..., &,, amely N (m, o) eloszldst és fuggetlen, o ismert. Paraméteres proba eloszlds
valamelyik paraméterére vonatkozé hipotézis igazsagat vizsgaljuk.

e 1 mintas u préba:
Hj hipotézis: E(§) =m. 0 <a <1
Préba fiiggvény:

— Kétoldali préba:
Hy:E()=m Hy:E(¢) #m

E =[-an,00] K =R\[—aq4,a4]

— Egyoldali préba:
Hy:E()>m Hy:E()<m

E =[-aq,00) K =(—00,—a,).

e 2 mintas u préba:
Fiiggetlennek kell lennie a 2 mintdnak. &1,...,&n, 68 11, ..., 0, figgetlen mintdk, N(my,o1) és
N (mag, 09) eloszlastiak, valamint oy, o9 ismert.
Préba fiiggvény:

— Kétoldali préba
Holmlzmg H1 :ml#mg

E =[-an,00] K =R\[—aq4,0a4]

— Egyoldali préba
Hy:m1>mo Hp:mp <mo

E =[-aq,00) K =(—00,—a,).

2.2 Student féle t préba

Normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd varhatd értékére vonatkozo hipotézis, ismeretlen szérds esetén.
A sz6ras ismeretlen, becsiiljiik az

RN DS (Tt Ik

n—1

korrigalt tapasztalati szérdssal.

e 1 mintds t préba:
&1,y & eloszldsa ismert N(m, o), —o0o < m < o0, o > 0.

— Kétoldali préba:
Hy:E()=m Hy:E({) #m

E =[-an,00] K =R\[—an,a4]

— Egyoldali préba:
Ho:E()>m H:E() <m

E =[-a4,00) K=(—00,—a,).
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Sztochasztikus folyamatok 2 PROBAK, PARAMETERES PROBAK

e 2 mintds t préba:
&1,y €ny €8 M1, .., My, flggetlen mintdk, o, 09 ismeretlen.

Préba fiiggvény:

t — [ rana(n +n2 = 2)
(n1—14ns—1) \/(n1 —1)s32 + (ng — 1)sge2 ny + ne

2.3 Fischer féle F préba

&, .80, M, ..., N normalis eloszlasu fiiggetlen minték.
Hy:0¢ =0, Hy:o0¢#o0y.
*2 %2
max(s;?, s
(s 57°) > 1.

Fp, =——=5'"°
fesfn min(sf,s;"f) =

Fy 4, szabadsdgfoka:
o 552> 572 esetén (n — 1).
° 572> 522 esetén (m — 1).

1 — « szignifikancia szinten:

) F;&fn < F|_, esetén Hy-t elfogadjuk, a két mintanak azonos a szorasa.

° Fji‘6 £ > F1_, esetén Hy-t elvetjiik, a két mintdnak nem azonos a szoérasa.
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Sztochasztikus folyamatok 3 NEM PARAMETERES PROBAK

3 Nem paraméteres probak

Definicié: Legyenek &1, ..., &,, N (0, 1) fiiggetlen valdszintiségi valtozdk. Legyen n = &2 +...+&2. Ekkor
n eloszdsat n szabadsigfoki x? eloszlasnak nevezziik. E(n) = n és D?(n) = 2n.

Definicié: Legyen Ay, .., A, teljes eseményrendszer. Vizsgaljuk meg azt a Hy hipotézist, hogy: P(A;) =
pi- Ahol p; i = 1,...,7 nevezetes eloszlés, és >\, p; = 1.
Ezt a hipotézist nevezziik x? prébanak.

Definicié: Tth. n kisérlet sordn A; v;-szer kivetkezik be. >\, v; =n
v; val6sziniiségi véltozdk binomidlis eloszldstiak. F(A4;) = np;.

n!
P(vy = ky,vo = ko, ..o vp = ky|Ho) = P(vy = k1) - P(va = ko) - ... - P(vp = k) = T 'pl Lphr L pkr,

kqlks!..

ahol Y7, k; = n. Ez a Polinomiélis eloszlds.

Képezziik a kovetkezo statisztikat:
i=1
Amennyiben a Hy hipotézis igaz, akkor FE(v;) ~ np;, azaz a szdmldlé minden tagjdban a v; értéknek a
sajat varhaté értékétdl vett tdvolsdgdnak négyzete szerepel, azaz ha a x? kicsi, akkor j6 a préba.
x? : r db standardizalt binomidlis eloszldst val. valt. négyzetének Gsszege.

Definici6é: Tetszéleges a > 0-hoz meghatérozhaté olyan x2_; kritikus érték, melyre P(x% < x2_;(a)) =
1 — . Ezt nevezziik r — 1 szabadsagfokd x? eloszlasnak.

3.1 Illeszkedés vizsgalat

A minta illeszkedik-e egy elére megadott eloszlashoz?

Adott &, ..., &, figgetlen, azonos eloszlasu val.valt.-ok. Jeloljik ¢, ..., g--el az eloszlasukat. Illetve legyen
adott az (x;,p;) elméleti eloszlds. Legyen v; = {n : & = x;}.

Hy: q; = p; azaz a két eloszlas megegyezd Vi = 1, ..., r-re.

H,: q; # p; legalabb egy i-re.

Definicio: . )
> iz (Vi — npi)

0(61,nty) = EE

Ez egy (r — 1) szabadsagfoki x? eloszlés.

P(Ho3g > ¢r) = a,
ahol « a hiba, g a kiszamolt, ¢, a tdblazatbeli érték. Ha g > ¢, elvetjiikk Hp-t, ha ¢ < ¢, elfogadjuk Ho-t.

3.2 Homogenitas vizsgalat

Célja: annak eldontése, hogy két val. vélt. egyforma eloszlast-e.
Adott két val.valt.: £,n. Hy : A két val.valt. azonos eloszlasi. H; : nem azonos eloszlasiak.
Legyen v;, u; az i intervallumba es6é minta elemek gyakorisdga.

r — 1 szabadsagfoki x? eloszlast ad.
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Sztochasztikus folyamatok

3 NEM PARAMETERES PROBAK

3.3 Figgetlenség vizsgalat
Cél: Két val.vélt. kozott van-e kapcsolat, vagy fiiggetlenek?

Adott két val.valt.:€, n es ezeknek teljes eseményrendszerei: Aq,..., A, és By, ..., Bs. Ekkor Hy : P(A; N

Bj) = P(A;)P(By), azaz A;, Bj fiiggetlenek Vi = 1,..,r, j=1,..,s. Hy : nem fliggetlenek.

v;; = A; N B; gyakorisaga n fiiggetlen kisérletben.

r S Vil
3 (vij — =3*)
X2: zijjn .
n

i=1 j=1

Ha x%_l)(sfl) < ¢, alfogadjuk 1 — « szinten a Hy-t
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Sztochasztikus folyamatok 4 SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK, STACIONARITAS FOGALMAI

4 Sztochasztikus folyamatok, stacionaritas fogalmai

Definicié: Legyen z¢,t € N valdszinliségi valtozok halmaza. Ezt diszkrét idejl sztochasztikus folya-
matnak nevezziik.

Definicié: Legyen x4, t € Z valészintiségi valtozok halmaza, diszkrét ideji sztochasztikus folyamat.

{t < 0: milt és jelen FEzt vizsgdlom mérem, megfigyelem
t

t>0: jovo Ezt akarjuk becsiilni.

Definicié: 1z : Q — R fiiggvény valamilyen véletlen esemény értéke a t idépontban.
w € 2 az eseménytér egy fix allapota.
zo(w), 21 (W), ..., Tn(w) szdmsorozat a folyamat w € Q-hoz tartozé megvalésuldsa.

Példa: ¢, fehér zaj, ha fiiggetlen azonos eloszlasi vel.valt.-ot jeldl, és E(g;) = 0, D?(g;) = ¢,c € RT,
gyakran ¢ = 1.

Definicié: Az idében valtozatlan viselkedésii egyensilyban 1év6 rendszereket neveziink stacionariusnak.

Definicié: Egy z:,t € Z folyamatot er0sen staciondrius folyamatnak neveziink, ha Vk € Z-re az
(o, ..., Tp) eloszldsa megegyezik (Totk, ..., Tnik) eloszlasdval. Azaz az eloszldsra teljesiil az idGinvaridns
tulajdonsag.

Definicié: Az x4,t € Z gyengén stacionarius folyamat, ha
1. E(=2})<oo VteZ
2. E(xy) = E(zg) YtelZ

3. cov(zg, Tm) = cov(Totk, Tmik), Vk,m € Z (idSinvaridns.)

Definicié: Legyen x4, t € Z gyengén stac. folyamat. Ekkor a
R, (k) = cov(zg,x), keZ

fiiggvényt kovariancia fliggvénynek nevezziik.

Allitas: A kovariancia fv. tulajdonsigai:
1. R,(0) = D*(z;) barmely t € Z-re.
2. R,(k) = R;(—k) (péros fv.)

3. cov(x, ) = Ry(m — k)

Bizonyitas:
1. R.(0) = cov(zg, o) = cov(xgys, Tort) = cov(xs, x¢) = D?(x).
2. R, (k) = cov(xo,x1) = cov(To—k, Tr—k) = cov(T_k, To) = Ryp(—k).
3. cov(x, Tm) = cov(Tk—k, COUm_k) = coV(Tg, Tm—k) = Ry(m — k).
Allitas: Ezekbdl, a fehér zaj tulajdonségai:
1. cov(xg,x) = 02
2. cov(z;,x;) =0, i#]

3. Az el6z6t dtalakytva: R, (i — j) = 0.
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Sztochasztikus folyamatok 5 MOZGO ATLAG FOLYAMATOK

5 Mozgé atlag folyamatok

Definicié: Legyen

o0
Ty = Z ajep_j, tE Z,

j=—o00

¢ fehér zaj, o; € R egyiitthaték. Ekkor z; végtelen mozgdatlag folyamat.

Definicié: Ha Va; =0 j < 0 esetén, akkor az

oo
Tt = E Q€ j
Jj=0

végtelen mozgé atlag folyamatot kauzdlis mozgdatlag folyamat.

Allitas: -
R, (k) = Zajaj_kkaQ
j=0
2019.06.11. 9. oldal Erdélyi Aron



Sztochasztikus folyamatok 6 AR, MA, ARMA FOLYAMATOK

6 AR, MA, ARMA folyamatok

Definicié: Azt mondjuk, hogy z; autoregressziv (AR) folyamat, ha x; gyengén staciondrius és eléall
Ty41 = Py + 441 rekurzidval, ahol ® € R, €;41 fehér zaj.

Megjegyzés: Ha ® > 1, x; ® iitemben né, ha ® < 1, z; ® iitemben csokken.

Példa: =z, - a Balaton vizillasa t idépontban.
Typ1 = 0.9z + €441, ahol €441 a csapadék.

Definicié: Legyen

o0
Ty = E ajer—j, tEZ,
j=—o00

¢ fehér zaj, a; € R egylitthatok. Ekkor z; végtelen mozgdatlag folyamat.

Definicié: Ha Vo; =0 j < 0 esetén, akkor az

0
Ty = E Qj€t_j
Jj=0

végtelen mozgé atlag folyamatot kauzdlis mozgdatlag folyamat.
Allitas:
o0
Rx(k) = Z OéjOéj+k-0'2
§=0

Definicié: Y;,Y val.vélt.-ok. E(Y;?) < oo, E(Y?) < 00. Y,, L? értelemben tart Y-hoz, ha lim,, .~ E((Y,—
Y)?) =0.

Tétel: Legyen |®| < 1, g; fehér zaj. Ekkor 3z, t € Z AR-nak MA eldéllitasa, melyre

lim ((z; — Y B 1)?) =0,
k=0

k—oc0

azaz x; el6all e végtelen soraként.
Bizonyitas:

n
ry = Pyt = q)(q)l't_QJrEt_l)Jré‘t =..= (I)nJrll't_(n_H)+(I3n€t_n+...+€t = (I)n+1xt—n—1+z q)ket_k.
k=0

n—o0

El(zy =Y ®"ep)?] = E[(@" ' wy_p_1)?] = lim &> E[(x0)?] = 0.
k=1

Allitas: Az xy = Py + ¢ AR folyamat csak e; jelen és mult értékeitdl fiigg, igy x¢ és 44 kor-
relalatlanok, fliggetlenek k > 1.

Definicié: Legyen x;,t € Z-re tetszoleges sztochasztikus folyamat. Ekkor zx; = z;_; kifejezésben a z
a visszaléptetési operator.

Definicié: x:,t € Z staciondrius folyamatot (p, ¢)-ad rendi ARMA folyamatnak nevezziik, ha:
Ty + o1+ @exp2 + ...+ Tty = Boct + PrEr—1 + ... + BeEt_qg,
ahol a9 mindig 1, ay, ..., o, Bo, ..., Bq r0gzitett konstansok, valamint e, fehér zaj.
Tt + o123 + a2’z + ..+ apzPry = Boer + Przer + Bozler + ...+ Bozles

xe(l+ a1z + asZ? + ..+ apzP) = e4(Bo + P12z + ... + Bg29)
21 A(z) = e:B(2)

2019.06.11. 10. oldal Erdélyi Aron



Sztochasztikus folyamatok 6 AR, MA, ARMA FOLYAMATOK

Tétel:

Ha az A(z) polinom minden gyotke a komplex sik egységkorén kiviil van, azaz V|z;| > 1, akkor
az r; ARMA folyamatnak 1étezik MA eléallitdsa:

o
Tt = E PjEt—j-
Jj=0

Bizonyitds: Legyenck A(z) gy6kei z1,...,2, € Z vagy € C, mind kiilénboz8. Ekkor A(z) = a,(z —
21)(z — 22)...(z — 2p)
B(z B(z) 1
T = Et = &4 =
PTAR) T Ty —a2)(z—z)(z—2)
Parcidlis tortekre bonthato:
B(z L L L
<>[ L L L ]Et:
ap |z—z1  z— 2 z— 2p
Minden elem mértani sorra bonthaté
- .
Lo L b L (Z)
z— 2z zjl—zij zj =2 \%j
B(z) [ & LN/ 2\ > - =
SEEIS ()T (D) | =t = s
@ L= i/ 2o \F i=0 i=0
ahol ¢; konstansok.

Definicié: A(z)x: = B(2)e; folyamat invertalhatd, ha Je; = Z;io Ajxi—; elbéllitasa.

Tétel: Ha B(z) polinom olyan, hogy minden gyoke az egységkoron kiviil van, akkor invertdlhatd, és

A(z)

Et = B(Z) Tt.

2019.06.11.
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Sztochasztikus folyamatok 7 ELOREJELZES

7 Elorejelzés

Adottak x1, ..., xr mintdk. Ekkor zpy; megkozelitése Zpq.
Felvetések: z:(p,q) ARMA stabil, invertélhato.

Definicié: Olyan z; = Z;il dx4_; becslést keresiink, ahol ¢ (2¢—1, z4—2, ...) multbdl allitjuk el§, melyre
E(x; — 7;)? a legkisebb négyzetes kozelités.

_B(»)_ _ <
Tt = A(Z) &t = j;)ﬁpﬁtfp

pi-k szamolhatok.

oo
Tt = E Vi€t—j-
Jj=1

Allités: z, = Z;io pjct—; ez a legjobb négyzetes kozelités, azaz akkor a legjobb, ha v; = p;Vj =1, ...

Bizonyitas: tfh. y, = Z;il vjet—; wi-nek egy becslése. A becslés akkor a legjobb, ha az E((z: — y:)?)
a lehet6 legkisebb.

E((ze —y)*) = B(Q_ @it — »_viee—3)?) = E((poee + Y (o = Ver—5)?) =
j=0 j=1

Jj=1

= 0o E((e0)?) + Z(%‘ —7i)?E((er—;)?) = 0.
=0
Mivel ¢; fehér zaj, E(e;) =0

Allitas: Tehét mivel

[ ]
o
Ty = E Pji€t—j
J=1

alakban a legjobb,

_B(x)_ _ ¢
Ty = A(Z) &t = jgo@]gtfy

et ) B(z) - A(:)
~ z z) — Az
Tt = Tt — Yot = wft — Poct = Twﬁt

Mivel j 1-t6l megy, a j = 0 tag 0. Azaz a szdmlalé els6 tagja: 5y — 1o = 0, amibdl g = fHy.

Mivel xs-kel akarjuk eléédllitani, felhasznaljuk, hogy e; = %xt
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Sztochasztikus folyamatok 8 KOVARIANCIA FUGGVENY, JELLEMZOI

8 Kovariancia fiiggvény, jellemzoi
Definicié: Legyen xy,t € Z gyengén stac. folyamat. Ekkor a
R, (k) = cov(xg,x), k€EZ

fliggvényt kovariancia fiiggvénynek nevezziik.

Allitas: A kovariancia fv. tulajdonséagai:
1. R,(0) = D*(z;) barmely t € Z-re.
2. Ry(k) = Ry(—k) (péros fv.)
3. cov(xp, Tm) = Ry(m — k)

Bizonyitas:
1. R.(0) = cov(zo, x0) = cov(Tott, Tott) = cov(wy, x¢) = D?(x4).
2. Ry(k) = cov(xg, x1) = cov(To—k, Th—k) = cov(T_k, To) = Ry(—k).
3. cov(Tg, Tm) = cOV(T—k, COUpm_k) = cOV(T0, Tm—k) = Re(m — k).
Allitas: Ezekbdl, a fehér zaj tulajdonsdgai:
1. cov(zg,x0) = 02
2. cov(x;, ;) =0, i#]
3. Az el6z6t atalakytva: Ry (i —j) = 0.

Definicié: x;,t € Z gyengén stac. folyamatot ergodigusnak neveziink, ha w tart az E(xg)-hoz

L? értelemben. et
lim E((=L 122 T

T00 T ~ B(z2))") =0.

Tétel: Ha R, (k) kovariancia fiiggvény olyan, hogy a limy_, o, R, (k) = 0, akkor az x; folyamat ergodikus.

Allités: 2, ARMA folyamat. Ekkor

oo
Ru(k)= Y wjpjeno’, Y ¢i < oo

j=—00
Bizonyitas:
o0 o oo oo
R, (k) = cov(xy, x44) = cov( Z PjEt—js Z ¢i8t+k-¢> = Z Z 0 Picov(E¢—j, Etqh—i)
Jj=—00 1=—00 Jj=—00 1=—00
0 t—j#t+k—i
Ru(k) = i .
Yipjrk t—j=t+k—1
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9 Spektralis siiriliség fiiggvény

Definicié: Legyen x;,t € Z gyengén stac. folyamat, R, (k), k € Z kovariancia fv. Ekkor a ®,(u) = :
u € ZR,(k)e~"* végtelen sort, ha konvergens, u € [—7, 7] a folyamat spektralis sftirfiség fiiggvényének

nevezzik.

Allitas: Tulajdonsédgai:
1. ®(u) = ®(—u) azaz paros
2. d(u) >0

3. Ha &, (u) létezik, akkor pdros, nemnegativ inverze:

R, (k) ! /ﬂ D, (u)e"*du.

= % o
Bizonyitas:
1. . . .
Oy (u) =Y Ro(k)e ™ =" Ry(—k)e ™ =3 " Ry (k)e "R = @, (—u).
k€EZ k€EZ kEZ
2.
R.(k) ~0%>0, e >0
Allitas: ,
B(ef’bu)
_ 2
(I)I(u) - A(e—zu)
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10 Stacionarius folyamatok becslése

Definicié: w4, € Z gyengén stac. folyamatot ergodigusnak neveziink, ha 23225820 tart az E(xg)-hoz

L? értelemben. et
lim E((.Z‘l To xT

T oo T — B(@2))") =0.

Tétel: Ha R, (k) kovariancia fiiggvény olyan, hogy a limy_, o, R, (k) = 0, akkor az z; folyamat ergodikus.

Kovetkezmény: Ha az z; stabil ARMA folyxamat, akkor R,(k) < c*, valamilyen 0 < ¢ < 1 =

ergodikussag. s
X X2 T

T — T

k:

R, (k) = cov(zg, x1) = cov(x, o) = D*(x0) = D?(x4)

Sy (2 — Tr)?

R.(0) =

Tétel: x; stabil ARMA folyamat, R, (k) — 0 ﬁf(k) L? értelemben tart R, (k)-hoz, és Ty — E(xy).
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11 Wiener szuro

11.1 Linearis szlirok

Definicié: Legyen xy,t € Z gyengén stac. folyamat, ¥; € R, j € Z, melyre ) |¥;| < co. Aznt mondjuk,
hogy a W, altal adott folyamat linedris sz{ird, ha

Y = Z Wx—j.

€L

yr kauzalis szlird, ha ¢ < 0 esetén ¥,; = 0.

Tétel: Legyen x;,t € Z gyengén stac. folyamat, ¥; lin. sz(ir6, y; = >, ., ¥ixs—;. Ekkor

Ry(k)=> > W U;R,(k+i—j).

i€Z jET
Bizonyitas:
Ry (k) = cov(ye, ys41) = cov(xg, x) = cov Z\Il T Z,Z\If Tith—j) ZZ\I’ Ui cov(Ti—i, Toqp—j) =
1€EZL JEZ i€ZL JEL
=3 > WR,(k+i—j).
i€Z jET
Definicié: Transzfer fiiggvény:
o0
> ¥,
j=—00

ha ¥; lin. sz{iré.

Tétel: x;,t € Z gyengén stac folyamat,
(T Z Wiz,
JEL
ekkor 4
() = ¢ ()| H(e™™)|*.
11.2 Wiener sziirok

Definiciéo: Wiener szlr6:
Y¢ = ¢ + Ny,

ahol z; a megfigyelt jel, N; zaj.

Allitéds: Ha z, gyengén stac. és N; fehér zaj, akkor y; is gyengén stac.
Ry (k) = Ru(k) + R (k).
Oy(u) = ¢z (u) + On (u).

Definicié: ¥, sorozat linedris szlird, a transzfer fv.:

H(e ™) =
Ezt a szir6t nevezziilk Wiener sziironek.
fbw(U) = ¢y(u) — dn(u)

zgudu’ —zu § \I/ —Uu

JEZL

= / b (u +¢>N()
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12 Markov lanc alapfogalmai

Definicié: zq,...,x; valésziniségi valtozok sorozata Markov lancot alkot, ha t kezd&pillanatot kévetd
41 val. valt. értéke csak x, értékétdl fiigg.

Pz = tpq1|e = i, 01 = G4—1, ..., To = G0) = P(@p41 = Gpq1]|Te = iy).

Definicié: Rogzitett n € N mellett p; ;(n), ¢, € I valdszintiségeket a Markov ldnc n. 1épéséhez tartozd
egylépéses atmenet valdsziniiségének nevezziik.

Definicié: m(n) az dtmenet valésziniiségekhez tartozé dtmenet valészinliségi matrix.

m(n) = [pii(n)]ijer-

7 a folyamat dinamikajat adja meg. Tehat azt, hogy milyen valésziniiséggel jut egy 1épés alatt i-bél j-be.

Definicié: Egy a sorvektorrdl azt mondjuk, hoghy eloszlas, ha

k
a=lag,ag, .. ax], o >0, Vi=1.k, Zai =1
i=1

Definicié: Az A maétrix sztochasztikus matrix, ha minden sorvektora eloszlas.

Definicié: A Markov lanc kezdeti eloszldsa megadhato egy q = [g¢;] sorvektorral, ahol Vq; = P(zg = 1).
Ebbél kévetkezik, hogy > q; = 1.

Definicié: Az x;,t € N Markov ldnc homogén, ha P(x; = it|xi—1 = iz—1) figgetlen ¢-t8l.

Tétel: .
pij=Pla1=jlro=1) >0, Vi j Y pij=1
j=0

Tétel: Legyen x; val6szin(iségi véltozdk sorozatdnak eloszlasa q(zg). Ekkor q(x1) a kdvetkez6 képpen
szamolhaté:
q(z1) = a(zo)m, q(z0),q(z1) €R", 7€ R™".

Definicié: Az n 1épéses dtmenet valdsziniiség annak a valészintisége, hogy i-bél kiindulva n 1épés alatt
eljutok j-be:

Py = Plan = jlwo = i).

Tétel: Chapman-Kolmogorov egyenlet:
[pij]=m" n>2

Definicié: Az x;,t € N Markov lancot irreducibilisnek nevezziik, ha Vi,j = 1,2,..., N esetén dn =

n(i, ), hogy p{"”) > 0.

Azaz barmelyik dllapotbdl barmelyik dllapot elérhetd.
Definicié: A Markov ldnc aperiodikus, ha minden allapota aperiodikus.

Definicié: A markov lancot ergodikusnak nevezziik, ha aperiodikus, és Vp; ; > 0
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Sztochasztikus folyamatok 12 MARKOV LANC ALAPFOGALMAI

Tétel: Legyen a markov ldnc ergodikus, (N x N)-es m métrix-szal adott. Ekkor Ix = (z1, za, ..., zn),
hogy
rT X2 TN
1 X2 N
lim 7" =
neoo
rT X2 TN

x; valdsziniiség fiiggetlen a kiinduldstol.

Definicié: A fenti x a Markov ldnc stacionérius allapota: x = xm, méasképp jelolve: q., = q. 7.
Tétel: Ha a markov lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor stabil. Azaz q(z,) — q.,, qo-t6l fiiggetleniil

Definicié: Egy végtelen Markov lanc visszatérd, ha
o0
Zfz(?) ZP Tp =i, xp £ 1,1 <k <nlxg=1)
n=1 n=1
Z f(n) < 00 = nem visszatéro.
n=1
Definicié:

Ha oo allapotteri Markov lanc stabil, ha

1. Irreducibilis és aperiodikus
2. Pozitiv visszatér6: lim,, . pz(-Z-)El és fiiggetlen i-t0l.

Tétel: oo allapotterit Markov ldncoknal Chapman-Klomogrov:

pl,j n—+ m szk plcg

Allités: Ha egy oo allapotteri Markov lanc stabil, akkor létezik hatareloszlas, ami szintén oo elemi
lesz, Osszege 1.

n) = a(0)pij(n)
=0
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13 Allapotok osztalyozasa, jellemzoi

Definicié: Az x;,t € N Markov lancot irreducibilisnek nevezziik, ha Vi,j = 1,2,..., N esetén dn =

n(i, ), hogy p{"") > 0.

Azaz barmelyik allapotbdl barmelyik allapot elérhetd.

Definicié: A markov lanc dllapotainak S halmaza zart, ha az S halmazon kiviil egyetlen allapot sem
érhetd el S allapotaibdl.

Definicié: Az 4. allapot elnyel6 allapot, ha p; ; = 1. Minden elnyeld allapot zart halmaz.

Definicié: Az i. allapot tranziens, ha 3 olyan j allapot, amely elérhet6 i-bél, de j-bél i nem érhet6 el.

(n)

dn: Dij > 0, ﬂm FPjam) > 0.

Ha nem tranziens, akkor visszetéro.

(n)

ij > 0és p(-f?) > 0.

Definicié: Azt mondjuk, hogy i kommunikél j-vel, ha In,m : p ;

Definicié: Az i. allapot periodikus k& > 1 periddussal, ha k az a legkisebb szdm, amire igaz, hogy i-bol
i-be visszatérd lanc hossza k, illetve egész szamu tObbszorosei.

Definicié: A nem periodikus visszatérd dllapotot aperiodikusnak nevezziik.

Definicié: A Markov ldnc aperiodikus, ha minden allapota aperiodikus.
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14 Folytonos idejii Markov lancok

Az llapottér diszkrét z; € S, S = {1,2,...} t > 0,t € RT U {0}.

Definicié: x4-t folytonos idejii markov lancnak nevezziik, ha Vn > 1-re 0 < t; < t; < ... < t,-re az
T, X1,y -eey Ty €5 teljesiil:

P(x(ty) = p|z(tn_1) = Tn-1,(tn—2) = Tp—2, ..., x(to) = xo) = P(x(t,) = zp|x(tn—1) = Tpn-1),

ha ezek a feltételes valoszinliségek léteznek.

Példa: 2 egymds utdni torténés A paraméterti, exponencidlis eloszldsi. x; jelenti [0,¢] hdny torténés
volt. z; folytonos idejii Markov ldnc eloszldsa (At) paraméter(i Poisson eloszlés:

v O
Pij = € . 5
! (j—9)!

Tétel: Chapman-Kolmogrov:

pls +8) = 3 Pla(s +1) = joa(t) = k2(0) = i) = 3 Pla(s +1) = jle(t) = k)P(a(t) = kl2(0) = i) =

kesS kes
= Zpik(t)pkj(s) = Zpik(s)pkj (t)
kes kes

(s +t) =n(s)n(t) = n(t)m(s).

1 =
0ij = { Z ]
0 i#j
Tétel: Ha a Markov lancra igaz a fenti feltétel, p; ;(t) fiiggvények differencidlhatéak Vt > O-ra. Jeldlés:

Ppij(t) — 0ij
t

Definicio:

Definicié: Q = [gi;] = 7’'[0"] métrixot a folymat rdta matrixdnak nevezziik.
> 4 =0.
jEN

Tétel: A folytonos idejii Markov lanc stac. allapota létezik, ha ~m =y egyenletnek 1éteziksazatvektor
megoldasa.
A megoldas egyenld lesz a yQ = 0 egyenlet megoldasdval.
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15 Tomegkiszolgalas
Erkeznek igények, amikb8l mindig egyet kiszolgdlunk, majd kiszolgdlds utén tdvozik.

Allités: Fontos tulajdonsagai:
1. Varhaté sorhossz
2. Atlagos véarakozasi id6

3. Optimalis alkalmazott szama

15.1 Diszkrét idében
e 1, - sorhossz, n. idGegység végén.
e 1y, - n. id6egységben érkezd igények.
e v, - n. id6egységben legfeljebb hany igényt tud kielégiteni.
yn fliggetlen, azonos eloszlasu. v, fliggetlen, azonos eloszlasiu. z,, y,, v, fliggetlenek.

Tpt1 = (Tn — Un+1)+yn+1a (77 — Un)+ = max(z, — Vp41,0).

Allités: Ha 20(Yn, vn) fiiggetlenek, akkor ez egy Markov lénc.

Tétel: A fenti tomegkiszolgaldsi modell 7 egylépéses dtmenet valészinliségi métrixa olyan, hogy a f6atlé
alatt és felett 1év6 elemek pozitivak, és E(Y;) < E(V;), akkor a Markov lanc stabil.

Példa: Bindris modell:

Y; ={0,1}, P(yi=1)=p, Plyi=0)=1-p
Vi={0,1}, Pvi=1)=¢q, Pv;=0)=1-¢q
a=(1-plg, b=010-qp, c=1-p)(1-q) +pq
1-p p 0 0
a c b 0
™= 0 a c b

Allitas: Sorhossz véarhaté értéke:

E(yes1)(1 = 2E(ye41)) + E(y?,1)

Bl = = o) — E(Vir)

15.2 Folytonos idoben

Sorban &llasi modellek: A/B/m/K/M, ahol
1. A - Szomszédos igények beérkezése kozott eltelt id6 eloszlasanak kédja.
2. B - Kiszolgélasi id6 eloszlasanak kddja.

m - A rendszerben 1év§ kiszolgdld egységek szama.

K - A rendszer befogaddképessége.

oro W

M - Igényforrasok szama.
A, B kédja lehet:

1. M - Markov lanc tulajdonsdgu, exponencialis eloszldsu
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2. D - Determinisztikus
3. G - Tetsulleges eloszlasu

K, M alapértelmezettként oco.
M /M /1-re, kiszolgalds A, érkezés p:

1. Kihasznéltséag: % =p<l1

A
12

2. pp :po(%)i, valamint pg = q —

3. Rendszerben tartézkodé igények szama: N(t) =Y " ip; = S

. Sorhossz: Q = pN(t) = % =N(t)—p

N

5. Varakozasi id6: T = ﬁ
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