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Nemlineéris Dinamikai Modellek a Biolégiaban

ElSszo

A Tanar Ur szavaival élve: "A matematika egy nyelv, ami alapjan a fizika, a kémia és a biologia
irodott". Es ezek egymasra épiilnek. Mondhatni a kémia a fizikai térvények "nemlineéris kombinacioja",
és ebbdl a biologia pedig a kémiai Gsszefliggések "nemlinearis kombinacioja". Ahhoz hogy megértsiik
mi torténik egy biologiai modellben, nem csak a biolégiai szempontokat kell figyelembe venni, hanem a
mogodttes matematikat is.

Ez a jegyzet tartalmazza a targyalt elméleti anyagot, viszont ennyi nem elég az anyag megértéséhez. A
szamitogeép egy nagyon erds eszkoz, ami hosszt "matematikai mondatokat és kérdéseket" képes értelmezni
és valaszolni ra ugyanugy, a matematika nyelvén. Ezért lényeges a gyakorlati anyag elsajatitasa is, hogy
megtanuljuk azokat a tipikus eljarasokat, és megtapasztaljuk sajat bériinkén azokat a hibakat, amelyek
numerikus algoritmusoknal elGjohetnek.

Sikeres felkésziilést!
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1. EGY-FAJ MATRIX-MODELLEK

1. Egy-faj matrix-modellek

Perron-Frobenius tétel: Legyen A > 0 és Jk*, hogy AR >o. Legyen tehat A nemnegativ, primitiv
matrix. Ekkor [A,| < [A—1] < -+ < |A2| < Ay =7, azaz Ir > 0 dominéns sajatérték,

Av=rv, wlA=rw’,

T

dominans sajatvektor jobbrél v > 0, balrol w?' > 07, a w’'v = 1 normalassal, és végiil a Perron-Frobenius

matrix hatvanyozas aszimptotikija

1
—kAk s vwl, k— .
T

1.1. Fibonacci

Az fo=fo=1, fos1 = fu+ fno1 (n = 1,2,...) méasodrendd linearis rekurziét felbontva az n-edik
év ifju és Oreg nyulpéarjainak szama szerint két elsérendt, egyméashoz csatolt i, 11 = 0n, Ont1 = in + On
linearis rekurziora, amelyek egyilitt matrixos formaban is felirhatok:

it gl op= |V el Y S| Z gk k=012,
On+1 On 11 00 0 Ok 00

Tegyiik fel, hogy a megoldas \"v alaki. Ekkor
A"ty = FA\"'v = Av = Fv.

-A 1
1 1-A

1++5
2 b

det(F—)\I):det{ ]:>)\2—)\—1:0:>)\1,2:
ahol r = % = A1 > A2 a dominéns sajatérték. Ebbdl tehat a teljes populéciot a
_ 1
Jrk =ik + o = E(Allc—i_l -5

sorozat irja le.

1.2. Leslie matrix, korfa, utédok atlagos szadma, az R § ler § 1 tulajdonsag

Leslie matrix L = L,, = Ly (ahol min(k*(n)) = n + 2, specialisan min(k* = 6)).

0 by by by
lss 0 0 0
L=10 & 0 of
0 0 s3 0

ahol by > 0 az adott krosztalybol sziilets ifjak ratéja, és sy > 0 az adott korosztaly tulélési rataja.

f
1 x5 - ikao — (vwh)x? = (WwIx"v, k— oo
rk |k rk ’

o}

1.2.1. Korosztalyos linearis modell egy populacié idébeli mértékére

Az L* matrix mutatja, hogy a k-adik korosztalyban milyen lesz a korbeli eloszlas. A karakterisztikus
polinom p4()\) = )\4 — Slbl)\Q — Slsgbg)\ — 31328363. Deﬁméljuk az

R = 51b1 + 8182b2 + 518253b3

egyedenkénti atlagos utdédszam paramétert, amelynek Osszefliggése az r legynagyobb sajatértékkel a ko-
vetkezs:
R>1%1r>1 népesség robbanas,

R=1&r=1 stabil népesség,
R<1&r <1 csokkend népesség.

Ezekkel az Osszefiiggésekkel az id6ben minden ponton szamolva a kovetkezd korfakat kapjuk:
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1. EGY-FAJ MATRIX-MODELLEK

Grarapodi népesséy Seabil népessig Chvegedss népesséy

“piramis" “harang™ ‘milhkas” Hurm” “Ropuren”

1.2.2. Atmenetgraf
Legyen A = {a;;}}';_; tovibbra is nemnegativ métrix. Az altala meghatirozott G = G(A) dtmenetgraf
cstcsal és iranyftott élei:

V(G)={1,2,....,n}, ({i} = {j}) € E(G) & a;; > 0.

22 .3
83

ba
1

[
.

b3

Lemma. Legyen A = {a;;}}';_; 0-1 matrix. Ekkor {A*}, 1 a G(A) atmenetgraf j-edik csicsabol az
i-edik csticsdba vezetd k hossziisagu iranyitott utak szama.

Ko6vetkezmény. Altalanos A > 0 esetén AF" > 0 pontosan akkor teljesiil, ha az atmenetgraf barmely
csicsabol barmely cstiicsdba van k* hosszisagu iranyitott tt.

Vilagos, hogy ekkor az atmenetgraf mint irdnyitott graf erésen Osszefliggs. Matrixokra atfogalmazva,
primitiv matrix sziikségképpen irreducibilis is.

1.3. Bolyongasi jatékpélda valésagos egerekkel

Jelolje &, = © azt az eseményt, hogy az egét az n-edik id6pontban éppen az i-edik celldban van, ahol
n=01,2,... ési=1,2,3. Igy a P atmenetmatrix - melynek elemei a p; ; = P(&41 = jl&n = 9)
valoszintségek:

1
P= Ty=2(2,3,3), k— oo,

:wgzwng—)ﬁg(vw 3

Wi O M=
O wihao|=

0
1
i
3
1

mert 7 =1, v=rcol(1,1,1) € R3 é¢s w! = %(2, 3,3) barmely 7l kezdeti eloszlasra.

1.4. Pozitiv matrixok Perron-Frobenius tulajdonsagai

Legyen A egy primitiv nem-negativ n x n alakd matrix, melynek a spektralis sugar{l r. Ebben az esetben
a kovetkez6 allitasok igazak:

1. r pozitiv valos szdm, amely az A matrix legnagyobb sajatértéke. Masnéven r a Perron-Frobenius
sajatérték.

2. A Perron-Frobenius sajatérték r egyszert.

3. Az A métrixnak van egy r-hez tartozé v jobboldali sajatvektor, amelynek a komponensei mind
pozitivak.

4. Hasoln6an A-nak van egy r-hez tartozé w baloldali sajatvektora, amelynek komponensei szintén
mind pozitivak.

I Legnagyobb sajatértékének abszolut értéke
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2. AZ Uy = Uxx DIFFUZIOS EGYENLET ES ALTALANOSITASAI

2. Az u; = u,, diffiziés egyenlet és altalanositasai

2.1. Fizikai modell és mogottes matematika: az egyenlet levezetése mikroszko-
pikus (Brown-mozgas, bolyongas 1D-ben, skalazas) illetve makroszkopi-
kus (hévezetés, hGenergia-mérleg adott térrészben - diffazio, anyagmérleg
adott térrészben) megfontolasok segitségével

2.1.1. Mikrofizikai levezetés: Brown-mozgas szerinti interpretaciéban

Egyetlen pontszerii részecske bolyong a szamegyenesen. Mozgasarol csak annyit tudunk, hogy adott
helyzetbdl 0t id6 alatt % val6szintiséggel jobbra, % valoszintiséggel balra megy, éspedig dx tavolsagot.
Jelolje P(t,z) annak a valoszintiségét, hogy a részecske a t id6pillanatban a szamegyenes x pontjatol
balra helyezkedik el. A t és a t + ot id6pillanat kozotti lehetséges elmozdulasokat figyelembe véve, a
P(t+0t, x) valoszintiséget kifejezziik a t idépillanathoz tartozo kiillonb6z6 valoszintiségekkel. Az az allapot,
hogy t + dt idpillanatban a részecske az x ponttol balra helyezkedik el, kétféleképpen alakulhat ki: ha a
t idépillanatban balra volt az x — dx ponttdl, vagy ha benne volt az (x — dx,x + dx) intervallumban. Az
el6z6 esetben tovabbra is balra marad az x ponttdl, az utébbi esetben pedig a jobbra, vagy balra 1épések
egyikével az = ponttdl jobbra, mésikaval az x ponttél balra keriil. A valoszintiséget figyelembe véve azt
kapjuk, hogy a kétvaltozos P fiiggvény eleget tesz a

P(t+ d6t,x) = P(t,xz — dx) + %(P(t,x +dz) — P(t,x — dx))

algebrai sszefiiggésnek. Ezutan mindkét oldalbol kivonjuk a P(t, z) valoszintiséget, és osztunk dt, a jobb
oldalon pedig bévitjiik a (dx)? kifejezéssel. Igy
P(t+6t,x) — P(t,z) 1P(t,x—dx) —2P(t,z) + P(t,x + dx) (62)?
5t 2 (6x)2 5t

majd a (5(;?2 = 1 skalazassal és a 0t,0x — 0 hataratmenettel a remélt P/(¢t,x) = PJ (t,x) parcilis

differencialegyenlet adodik.

2.1.2. Makrofizikai levezetés: H6vezetés interpretaciéban

Jelolje u(t,x) az x € Q C R%(d = 1,2,3) pont hémérsékletét a ¢+ > 0 idSpontban. A masik alapvetd
fogalom a héaramlas idstsl és helytol is fiiggs vektormezGje, az F(¢,x). A harmadik a belsé héforrasok
f(t, x) strtségliiggvénye. Egy G C Q térrészen beliili

Qt) = / cpu(t, z)dz
G
héenergia Q(t) megvaltozésa

Q) = /chug(t,a:)dx = f/é)GF(t,x)dSJr/Gf(t,x)dx,

ahol a bal oldalon p az anyagsiirtiség és ¢ a fajhs, a jobb oldal els6 tagja a G peremén ataramld héenergia,
a masodik tag pedig a G-ben talalhaté héforrasok bels munkaja. A divergenciatéte]ﬂ valamint a diﬁﬂzidﬂ
F = —kVu torvényének segitségével

/chu;(t,a:)dx:/Gdiv(kVu)dx—i—/Gf(t,x)dx,

amibdl a
cpuy(t, z) = div(kVu) + f(t, )

végeredmény mar kozvetleniil adodik. Amennyiben a k difftuzids egyiitthato allando, kihozhat6 a diver-
gencia operatora elé, és a végeregmeény a cpu;, = kAu + f(t,x) alakra egyszertisodik. Ha nincsenek belsd

héforrasok, akkor az a? = Cﬁp > 0 jeloléssel az egyenlet az u} = a? Au alakot 6lti, amely egy el6re megadott

Q C R4(d = 1,2,3) korlatos tartomany pontjaiban érvényes. Altalaban azt is feltessziik, hogy mind a c
fajhd, mind a p anyagsiirtiség, és ekkor veliik egyiitt az a > 0 paraméter is térben-idében allandok.

2 [q div(v)dz = [, vdS
Fourier - hétan, Fick - kémia, Ohm - elektromossag
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2. AZ Uy = Uxx DIFFUZIOS EGYENLET ES ALTALANOSITASAI

2.2. Difftizio-advekcioé-reakcioé egyenletek, kemotaxis-diffiizié egyenletrendszer

Az v, = —VF+ f egyenlet valtozatai alapvetSen az F és f valasztasatol valamint - rendszerek esetében
- a csatolastol fliggenek:

e diffuzio: F = Farr = —k1Vu
e advekcié: F = F,4, = kouv, ahol v az aramlo kozeg ismert sebessége.
o advekcio-diffazio: F = Foqu_aifr = —k1Vu + kauv

e reakcio diffizio: u) = a?Au+ f(u,v), v, = B2Av + g(u,v), ahol @ = f(u,v), v = g(u,v) egy, az
tartomany minden pontjaban azonos modon jelatszodo reakcié egyenletrendszere.

o chemotaxis-diffazié: F = Fepramis—airf = —fuVe — B2Vu, ahol a szaporodni képes baktérium
(koncentracioja u) menekiil egy kiils6 kémiai folyamatban képz6dé méreg (koncentracidja c¢) el6l.
Igy a csatolt rendszer ¢} = a?Ac + f(c), u, = f2Au — £ - div(uVc) + g(c, u).

Mindezek a parcialis differencialegyenletek perem- és kezdeti feltételekkel egyiitt értendsk.

Az els6 harom példa mindegyike - mar amennyiben az f forrastag sem fligg az u ismeretlentdl - az
advekcio-diffazio egyenlettel bezarolag linearis feladat. A kq diffuzids egyiitthato a legegyszertibb esetben
valodi, az x € Re(d = 1,2,3) térvaltozotol fiiggetlen allandd: a div(k;Vu) = k;Au azonossag ekkor
érvényes.

2.3. Kezdeti- és peremfeltételek
2.3.1. Dirichlet peremérték feltétel

Ha a peremfeltétel meghatarozza a peremek értékeit, akkor ez egy Dirichlet peremérték feltétel. Példaul,
ha egy vasriud egyik végét abszolut nulla fokon tartjuk, akkor a probléma értéke ismert lesz ebben a
pontban a térben.

At v} = Au,u(t,0) = u(t,7) = 0,u(0,2) = g(z) homogén Dirichlet feladat megoldhaté Fourier-sor
alakjaban:

o0 2 T
u(t, L= i dz, n=1,2,...
x) g fsin(nz), c - /0 g(c)sin(nx)dzx, n
Maga az egyenlet homogén linearis, és a peremfeltétel is homogén. Igy az u(t,z)(t > 0,2 € [0, 7]) megoldas
az et sin(nx) alapmegoldasok linearis kombinacioja. Az egylitthatokat a ¢ = 0 kezdeti allapotot leird

g € Ly[0, ] fiiggvény Fourier sorfejtése szolgaltatja.

2.3.2. Neumann peremérték feltétel

Ha a peremfeltétel meghatarozza a peremeken 1évs derivaltak értékeit (példaul nem tudjuk hogy mek-
kora lesz egy adott pillanatban a peremen az érték, de a ki-be folyas mértékét tudjuk), akkor ez egy
Neumann peremérték feltétel. Példaul, ha melegitjiik egy vasriud egyik végét, akkor az energia konstans
itemben fog hozzaadodni, de a pillanatnyi h6mérséklet nem lesz ismert.

A fenti megoldashoz hasonloképpen, az u; = Aw,ul (¢,0) = u,(t,7) = 0,u(0,2) = g(x) homogén
Neumann feladat megoldésa

Co —n? 2 " 5
=5 ch Leos(nz), cp = =/ g(x)cos(nz)dr, m=0,1,2,...

Fontos megjegyezni hogy - még akkor is, ha a g fiiggvény folytonos, s6t ha még a ¢g(0) = g(w) =0
kompatibilitasi feltételek is teljesiilnek - a megoldas "d6ccenve" indul: a ¢t = 0 id6pontban a Fourier-
sorok konvergencidja altalaban csak az L]0, 7] térben garantalt. Szerencsére ha ¢ > 0, akkor a sordsszeg
végtelenszer derivalhato a t és az x hibrid valtozokban. A ¢ — oo hataratmenetben a homogén Dirichlet
feladat megoldasanak képlete egyenletes u(t, z) — 0 kihtleést, a homogén Neumann feladat megoldasanak
képlete pedig az integréal-atlaghoz tarté u(t,z) — 3 = 1 fo x)dx teljes hémérséklet-kiegyenlitGdést
mutat.
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2. AZ Uy = Uxx DIFFUZIOS EGYENLET ES ALTALANOSITASAI

2.4. Kapcsolat Gauss-gorbék egy csaladjaval
Tétel. Tetszbleges g : R — R folytonos és korlatos fiiggvény esetén
9(x) t=0
U(t7$) = { 1 0o _(=—9?2
N Jo g9(@e " de t>0

egyetlen megoldéasa az u;, = ul.,, (t,x) € [0,00) X R egyenletnek, az u(0, z) = g(x) kezdeti feltétel mellett.

2.5. Maximum-elv

Hidegzugok, melegzugok, csakigy mint a koncentracié Osszestirtisodései vagy ritkulésai egydimenzios
linearis difftzié révén nem johetnek létre. A maximume-elv alapveten egyetlen valos fiiggvényre teljesti,

és mar példaul a linedrisan csatolt u, = o?u”, + au + bv,v, = 2!, + cu + dv egyenletrendszerre sem

érvényes. Okolszabalyként annyit mondhatunk, hogy a diffizio-egyenlet stabilizal és homogenizal, de a
diffiizid-egyenletrendszer mar nem rendelkezik ezekkel a tulajdonsigokkal.
Legyen Q C R? korlatos (nyilt) tartomany, és legyen T > 0 tetszéleges. Vezessiik be az

Qr =(0,7) xQ, 0*Qr = ({0} x Q) U ((0,T] x 99Q)
jeloléseket. Ekkor -

max{u(t,z)|(t,x) € Qr} = max{u(t, z)|(t,z) € 0" Qr}.
Bizonyitas. A bizonyitast két lépésben tessziik meg.

1. Tegyiik fel elgszor, hogy u} < Au. Az indirekt feltevés azt mondja, van olyan (¢*,z*) € (0,7T] x 2
pont, hogy -
u(t™, 2*) = max{u(t, z|(t,x) € Qp)} > max{u(t, z)|(t,z) € 0*Qr}.
Ekkor u), (t*,2*) =0 és ul, ., (t*,2*) <0 valamint u/, (t*,2*) = 0 és uj,_, (t*,2*) < 0. Igy

up(t*,2) < Au(t*,z*) <0,

amibdl u(t* — 0, 2*) > u(t*,2*), ha 0 < § <« 1. Tehat olyan ponto(ka)t konstrualunk, a (0,7] x Q
halmazban, ahol az u fliggvény értéke nagyobb a maximumnal, ami ellentmondas.

2. Most visszatériink az eredeti u fliggvényhez. Az e > 0 paraméter segitségével a v.(t,z) = u(t, ) —et
segédfiiggvényeket. Mivel

(ve)i(t, ) = uy(t,z) — e = Au(t,z) — e < Au(t,z) = Av.(t, ),
a bizonyitas els része szerint
max{v. (t,2)|(t,z) € Qr} = max{v.(t,2)|(t, z) € 0*Qr}
tetszéleges € > 0 esetén. A kivant tulajdonsag az ¢ — 0% hatardtmenettel adodik.
A maximum-elvet a —u fliggvényre atfogalmazva a
min{u(t, z)|(t,z) € Qr} = min{u(t, z)|(t,x) € *Qr}
minimum-elvet kapjuk. A maximum-elv és a minimum-elv egyiittes kovetkezménye az u; = Au +
JF(t,2),u(0,)|a = g,u|0,00)x00 = h kezdeti- és peremérték-feladat klasszikus megoldasanak unici-
tasa.
2.6. Korrekt kittizottség és numerikus megfontolasok
A matematikai analizis egy feladata korrekt kitiizést, ha igaz ra:

e egzisztencia,

e unicitas

e folytonos fliggés.

A folytonos fliggés a feladat Osszes paraméterére nézve all fenn: a feladat megfogalmazasanak kis hibait
a megoldas csak mérsékelten nagyitja fel. Ugyanezeket varjuk el egy numerikus eljarastol is.
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3. ANALITIKUS MODSZEREK KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK VIZSGALATARA

3. Analitikus moédszerek kozonséges differencidlegyenletek vizsga-
latara

3.1. Linearizalas és lokalis fazisportré egyensilyi helyzetek koriil
3.1.1. Linearizalas egyensilyi helyzetek koriil

Az egyszeriiség kedvéért tételezziik fel, hogy a kérdéses egyenstlyi helyzet, ami koriil linearizalni sze-
retnénk, ro = 0 legyen. Legyen f : RY — R¢ C! fiiggvény. Igy

f(x) = Az +a(z), A=f(0), alx)=f(r)- Az

Magatol értetsdik, hogy a : R? — R? is C! fiiggvény, melyre a(0) = 0 és a’(0) = f'(0) — A = 0. Ttt
a(0) = 0 természetesen R? beli vektor, a’(0) = 0 pedig egy d x d méretti, csupa nulla elemekbél allo
matrix.
Tekintsiik tehat az
(N) &=Azx+a(x)

nemlinearis egyenletet, és annak origd koriili linearizaltjat, az
(L) &=Ax

linearis egyenlet. A lineéris egyenletrsl lényegében mindent tudunk, ha sajatértékeit és sajatvektorait
ismerjiik. Tetszéleges x(0) = g kezdeti feltételhez tartozd megoldasa x(0) = zo(t) = eAtxg, s6t ezt a
megoldast a t — e matrix-fiiggvénnyel egyiitt ki is tudjuk szamolni. A nemlinearis egyenlet megoldasait
nem lehet zart alakban meghatarozni. De nem is kell, hiszen azokat a linearis egyenlet megoldasai
kvalitative és kvantitative jol kozelitik. Természetesen csak lokalisan, az origd egy kicsiny kornyezetében,
és csak akkor, ha az A matrix A\, = A\ (A) sajatértékeire teljesiil a

Redu(A)#0, k=1,2,....d

feltétel. Ekkor a lokalis fazisportrék is azonosnak tekinthetsk, s6t ez az azonositas a numerikus fazisport-
rékra is kiterjeszthetd.

Definicié. Legyen (X,d) metrikus tér és legyen T az R,R* Z, N, hZ, hN halmazok barmelyike. A
®: T x X — X leképezés T idejii dinamikus rendszer X-en, ha igazak ra az alabbi axiéméak:

1. @ folytonos,
2. ¢(0,z) =z,Vx € X,
3. (t,0(s,x)) =P(t+s,2),Vt,s € T,Vz € X.
A hatféle id6valasztast parokba csoportositva
e T =R (illetve T = R™") esetén ® folytonos idejii (semi)dinamikus rendszer,
e T =7 (illetve T = N) esetén & diszkrét ideji (semi)dinamikus rendszer,

o T = hZ (illetve T = hN) esetén ® h > 0 lépéskozi (semi)dinamikus rendszer.

Definicié. Legyen (X, ||-]|) Banach (azaz teljes normalt) tér és legyen T az R, R™, Z, N, hZ, hN halmazok
barmelyike. A @ : T x X — X dinamikus rendszer lineéris, ha a fels6 axiomak mellett az is igaz ra, hogy

V rogzitett t € T, ®(t,crx1 + coxa) = 1 P(t, 1) + c2P(t,x2), Ver,c0 € R)Vay, 20 € X.

A nemlineéaris T = R, X = R? alappélda linearis valtozata a d x d mérett, valos szamokbol felépitett
A matrix altal meghatérozott © = Ax kozonséges, autoném linearis dirrefencidlegyenlet

O :RxRY = RY, (t,2) = Op(t,z) = ePla

alakl megold6-operatora.
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3. ANALITIKUS MODSZEREK KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK VIZSGALATARA

3.1.2. Lokalis fazisportré egyensulyi helyzetek koriil

A fazisportré barmely pontjaban ismerjiik az ottani megoldasgorbe érintévektorat. A kovetkezs dbran
latjuk a Trace-Determinant diagramm kiilonbozo eseteit, a A1, Ao elGjeleinek fiiggvényében.

A= [Z 2] , trace(A) =a+d, det(A =ad—bc)

A/éom - plbormn/ nd'wh d/WM
b Re /x>0
Ju k=0

¥ aLYde
=0
T ) #0 ke Ju'x#0

. 1 oo =T
Mg, e 40 ™

>0
e LO

3.2. Elemi kovetkeztetések a vektormezd valamint Ljapunov fliggvények alap-
jan
AV :R? — R fiiggvény xo € R? ponton &thaladé szintfeliilete az {z € RV (x) = V(z0)} halmaz. Ha

a V fiiggvény C! és V(o) # 0, akkor ez a szintfeliilet az xo pont egy kis kdrnyezetében ténylegesen is
feliilet, amely norméalvektora az x(-beli

VV (o) = <%(mo), %(xo), . %(xo))

gradiens-vektor, amelyet magéval az 1 x d méretd V'(xzq) derivaltméatrix-szal azonosithatunk.
Tekintsiik most az & = f(x) autoném differencialegyenletet az o pont egy kis kornyezetében. Minden
tovabbi megfontoldsunk kézpontjaban a

<VV($0)7 f($0)>

skalarszorzat el6jele all. Ha ez a skalaris szorzat pozitiv, azaz a VV (xg) és az f(xg) altal kozrezart szog
hegyesszog, akkor az @ = f(x) egyenlet 2y pontban atmend trajektoriaja az xo-hoz kozeli szintfeliileteket
azok novekvs sorrendjében metszi, ha negativ, akkor a csokkend sorrendben. Ez az egyszerd észrevétel
nagyon fontos, ha azt egy szintfeliilet, vagyis inkabb egy szintfeliilet-csalad Gsszes pontjara egyszerre
alkalmazzuk. A skalaris szorzat nem-nulla elGjele azt a geometriai kényszert fejezi ki, hogy a trajektoriak
vagy befelé haladjanak, vagy kifelé, az egyes szintfeliileteket beliilrdl kifelé metszve.

Definicié. Legyen N € R? nyilt halmaz és tekintsiik az

(E) ©=f(z), zeN

autonom differencidlegyenletet és a V : NN — R C! fiiggvényt. A V fiiggvény (E) egyenlet szerinti
derivaltja az x € N pontban:

Vi) = SV (@(t,2)]ico,
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3. ANALITIKUS MODSZEREK KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK VIZSGALATARA

ahol ®(t, ) az © = f(x) differencidlegyenlet lokalis megold6 operatora az N halmazon.

Az & = f(x) differencialegyenlet megoldasai altalaban nem az egész szdmegyenesen vannak értelmezve,
hanem csak addig, ameddig el nem érik az A halmaz ON hatarat, tehat esetenként csak nagyon révid
idGintervallumokon. Ezen idGintervallumok mindegyike nyilt intervallum és a kezdeti to = 0 id&pillanatot
tartalmazza. Tehat a ¢ = 0 pontban vett id6 szerinti parcialis derivalt minden gond nélkiil értelmezett.
Réaadasul V( p)(x) kiszamitasa az (E) egyenlet megoldasa nélkiil is lehetséges. Minddssze az Gsszetett
fliggvény derivalasi szabalyat kell alkalmazni a

SV @(t,2)) = V(@00 )] (5 (02)) = V(@1 2)] (@)

szereposztassal. A t = 0 helyettesitéssel ebbdl
Vigy (@) = [V'(@)]f(x) = Vi) (2) = (VV (2), f(2))

adodik.
AV fiiggvény szigori minimumhelyeinek kérnyezetében a V( p)(r) <0ésa V( g)(z) < 0 egyenlStlen-
ségek stabilitdshoz illetve aszimptotikus stabilitashoz vezetnek.

Definicié. Az A C R halmaz erss Ljapunov feliilet az & = f(x) autoném differencidlegyenletre nézve,
ha van olyan V : R — R C! fiiggvény és olyan ¢ € R allandé, hogy

Nc{zeRYV(z)=c}, (VV(x),f(z)) <0,Vze N.

Az alternativ szohasznalat szerint a V erds Ljapunov fiiggvény az ' C RY halmazon, ha (VV (z), f(z)) <
0,Vz € N esetén.

3.3. A fazisportré valtozasa a paraméterek valtozasanak tiikrében: jellegzetes
S . . e S . . _3'__
1 = 0 bifurkacios (¢ = p — 2°,9y = —y nyereg-csomo), (1 = ur —r’, ¢ = —1
Hopf) abrak
Jollehet a bifurkacié fogalméat nem-lokalisan, a fazisportré egy korlatos és nyilt H halmazan definialtuk,
a konnyen tetten érhetd bifurkacioban megjelend Gj mindség lokalis és leggyakrabban egyetlen egyensilyi
helyzet vagy egyetlen periodikus palya stabilitasi tulajdonsagainak megvaltozasaval fiigg Gssze.
Nyereg-csomo6 bifurkacioban xg = /—u vonzo és az xg = —/—p taszité egyensilyi helyzetek utan
kitoljak egymést. A nyereg-csomo elnevezést akkor érthetjiik meg csak igazan, ha megrajzoljuk az

T=p—x? r=r(l—r)

j=—y o= s
differencidlegyenletek fazisportréit a p < 0, p = 0, u > 0 paraméterértékekre. A tényleges nyereg-csomo
bifurkécio az y = 0 tengelyen, illetve az r = 1 korvonalon, mint egydimenziés invarianshalmazokon megy

végbe.

u=

A polarkoordinétas feliras # = ur — r3, ¢ = —1 egyenletrendszerébdl latszik, hogy a 4 x 2 eljelkom-
binacionak megfelelGen 4 x 2 alapesettel van dolgunk, amelyek egymashoz képest

e az id§ aranya: %7‘ =pur—1r3éss=—t, r(s)=p(t) = %p = —pp+p

3 3

e a paraméter elGjele: r = ur —r° ésv=—pu=7r=—vr—r

e a korbeforgés iranya: p=—1ésp=—0=60=1
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szempontjabol kiilénbéznek. A kompakt 7 = +pur +r3, ¢ = +1 felirds mind a nyolc esetet tartalmazza.
Amire ténylegesen figyelniink kell, azok a konkrét torténések: az egyensulyi helyzet és a periodikus
palya "sorsa" abban a folyamatban, amikor a p paraméter fokozatosan névekedve athalad a kritikus
W= therit = 0 értéken.

(a) p<0 (b) p=0 (c) p>0

3.4. Stabilitas és vonzas, egyensilyi helyzeté és periodikus palyaé
3.4.1. Egyenstlyi helyzet
Tétel.

1. Legyen az 20 € R? pont egyensilyi helyzete az (E) egyenletnek, azaz legyen f(z¢) = 0. Legyen
tovabba az N' C R? halmaz az z, pont nyilt kérnyezete, és legyen V : N' — R olyan C* fiiggvény,
amelyre

V(zo) < V(z),Y2 € M\{xo}, V(g <0Vx €N.
Ekkor az x( egyensilyi helyzet lokalisan stabil.
2. Tegyiik fel, hogy a fels6 feltétel helyett teljesiil az alabbi tulajdonsag
V(zg) < V(x),Ve € N\{zo}, V(E) < OVz € M\{zo}.
Ekkor az xy egyensilyi helyzet lokalisan aszimptotikusan stabil.
Legyen tovabba ¢ > V(xg) olyan allandd, amelyre
Ne<={zeNV(z)<c}

korlatos és mint R? részhalmaza, zart. Ekkor az N, < halmaz része az xo egyensiilyi helyzet att-
raktivitasi tartomanyanak.

3.4.2. Periodikus palya

Definici6. Egy p € M pontot periodikusnak neveziink, ha van olyan k > 1, hogy f*(p) = p és p nem
fixpont. A legkisebb ilyen & > 1 a p pont periodusa. A p pont palyaja a {p, f(p), f2(p),..., f**(p)}
ponthalmaz, ezt k-periodikus palyanak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy f(p) = p azt jelenti, hogy p fixpontja az f* leképezésnek. Ezen észrevétel alapjan
definialjuk a periodikus palya stabilitasat.

Definicié. A p pontbol induld k-periodikus palya (aszimptotikusan) stabilis, ha p (aszimptotikusan)
stabilis fixpontja az f* leképezésnek.

3.5. Numerikus megfontolasok

3.6. A 2D eset specialitasai, omega-hatarhalmazok a sikon

Az z € X ponton atmend trajektoria a y(x) = {®(t,z) € X|t € T} halmaz. A v (z) = {®(¢,x) €
X|t € T > 0} halmaz a pozitiv féltrajektoria. Ha T = R, akkor v(z),y"(z) (és v~ (z)) egyarant az id6vel
paraméterezett gorbék.

Az z € X pont omega-hatarhalmaza a @ : T x X — X dinamikaban az
w(z) = {y|3H{t}o2, C T sorozat, hogy t, — oo, és P(tn,x) = y}

halmaz. (Megjegyzés. A v~ (z) féltrajektoridhoz az a(z) alfa-hatarhalmaz tartozik).
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3.7. Lotka és Volterra két-faj modelljei

Két faj egyiittélésének versengd, szimbiotikus, avagy éppen ragadozo-zsakmany eseteinek szokasos

, C1,C2,a1,a2,b1,b0 ER, x,y>0
U =1y(co + asx +02,) 12 T 2 T T2 Y

{:’x =z(c1 + a1z + b1y)
kvadratikus differencidlegyenlet-modellje Lotka és Volterra nevéhez ftiz6dik. Az esetszétvalasztasokat a
c1,C2,a1,az2,b1,ba € R paraméterek elGjelei hatarozzédk meg. A hat paraméter koziil harom (de nem
barmelyik harom) linearis valtozo-helyettesitéssel +1-re kiskalazhato. A Kolmogrov féle altalanosités

Tk = T fo(r1, T2, ..., 2q), x>0, k=12,...,d

alaku. Itt fi : Ri = R, (k =1,2,...,d) adott folytonosan differencidlhato fiigvények. A biologiailag
relevans fazistér R? illetve R? nemnegativ ortansa. Magatol értetddik, hogy az ortansok végtelen tavoli
pontja egyetlen trajektériat sem vonzhat: minden trajektorianak ¢ — oo mellett biologia okédn egyen-
letesen korlatosnak kell maradnia. Ez azt is jelenti, hogy 6koszisztémakat kvadratikus Lotka-Volterra
rendszerekkel csak az R? korlatos részhalmazain lehet modellezni.
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4. Példak halozatokon értelmezett dinamikara

4.1. Az évenkénti addbevallasok xz;;,1 = F(7,;;) atlagolasos modellje, elégsé-
ges feltétel globalisan aszimptotikusan stabil homogén fixpont 1étezésére,
matematikai részletekkel

Adott egy iranyitas nélkiili G graf, amelyben sem hurokélek, sem t6bbszords élek, sem izolalt csicsok
nincsenek. A G graf V(G = {1,2,..., N}) cstcsai egy orszag adofizetsit jelentik. Az i-edik csics fokszama
d; > 0, az i-edik cstcesal szomszédos cstcsok halmaza N; (i = 1,2, ..., N), amely tehat az i-edik adofizets
ismeréseit jelenti. Ebben az orszagban egykulcsos add van, és az add befizetése évente egyszer, 6nkéntes
adobevallas alapjan torténik. A matematikai egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy minden adofizets éves
jovedelme egyforman egységnyi. Jelolje 0 < 6 < 1 az adokulcs mértékét. A t-edik évben (¢t =0,1,...) az
i-edik adofizets altal bevallott jovedelem legyen x; ;.

Az adofizetSk azonban nem tisztelik a tovényt. Feltéve, de meg nem engedve a modell szerint nem
valljak be teljes jovedelmiiket: a feltételezés szerint mindenki gy csal, a rakovetkezd évben, hogy a sajat
ismerdsei altal bevallott jovedelmek atlagat veszi alapul és az x; ;1 értéket egy kétvaltozos elégedettségi
fliggvény feltételes maximumbhelyeként szamolja ki. Az elégedettségi fliggvény egyrészt a néila maradd
1-0,, .., Osszeg nagysiga, masrészt a varhato biintetéstdl valo félelem hatarozza meg: ez utobbi egyenesen
aranyos mind az ismerdsok altal az el6z6 évben bevallott z; ; atlagos jovedelemmel, mind egy, az adott
orszagra jellemz6 m > 0 moralitési tényezével.

Elégedettségi fiiggvény:

U:[0,1] x [0,1] = [0,1], U(x,Z)=In(1l — 0z) + mZT(x — In(z)).

Az i-edik adofizets a (t + 1)-edik évben bevallott jovedelmét a most méar egyediil logikus

1 .
fi,t:d—izxj,t, i=1,2,...,N, t=0,1,2,...
JEN;

képlet és a szintén plauzibilis
zip41 = F(T), F(T)=argmaxU(-,T)

formula szerint szamolja ki. Bizonyitsuk, hogy a fenti formula j6ldefinialt. Ehhez pedig a magatol
értet6ds, 0 < x;0 <1 (i =1,2,...,N) feltétel és az U(-,T) fiiggvény konkavitasa a [0,1] intervallumon
éppen elegendd.
A kapott diszkrét ideji dinamikus rendszer allapottere a [0, 1]V egységkocka, a dinamikat definidlo
leképezés pedig
FioaN s 0N, (F@u=F(7 Y a), i=12. N
b JEN;

A dinamika annyiban van csak a G grafon definidlva, hogy az i index a G graf i-edik cstcsara utal.

Az m > 0 feltétel mellett implicit derivalasokkal kénnyt igazolni, hogy az F : [0,1] — [0, 1] fliggvény
kielégiti az F'(0) = % > 1, F" > 0, F" < 0 egyenl6tlenségeket. Mivel F'(0) = 0, az F fiiggvénynek egyetlen
x* > 0 fixpontja van a [0, 1] intervallum belsejében, és az is vilagos, hogy az z**! = F(z%),/ =0,1,2,...
iterdciot barmely 0 # z¥ € [0, 1] pontbdl inditva az £ — oo hatardtmenetben ¢ — z*.

4.2. A véletlen grafok Erdds-Rényi, Strogatz-Watts, Barabasi-Albert féle ti-
pusai, néhany mondat a jarvanyterjedésrol

4.2.1. Erdés-Rényi grafok

Adva van n csticspont és egy 0 < p < 1 szam. Az n csicspont lehetséges Z) él mindegyikét p

valoszintiséggel behuzzuk. Az igy kapott G(n,p) graf csticsainak fokszdmeloszlasa a

P(deg(v) =k) = (nkl) pPFA—p Tk k=0,1,...n—1
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binomialis eloszlas, amely nagy n-re jol kozelithets a N (i, 0) = N(np, v/np(1 — p)) normalis eloszlassal.
Az np =X > 0, n — oo hataratmenetben a

oL

P(deg(v) = k) = 2

k=0,1,...

Poisson eloszlas a hatarérték.

Az Erdés-Rényi grafokra jellemzGek a hatarértékképzés kritikus konstansai. Ezek a kritikus konstan-
sok a graf bizonyos vagy-vagy tulajdonsigaival fliggenek Gssze, amelyek az egyes esetekben aszimptoti-
kusan egy valdszintiséggel teljesiilnek. Hogy csak a legyegszertibb példakat vegyiik,

lim —2_ <1= G(n, p) nem Osszefliggd
n—oo In(n)

lim —2 > 1= G(n,p) Osszefliggs
n—oo ln(n)

és
lim np < 1 = G(n,p) maximalis komponensének nagysagrendje const - In(n)
n—oo

lim np > 1 = G(n,p)-ben pontosan egy oOrids-komponens van, const - n nagysagrenddel.
n—oo

4.2.2. Strogatz-Watts grafok

A Watts-Strogatz konstrukcié az n cstucsu d-regularis kérgrafbol indul ki, amelynek %d szamu éle van.

(Itt 2 < d < 2n sziikségszerdien paros szam: a d-regularis korgrafot a hagyomanyos korgrafbol kiindulva
gy kaphatjuk meg, hogy minden egyes csticsot a téle jobbra és balra < g hossziisagu uttal elérheté
t6bbi csicesal is kozvetlen éllel kotjiik ossze. A gyakorlatban szokasos paraméter-valasztas 1 < In(n) <
d < 2n.) Kérbemenve a Vi, Vs, ..., V, cstcsokon, a V; cstcstol hatrafelé indulo (V;,V;) élek mindegyikét
0 < B < 1 valoszintiséggel kicseréljiik egy akkor-éppen-nem-élre, amelynek egyik végpontja a V; cstcs
marad (az akkor-éppen-nem-élek koziil az egyenletes eloszlas szerint valogatva). Igy az eredeti d-regularis
korgraf minden egyes élére pontosan egyszer keriil sor, és a konstrukcié mindvégig kizatja a tobbszoros
vagy hurokélek létrejottét. A 5 = 0 esetben az eredeti d-reguléris korgraf valtozatlan marad, a § = 1
esetben pedig egy G(n,p) Erdés-Rényi grafot kapunk, ahol

nd
2

()

A S interpolacios paraméter szokésos valasztésa egyébként 0 < f < 1

4.2.3. Barabasi-Albert grafok

A Barabasi-Albert konstrukeio kiindul6pontja barmely ng csicsponttt G, (szokas szerint sszefiiggs)
graf lehet, amelyhez lépésenként mindig egy 1j cstcspontot vesziink hozzé. Az 0j csicspont és a méar
kordbban meglévé cstcspontokat rendre 0 < m < ng szamu éllel kotjiik ssze, a parhuzamos és a hurok-
éleket most is kizarva. Az aj élek behtizasa azonban nem egymaéstol fiiggetlen véletlenek szerint torténik,
hanem a preferenciakat, a régi csticspontok tudatos silyozasat kéveti. Az ng + i+ 1-id (i = 0,1,...) 4

cstcspontnak a j-edik (j =,2,...,n0+1%) csucsponttal valo osszekotése annal valdszintibb, minél nagyobb
a j-edik cstuicspont aktuélis fokszama. A Barabasi-Albert preferenciaszabaly szerint
deg(j)

(no +i+1,7) € E(Gno+it1) ~ =ng— =
jey deg(k)
Matematikailag bizonyitott eredmény, hogy az i — oo hataratmenetben az egyre névekvs graf aszimpto-

tikus fokszameloszlasa a

t
P(deg(v) = k) ~ L g

4.3. Tovabbi modellek, négyzetracsokon is

4.3.1. Jarvanyterjedés modellezése cellularis automatakkal

Az agensek kozti Osszekottetések nem csak egy szabalyos racsot alkothatnak (a differencialegyenletes
megoldas arra hasonlit, mintha mindenki mindenkivel 6ssze lenne kotve). Az agensek mozoghatnak is:
Jfolytonos” a tér, nincsenek egy racshoz kotve. Koztiik 1éve tavolsagot vizsgaljuk és akik egy adott sugéron
beliil vannak az adott iterdciéban azok kozott lehet kélesénhatas.
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4.3.2. Jarvanyterjedés modellezése véletlen grafokkal

A jarvanyterjedés is jol modellezhets véletlen grafokon. A cstucsok a személyeket, az élek két személy
kapcsolatat jelzik. A betegség az éleken terjed. A tényleges fertézés ténye véletlen paraméterektdl,
gyogyulas az id6tol is fligg.
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5. Adott gén térbeli terjedése
5.1. Biologia és matematika egyiitt: a Fisher féle v, = u(1l — u) + u,, parcialis
egyenlet levezetése
Felidézve Mendel eredményeit egyszert tablazatos formaban:

AA | Aa % | pq
aA | aa apr | ¢°

ahol az els6 tablazatban a génparok kombinal6désa, a masodikban a kombinacié valoszintisége lathato.
A tablazat a méasodik generéaciora vonatkozik és a hires p = ¢ = % esetben azt mutatja, hogy a dominéans
gén a genotipusban 1 : 1, a fenotipusban 3 : 1 aranyban van jelen. Az altalanos esetben p,q > 0,p+q = 1.
Most azt vizsgaljuk meg, hogy mi torténi, a tavoli id6ben, ha generaciorol generaciora az A gén relativ
gyakorisdga minden egyes gén-kombnéacioban p helyett (1 + s)p, migy az a gén relativ gyakorisaga ennek
megfelelSen 1 — (1 + s)p = g — sp. Azaz A gén kedvezd, valamilyen evolicios elényt jelent.
Mendel tablazata szerint a p valtozéasa tehat az els és a nulladik generacio kézott

p1—po = (1+5)*p? +2(1+ s)p(q — sp) — p = 2spq — s°p*.
Figyelembe véve, hogy s? elhanyagolhatéan kicsi s-hez képest, a p; — po = 2spq, a t-edik generaciéban
pedig a
pt+1_pt:28pt(1_pt)7 t207172a"'

kozelitést kapjuk. Ez egy rekurziv Gsszefiiggés, amelyet ugy is értelmezhetiink, mint a
p=2sp(1-p)

kozonséges differencidlegyenletet h = 1 1épéskozhoz tartod explicit Euler modszeres diszkretizaciojat. Az
id6 szerinti linearis skalazhatosag miatt nem jelenti az altalanossag megszoritasat, ha az s értékét 0, 5-nek
vessziik. Az eddigi pontszerti modellt az egydimenzios = térvaltozota a

difftzios egyenletként terjeszthetjiik ki, ahol a diffizios egyiittharéra a D = 1 valasztas lehetséges. Ezt
az egyenletet els6ként Fisher vezette le, akit6l az utazé hullamok modszere is szarmazik.

5.2. Utaz6 hullam mint specialis alakii megoldas differencidlegyenlete és an-
nak az U(—o0) = 1,U(c0) = V(—o0) = V(o0) = 0 peremértékekhez tartozo
megoldasai

Fisher ismerte fel a p(t,z) = ¢(x — ct) alaki megoldasainak fontossagat, és 6 is vizsgalta meg Gket
elssként. Itt ¢ > 0 a hullamsebesség, amely a ¢ : R — [0, 1] egyvaltozos fliggvénnyel egyiitt ismeretlene a

—co' =p(1—p)+¢"

kozonséges differencidlegyenletnek, ahol a vessz8 a z = x — ¢t Gj valtozo szerinti derivalast jelenti.

Térben és id6ben idGjarasi frontbetorés jellegii, hullam tipusi megoldéast kerestiink, a probafiiggve-
nyek modszerére emlékeztets Gtlettel. A probalkozas sikeres volta abban nyilvanul meg, hogy a feladat
oriasit egyszertisodott, parcialis egyenletbdl kdzonségessé valt. De ami ennél is fontosabb, hogy a ter-
mészet gyakran produkal utazé hullamokat, amelyek koziil altalaban az erés stabilitasi tulajdonsagokkal
rendelkezGk valosulnak meg. A mésodrendii egyenlethez specialis peremfeltételek tartoznak, amelyeket
konnyebb a vele ekvivalens, két elsérendt egyenletb6l allo

o'=1, =-p(1-9)—c

sikbeli k6zonséges differencidlegyenlet-rendszerre megfogalmazni. A peremfeltételek a feladat biologiai és
valoszintiségszamitasi interpretacidéjabol adédoan az djonnan definidlt z belsé valtozoban a kdvetkezdsk

p(=00) =1, @(00=0), (-00)=0, (o) =0,

hiszen az egyenes minden pontjaban az A gén valamikor nagyon régen egyaltalan nem volt jelen, viszont
a tavoli jovében teljesen ki fogja szoritani az a gént.
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5.3. Az itt és most sziikséges fazisportré analizis

Nagyon réviden: a fazisportré lényege, hogy csak a ¢ > 2 esetben stabil az utazo hullam.

5.4. A c =2 sebességhez tartoz6 utazé hullam

Nagyon réviden: A ¢ = 2 hullamsebességhez tartozé utazé hullam a legstabilabb. A természetben is ez
fordul el&.

5.5. Utazo6 hullam az 1D difftziés ST modellben

sz

S=—781+ 5"

T

I=78ST -1+ 1,0, S,1>0

alaku parabolikus parcialis differencidlegyenlet-rendszerrel modellezziik. Mindkét diffazios egyiitthatot
1-nek valasztjuk. Specialis megoldast, utazé hullamot keresiink az S(t,z) = p(z —ct), I(t,x) = n(x — ct)
alakban, ahol ¢ > 0 a hullamsebesség, amely a ¢ és az 1 egyvaltozos valos fliggvényekkel egyiitt ismeretlene
a

—cp' = —Tton+¢", —en' =Ten—n+1"

kozonséges differencialegyenlet-rendszernek, ahol a vessz6 a z = x — ct 0j valtozo szerinti derivalast jelenti.
Attérve a 4D

o' =v n=cC
V' =1ton—cp (=n—Ten—c

norméalalakra, a peremfeltételek az tjonnan definialt z bels§ (id6)véaltozoban

p(—00) =@y, p(oo) =g, (+oo) =n(+oo) = ((+o0) =0,

hiszen az egyenes minden pontjaban valamikor nagyon régen egyaltalan nem volt betegség, és a tavoli
jovében szintén nem lesz. Az utazd hullamoknak tehat a 4D rendszerben olyan megoldas felel meg,
amely két, egymastol és a ¢ hullamsebességtdl is fliggd egyensulyi helyzet kot Gssze, a P~ = P(p, ) és a
P+ = P(¢f) pontokat. Az egyenstlyi helyzetek mindegyike P(p0) = (¢0,0,0,0)7 alak,

0 1 0 0 0 1 0 0

geo— | ™1 ¢ TP 0 10 —c T®o 0
0 0 0 1 0 0 0 1
- 0 1—7p —c| #=FON=0 0 0 1—7py —c

Jacobi métrix-szal, ahol ¢g > 0 a paraméter. Igy a sajatértékek

—ct /2 +4—4Tpg

M =0, d=-c, A3sa= 5

Az els6 két sajatérték a J matrix bal fels§, a masik ketté a J matrix bal als6 minormatrixahoz tarto-
zik. Most a jobb als6 minormatrix stabilitasvizsgalata kovetkezik. Teljesen elemi modon - vagy a T-D
diagramm révén a stabilités kritikus eseteivel nem térédve azonnal latszik, hogy

1
AM>05D<05 TP <1 E @y < e =—,
=

Re(A34) <0 D >0&Tpy > 1< @ > @

Igy a négydimenzios rendszer P~ egyenstlyi helyzete a 0y < s, PT egyensilyi helyzete pedig a cpg > Oy
egyenlGtlenségeknek tesz eleget.

A feladat biolégidja szerint ¢ > 0 és n > 0. Ez utobbi egyenlStlenség kizarja azt, hogy a !D rendszer
megoldasai a (¢7,0,0,0) pont barmely kis kérnyezetében - az n exponencidlisan lecsengd szinuszoid
hullamzassal - oda-vissza atspirdlozzanak az 7 = 0 sikon. Méarpedig ezt tennék, ha a A3 4 sajatértékek

valodi komplex konjugélt part alkotnanak. Ebbsl D < iT 2 szerint a ¢ hullimsebessége a ¢ > 24/7pd — 1
kovetelmény adodik.
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6. A mintazatképz6dés Turing-féle modellje

6.1. A Turing altal alkalmazott biolégiai-kémiai heurisztika

Arra, hogy az inhomogenitas homogén lineéris rendszerekben is megjelenik, el¢szor Alan Turing adott
egy egyébként teljesen spekulativ példat. A jelenséget elGszor egy konkrét példa végeredményeként mu-
tatjuk be, és csak azutan ismertetjiik a peremértékprobléma altalanos megoldésanak levezetését.

A valtozok szétvalasztésa modszer vektoros alkalmazéasaval hosszadalmas, de mégsem nehéz szamolasa
igazolja, hogy az
ul(t,0) = ul(t,m) =0, v,(t,0)=v,(t,7)=0, ¢>0

Neumann féle homogén peremfeltétellel ellatott

/

up = ul, +4u+2v, v, =17v), —26u—8v, t>0,x € [0,7]

parcialis differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasa Fourier sorfejtéssel

1 o
[ﬂ = clﬁlet cos(x) {_1] -+ exponencialisan lecsengé tagok, c¢;1 €R

alakt. A mintazat a c; je’

-1
a kezdeti feltételeket, amelyekre c1 1 = 0, u(t,x) és v(t,z) elGjele elég nagy ¢ > 0 és minden, a § ponthoz
nem tul kozeli z € [0, 7] esetén ellentétes egymassal, de az, hogy u vagy v elGjele a pozitiv, egyediil azon
mulik, hogy = 2 7.

A mintazat tehat az elGjel, és ha ¢ 1 cos(z) (c1,1 # 0) helyett 1,17 cos(17z) (c1,17 # 0) allna, akkor a
"sign pattern" mintazat sokkal gazdagabb, a zebra csikozésahoz hasonlo6 lenne.

Igazabol Turingot az

cos(z) [_11} fétagban, azon belill is a cos(x) [ 1 } részében. Leszamitva azokat

u, = ull, + flu,v,p), v = B0, + g(u,v, 1)

feladat érdekelte az (ug,vo, ) egyensilyi helyzet kis kdrnyezetében - ott, ahol az {f Eu’z’uﬂ csatolés
{f (u, v, u)} ~ {a(u)u +b(p)v
9(u, v, p) c(p)u + d(p)v
dasok lényegi viselkedését. Itt p € R bifurkacios paraméter, amely a po kritikus értéken balrol jobbra
athaladva a fels6 peremérték-feladat (ug,vo, pt) egyenstlyi helyzetének stabilbol instabilla valasat idézi
els.

Mindez a kémia nyelvén is elmondhat6. Egydimenzids térvaltozéval leginkabb egy hosszu és vékony
kémcs6ben van dolgunk, amelyben a reakcio és diffuzio zajlik egyszerre, a reakcidoban két anyag vesz részt.
A diffaziohoz valamely oldat vagy gaz jelenléte sziikséges. A reakcié kémiai atalakulas, a fogyo és keletkezd
anyagok pedig diffazioval terjednek. Ilyen folyamatokat a fels6 parcialis differencidlegyenlet-rendszerekkel
szokéas modelleznix, ahol u és v az egyes anyagok koncentraciojat jelolik, az f(u,v, u) és a g(u, v, u) Ggy-
nevezett reakcio-tagok a kémiai kinetikabol jonnek, pu € R pedig a bifurkicios paraméter. A térbeliséget
nem figyelembevéve, a kémiai reakciot az @ = f(q,v, 1), 0 = g(u, v, u) kétszer kettesﬂ kozonséges differen-
cidlegyenlet irja le. A folyamatok az 0 < u < 1,0 < v < 1 koncentracio-tartomanyban zajlanak le. A
1 € R paraméter egy enzim jelenlétét méri, szerepe a reakcidé szabalyozasa. A mintaképz&dés akkor indul
be, ha a y paraméter egy kritikus pg értéket meghalad.

Turing - bar nem irt a konkrét (bio)kémiarol - méltan hiressé valt matematikai dolgozatat azzal a
megjegyzéssel zarja, hogy az altala leirt mintaképz&dés mechanizmuséhoz hasonlé differencialodasi és
szabalyozasi folyamatok jatszodnak le az egyedfejlédés soran, az embrionalis szakasz legelejétsl kezdve.

} linearizalasa még jogosult, mert lokdlisan nem véltoztatja meg a megol-

6.2. A Turning féle parciilis egyenletrendszer matematikai kezelése és az azt
megalapoz6 Fourier médszer az u; = u,,, u(0,2) = g(x),0 < x < 7 kezdetiérték-
probléma megoldasara az u,(t,0) = u,(t,7) = 0, > 0 homogén Neumann
peremfeltétel mellett

A fenti parcialis differencialegyenlet-rendszert méatrixos forméaba irva

[Zf]:Am+Dﬁ:ﬂ’ AZHG 28]’ D:[(lJ 107}

4 A maétrixos formaban a matrixok kétszer kettesek
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adodik. A szeparabilis parcialis differencidlegyenlet megoldasara alkalmazott szétvalasztast hasznaljuk,

) u(t,z)| c , ..
és a [v(t,x)} =T(t)X () {d] megoldasokat keressiik.

Visszahelyettesitve az egyenletbe, majd a t > 0 és az x € [0, 7] valtozokkal atosztassal két kiilon

oldalra gytjtve
T'(t) e c] | X"(z) | [e
STAN 3 N D
o o =4l + xere o)
T((t)) = o, mind . ((;)) = )\ allandok. A Neumann féle homogén peremfeltételbsl
X'(0) = X'(r) = 0. A X sajatértékre és a hozza tartozo X = X sajatfiggvényre tehat egy linearis
differenciglegyenlet érvényes, amelyhez a X’(0) = X’(w) = 0 homogén peremfeltételek tartoznak. Igy

kovetkezésképpen mind

X"(z) — AX(z) =0, X'(0)=X'(r) =0,

ahol a A € R allando és az X : [0,7] — R fiiggvény egyarant ismeretlen. Az altalanos megoldas abban a
specialis esetben tesz eleget a peremfeltételeknek, ha A = —k2 <0,k =0,1,2,... és ¢y = 0,c; € R pedig
tetszGleges, szabad konstang’]

A X\ meghatarozasa utdn most jon a o meghatarozésa:

7;((;)) m —A [Cﬂ —k°D m & (A — k2D — ol) Lcl] - m c R,

Ez is sajatérték-sajatvektor probléma, amely méar nem a homogén Neumann peremfeltétellel ellatott
2

An = % differenciéloperatorra vonatkozik, hanem csak a k = 0, 1,2, ... egészekkel sorszamozott kétszer

kettes A — k2D matrixokra. A két sajatérték mostantol kezdve o = oy ;,1 = 1,2 jelli, a hozzdjuk tartozo

—Skl,l—l 2. A

sajatvektorokat pedig a [(Ci}

Az eddigiek alapjan az eredeti egyenletiink altalanos megoldaséat

{ } - izck,lea’“’ltcos(kx)sk,l

k=0 1=1

T(t) = o egyenletbdl tehat T'(t) = T (t) = e7%1t 1 =1, 2.

alakban kereshetjiik, az [Z ’ } [ (x;} kezdeti feltételekhez tartozé megoldéas pedig a mindkét koor-

dinataban klasszikus, a [0, 7] intervallumon cosinusos Fourier sorfejtét kivano

(] - Eewcmtons

k=0 I=1
képletbdl adodik. A k > 2 esetben érdemes a k-t meghagyni paraméternek:

4 — ]{?2 2 o 2 o 4 2

_9% —8—1714;2} = T=-4-18k*<0, D=17k"-T6k“4+20>0, k>2,
s6t, D < TTQ & 17k* —76k% +20 < 81k* +36k% +4 ha k > 3. A nyom-determinans diagrammbol tanultak
szerint a k > 3 esetben stabil fokusz, a k = 2 esetben stabil csomoé az eredmény.

Ha a reakcio-tag nemlinearis, akkor a diffazio sokkal bonyolultabb mintazatokat is okozhat. Ez a
helyzet példaul a t > 0,0 < z < 100 tartomanyon értelmezett és ott homogé Neumann peremfeltétellel
ellatott

up =ul, +0,1—u+uv, v,=400" +0,9—uv
rendszer esetében egy "nemlinearis Turing", amit persze sokkal nehezebb vizsgélni.
c|u(0,2) = g(x)] | wd| |1 . . e )
A kezdeti [v (0.2) = h(z) allapot az vl = 10,9 egyensulyi helyzet kicsiny perturbaltjanak szokas

valasztani. Utazé hullamra itt nem szamithatunk, hiszen ahhoz legalabb két egyensulyi helyzet kellene.

5Abban az esetben ha A > 0, a peremfeltételekbsl adédéan a trivialis megoldast kapjuk. A = 0 esetben egy konstans
megoldast kapunk, itt nem jon létre reakcid, minden marad ugyanannyi
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7. Idegi ingeriiletvezetés: Hodgkin-Huxley alapmodell

7.1. Hodgkin és Huxley kisérletei a tintahal 6rias idegrostjaval

Hodgkin és Huxley a tintahal 10cm hosszu 0, 5mm vastag idegrostjat vizsgatlak, amelyet henger alaka
vékony membran borit. A membran belsS olyalan V' = Vi,emprane(t, ) kiilss, "foldelt" oldalan pegig
V =0 a membran-fesziiltség. Az axon belsejében hossziranyt, I,.on(tx) elektromos dram halad:

oV (t,z)
T - RIamon (ta CE)

differencialegyenlet ir le. Erre az aramra transzverzalisan, a membranon at Iemprane(t, ) elektromos

aram folyik, amelyet a
51{11011 t7
Immnbrang(t, J}) = —J

or
képlet hataroz meg.
Ezekbdl
0%V (t,x) B _Ralmn
0x? ox
0%V (tx
% = Imembrane -R.

7.2. Ionaramlas az idegrost sejthartyan at és ami hajtja

A membranon at az axon hossztengelyére merdGleges ionaramlas van, amelyet a fesziiltség-kiilonbség,
valamint a membran kiilsG és belsg oldalan 1évs oldarok ion-koncentracio-kiilonbsége tart fenn.

Ennek az iondramlasnak van egy egyensilyi allapota, amely leirhatdé a Nernst-egyenlettel. Két el-
lentétes hajtoerd a koncentraciokiilombséghdl adodo diffuzio, azaz a nagyobb koncentracio felsl a kisebb
koncentracio felé van hajtoerd, valamint a fesziiltség kiilombségbdl adodo elektromos erd, amely abban
nyilvanul meg, hogy az ionok a toltéskiilombség megsziinésével megfelels iranyba fognak haladni; pozitiv
toltési ion a negativ toltés felé, és a negativ t6ltési ion pedig forditva, a pozitivabb régiok felé halad.

A két folyamat egyensulyt teremt (ami nem azt jelenti, hogy nincs ion mozgas, de a koncentracio és
a toltés nagyjabol allando), amit a kovetkezd egyenlettel irhatunk le egy ionra:

d B,

—acd —Bep’ =0= —=—¢p
¢  «
Ha a fenti allapotot "integraljuk" a membranon akkor a kovetkezs sszefiiggést kapjuk:

Cout _ 5

Cin «

In

(@out - ‘Pin) ,

ami egy szép Osszefliggés a koncentracié-, és a potencialkiilobség kozott. Azaz a belss, és kiilsé koncent-
raci6 aranyanak fliggvényében megadhaté az egyensilyi fesziiltség:
RT Cin

ALy
¢ 2F ncout’

ahol R az &ltalanos géazallando, T a hémeérséklet, z a vizsgalt elem kémiai rendszdma és F' a Faraday-
allando.

7.3. Az ekvivalens aramkori modell és egyenletrendszer

Hodgkin és Huxley a Cl~, Na*, KT ionokon kiviil minden m4s iont elhanyagolhaténak talaltak, ezekrél
az ionokrol pedig feltételezték, hogy ki-be vandorlasuk soran a membran kiilonb6z6 Cl, Na, K csatornéit
hasznaljak.

A membrant helyettesité aramkori modellt Hodgkin és Huxley négyes soros kapcsolasként hataroztak
meg.

A soros kapcsolas méasodik a4gén a membran mint kondenzéator C); kapacitasa iil. A membréan egy
szigetel$ kozeg, aminek a két oldalan toltéskiilonbség van. Ez a kapacitas definicidja.

A t5bbi agon pedig az egyes iondramokra vonatkozo specifikus Ry, RRM™ = Ry, (V), Rpenlin =
Ry (V) ellenallasok. Utdbbiak reciprokai rendre goy, gnva, gi vezetGképesség.
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A haromfajta ion egyensilyi potencialja rendre Vi = —68mV, Vo = 56mV, Vg = —77mV. Oket a
soros kapcsolas megfelels ion-4gan mint elemet vesziink figyelembe. Magatol értetédik, hogy

. 1
V—Voi=Rcilci, V= oo Icy,s V —Vna=RnoINa, V —Vi=Rpl,
M

azaz
Ici = gai(V =Va), Icy, =CuV, Ina=9gne(V = VNa), Ik =gx(V —Vk).
Az is vilagos, hogy Istim = Ici+ Ic,, + INa + Ik, ahol Igtin, a membran belss oldalara haté gerjesztd
aramot jeloli (Zsgim = Imembrane)- Igy a membranaramot pontszertként, tehat I,.., nélkiil felfogva a

CMV = —gci(V = Ver) = gna(V = Vva) — gx(V = Vi) + Lstim

kozonséges differencidlegyenletet kapjuk.

Hodkin és Huxley olyan kozonséges differencialegyenlet-rendszert irtak fel, amelyben a Nat és a
K7 jonaramlasok altaluk megismert friss axon-preparatumokon kiilon-kiilon meért adatai kozvetleniil -
elsédlegesen a

gna(V) =gnam® (VIMV), g (V) =gin*(V)
formulakban szereplé6 m = m(V), h = h(V) és n = n(V) fiiggvények (és gng, gr konstansok) megvalasz-
tasa révén - megjelennek.

7.4. Ingerkiiszob és regeneracios idSkiiszob

Az m, h, n kapuvaltozok, pontosabban az m3h és az n* hatvany azt a valoszintiséget szeretné modellezni,
hogy a Na illetve a K kapuk mennyire vannak nyitva. A Na és K kapuk nyitottséga a rajtuk ataramlani
tudo iondramnak felel meg. A membran nyugalmi potencialja (a hartya belss oldalan) Vi.ese = —71mV,
a kiils6 oldalon tigymond féldelve van.

Az akci6s potenciél hirtelen felivelését a membréan belsd oldalara haté fesziiltség-l6kés inditja el. Ez
a fesziiltség-16kés noveli a membran aktuilis potencidljat, ami nyitja a Na kapukat. Kiviilrsl befelé Na™
ionok indulnak be, amelyek az akcioés potencialt tovabb névelik mintegy 40mV értékig. Kozben a K
kapuk nyflnak, és KT ionok aramlisa indul el bentrél kifelé. Ett6l kezdve a K+ ionok aramlésa lesz a
meghatarozo, ami gyorsan csckkenti az akcioés potencial értékét és igy mindkét kapu lassa zarédasdhoz
vezet.

A lefelé tart6 folyamat vége az akciés potencidl minimélis, —80mV koriili értéke. Mindez nagyjabol
5ms ideig tart. Ezutan egy lényegesen lassabb, a nyugalmi potenciél Vs = —71mV értékét helyreéllitd
folyamat kezddédik, amely haromszor-négyszer annyi id6t vesz igénybe.

Hodkin és Huxley a

CuV =—ga(V = Ver) = Gnam®h(V = Vve) = Gen*(V = Vi) + Lotim
Tm(V) -t =me (V) —m

(V) -h=he(V) —h

(V) - n=nc(V)—n

(1)

differencialegyenlet-rendszerhez jutottak, ahol az mqy(V'), heo(V), 1o (V') konstansokat kimérték, a 7,,,
Th, Tn konkrét képletekkel adtak (a mérési eredményekbdl paraméter illesztéssel).
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7.5. Az akciés potenciil mint ingeriiletre adott valasz és a hozzatartozé "V",
"Na-pumpa, K-pumpa", "h, m, n" abrak
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7.6. Utaz6 hullam az idegrostban és a teljes Hodgkin-Huxley egyenletrend-
szerben

A rendszer utolsé harom egyenlete rogzitett V esetén a Newton féle exponenciélis cskkenés
1
t=—(too —u) < ult) =t +C- eiit(uoo —u)
Tu
torvényének felel meg, amelyet az m, h, n kapuvaltozok nyelvén jobban interpretalhaté
t=0a,(V)-(1—u)—Bu(V) -u, u=m,h,n
ekvivalens alakban is ki lehet fejezni.
A rendszer els6 egyenlete és Isiim = Imembrane alapjan a
0,V _ LV
M8t T R 9x?
parabolikus parcialis differencidlegyenlerbe megy at, amelyhez a
= (V) (1= m) = fn(V) -
h=an(V)-(1=h) = Bn(V)-h
n=a,(V)-(1—=n)—L3,(V)-n
kozonséges differencilegyenletek tarsulnak. Utazé hullamhoz a
V(t,z) =V(x —ct), m(t,z) = Mz —ct), h(t,z)=H(x—ct), n(t,z)=N(z—ct)

helyettesitések tartoznak.

—gai(V = Var) — gnam®h(V — Vya) — gin*(V = Vi)
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8. Relaxacios oszcillaciok és a Nagumo-Fitzhugh egyenletrendszer

8.1. Az ingerko6szob és az akcids potencial mint valésagos viselkedés megjelené-
. 3 . .
seaz & = c(y+zx—%+1), y=-+i(a—xz—by), (b<1,c>1)Nagumo-Fitzhugh
egyenletrendszerben
A FitzHugh és Nagumo &ltal egymaéastol fiiggetleniil felirt egyszeriisitett modell két egyméashoz csa-

tolt kozonséges differencidlegyenletbdl 4llo rendszer, amely szemléltetni és magyarazni képes a Hodgkin-
Huxley modell tulajdonsigai koziil

1. az ingerkiisz6b létezését,
2. az akcids potencial gyors, szinte robbanasszert kialakuldsat, valamint
3. az idegrost regeneraciojahoz sziikséges relaxacios idGszakasz relativ hosszusagat.

Legfontosabb elénye, hogy nagyobb méreti idegrendszeri hélozatok vizsgalatara is alkalmas. Térvaltozo
hijan utazé hullam sem létezhet benne.
A FitzHugh-Nagumo egyenletrendszer J. Cronin valtozata:

. x3 1

ahol a,b,c > 0 és I € R konstansok, amelyekre b < 1 és ¢ > 1.

Az x valtozo a gyors valtozasokat irja le. A Hodgkin-Huxley alapmodelben a V' és az m valtozdknak
felel meg. Az y valtozo a lasstu valtozasokat irja le. A Hodgkin-Huxley alapmodellben ez a fiiggvény a h
és az n valtozoknak felel meg.

Az id6 linearis atskalazasa révén konnyen elérhetjiik, hogy a rendszer két egyenletének jobb oldalan a
formulakezd6 (c, 1) konstans-par helyett a (c?,1), illetve az (0, %) konstans-par alljon:

i=cly+a—5+1) o i=cly+z— 5 +1) o G=ytao— L 4T

Mivel ¢ > 1 miatt 0 < ¢ = C% < 1, a bal és a jobboldali egyenletrendszerek egyarant arra utalnak,
hogy x a gyors, y pedig a lassu valtozo. A bal oldali egyenletrendszer altalanos felirasa

{51’1 = f(v,w)

w Zg(’U,’LU)

az un. szingularis perturbalt kozonséges differencidlegyenletek normalalakja, a jobboldali egyenletrend-
szeré pedig

{i] = f(v,”LU)

i = 2g(v, w)

ami egy specialis alaki regularis perturbacio.
Az e — 0T hataratmenet az egyenletrendszert egy eddig 4ltalunk nem ismert tn. algebro-differencislegyenlet
feladattipusba viszi:

{0 = f(v,w)
w = g(v,w)

Vilagos, hogy a feladat megoldasa komoly nehézségekbe titkdzik. Hozza képest a méasik egyenletrend-
szer az € = 0 hatarhelyzetbn roppant egyszeri, dimenzié-cskkentd

quzf(vvw)
w=20

alakot Olti, melynek trajektoridi a vizszintes w = const. egyeneseken haladnak.
A nulla-izoklinak egyenlete

a—x

b

y=Q) =+ 327~ 1, y=L()=

2020.06.02. 25. oldal Erdeélyi Aron



8. RELAXACIOS OSZCILLACIOK ES A NAGUMO-FITZHUGH EGYENLETRENDSZER

Q' (z) = —1+a? > —1¢és L'(z) = —3 < —1, tehét a paraméterek Ssszes megengedett értékére az y = Q(x)
harmadfokt parabolanak lolalis maximuma van az x = —1, lokéalis minimuma az z = 1 koordinatanal. A
derivaltakra kapott egyenlStlenségek geometriai kovetkezmeénye, hogy az y = L(x) egyenletd egyenes és
az y = @Q(x) harmadfoki parabola egyetlen pontban metszik egymast. Legyen ez a pont P = (., y«),
amely a rendszer egyensilyi helyzete.

8.2. A periodikus palya keletkezésének kétféle mechanizmusa, "kicsiben —
lokalisan" és "nem-lokalisan — nagyban"

A kovetkezs 1épés a P = (z.,y.) pont koriili linearizalas és a periodikus palydk szambavétele. A
P ponthoz tartozo Jacobi-matrixot konnyd meghatarozni, és a P pont (mint egyensilyi helyzet) tipu-
sanak meghatarozasa sem nehéz: a Trace-Determinant diagramm mobdszere kényelmesen és kozvetleniil
alkalmazhato. Valéban

| -t

* 02
D=1-b1-2%)>0

1

c(1—22%) c} {Tc(le)i<0<ﬁ>m§>1b

A P egyensulyi helyzet stabilitasvizsgalataban tehat 6t esetet kell megkiilonboztetni, attol fliggben,
hogy a P vizszintes koordinataja hol helyezkedik el a ki = +4/1 — C% = 0 allandokhoz képest:

Ty < K a P attraktor (a pozitiv id6ben aszimptotikusan stabil)

Ty = K_ a P-nél Hopf bifurkacioval egy aszimptotikusan stabil periodikus palya sziiletik
T« € (k—,k4+) a P repellor

Ty = Ky a P-nél Hopf bifurkacioval egy aszimptotikusan stabil peiodikus pélya hal meg
Ty > Ky a P attraktor

Mostantol kezdve tegyiik fel, hogy az I,a,b paraméterek egy konkrét megvélasztasa révén a P =
(24, y«) pontot ugy tudjuk rogziteni, hogy . € (k_, k4 ) legyen, amikor is a P pont mintegy egy egyensulyi
helyzet repellor. A ¢ > 1 paraméter ettsl még valtoztathatdo marad és valtoztatni is fogjuk.

Ha egy trajektoria kezd6pontjat mindkét koordinataban viszonylag nagynak valaszjuk, akkor a tra-
jektoria az 6ramutato jarasanak megfelels korben forogva, egy sziikiil§ spiralisra emlékezteté modon
ratekeredik egy periodikus pélyara, amely az y = Q(z) = —x + %xg — I fiiggvénygorbe lokalis maximum-
és lokalis minimumpontjit egyarant tartalmazza. Ha a ¢ paramétert minden hataron tal noéveljiik, akkor
ez a {I'.}cs1 periodikus palyacsalad egy szokatlan I'o, alakzatra zsugorodik Gssze, amely négy részbol
all:

1. az M pont és az y = Q(z) fiiggvénygorbe egy J # M ™ pontja kozotti vizszintes szakasz
az y = Q(zx) figgvénygorbe J ponttol lefele indulé ive, egészen az M~ pontig

az M~ pont és az y = Q(z) fliggvénygorbe egy B # M~ pontja kozotti vizszintes szakasz

Ll

az y = Q(x) fliggvénygdrbe B pontbol felfelé indulé ive, egészen az M+ pontig.

Instabil, taszit6 egyensulyi pont

Stabil, vonzo e
periodikus

Gyors valtozas
| &=

ssi valasz (w)

+————= Lassu valtozas

Az 1.) és a 3.) vizszintes szakaszok esetiinkben az

t=y—-Q(z)20
g=0
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differencialegyenlet-rendszer jobbra, illetve balra halado trajektoriai, a 2.) és a 3.) gorbeivek pedig

esetliinkben az
0=y-Q)
y=b(L(z)—y)s0

algebro-differencidlegyenlet-rendszer trajektoriai, amelyek az y = Q(x) figgvénygorbe egy-egy darabjan
lefelé illetve felfelé haladnak.

Mivel a ¢ — oo hatarérték-képzést nem elég finoman vettiik figyelembe, nem tudtuk megindokolni,
hogy T'. periodikus megoldéasa az 1.) és a 3.) vizszintes szakaszokhoz kozeli részeinek befutési ideje a
0-hoz tart, a 2.) és a 4.) gorbeivekhez kozeli részeinek befutasi ideje pedig a co-hez tart.

Minden elegendéen nagy ¢ paraméter esetén a I'. periodikus palya aszimptotikusan stabil és az unicitas
is teljesiil ra a I', alakzat kornyezetében. A T'. periodikus pélya neve relaxacios oszcillacio.

8.3. Az itt és most sziikséges fazisportré analizis

A fazisportré-analizis az I paraméter fiiggvényében torténik, amikor is a tébbi paramétert konstansnak
valasztjuk. Az I noévelése a P pontot jobbra tolja el a harmadfoka parabolan. FEzt a geometriailag
nyilvanvalo eredményt analitikusan is konnyd levezetni: a

—z.(I) + %l’i(f) — I =Q(z.(I)) = y«(I) = Lz« (1)) =

egyenlet az I szerint derivéilva

—al(I) +a(D)al(I) - 1= ;

*

majd ebbdl

D1+ ¢ +a3(D) =1,

és igy 0 < b < 1 révén z,(I) > 0 adodik.

Vegyiik észre, hogy a fenti levezetés az x, = x.(I) implicit fliggvény létezését és egyértelmiiségét is
igazolja.

A végtelen tavoli pont taszito, amint azt a V(z,y) = i:ﬁ + %yz Ljapunov fliggvény mutatja. Teljesil,
hogy V(z,y) =0 < (z,y) = 0 és hogy V(z,y) > 0, (x,y) # 0. Valoban a rendszer szerinti derivalt

d C 1 1

SV @) O,y = (@i +yd)]_y = 2y 2 32+ D) yla— o —by) =2 = 2o+ Lo+ ay —by? <0
egyenl6tlenséghez vezet, amely minden elég nagy = és y értékre teljesiil, hiszen a dominans egyiitthatok
elGjele negativ.
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