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1 Linearis egyenletrendszerek

1.1 Bevezetés

1.1.1 Linedris egyenletrendszer

Definicié: A linearis egyenletrendszer linedris egyenletekbdl all. Egy egyenletet linearisnak
neveziink, ha a benne szerepld ismeretlenek legfeljebb els6 hatvanyon vannak.

1.2 Gauss eliminacio

1.2.1 Lépcsos alak

Definicié: Az egyenletrendszer 1épcsds alakjaban az i. egyenletet tartalmazza az x;
ismeretlent, de nem tartalmazza az x1, s, ..., x;_1 isSmeretleneket.

1.2.2 Ekvivalens atalakitas

Definicié: FEkvivalens az egyenletrendszer atalakitasa, ha az atalakitas utan keletkezo
egyenletrendszer eredménye megegyezik az atalakitas el6tti egyenletrendszer eredményével.

1.3 Homogén linearis egyenletrendszerek

Definicié: A linedris egyenletrendszer homogén, ha b;=0 minden lehetséges i-re.

1.3.1 Homogén linearis egyenletrendszer megoldasa

Két megoldés lehetséges:

Ha a féatléban szerepl6 elemek nem esnek ki, akkor csak a trividlis eset lehetséges, azaz
a megoldas az, ha minden valtozonk 0.

Akkor kapunk a trividlistol kiilomboz6 megoldést, ha a 1épcs6s alakra hozds kozben
tiltosort kapunk. Ekkor az egyenletnek végtelen megoldasa van.

2 Matrix algebra

2.1 Bevezetés
2.1.1 m X n-es matrix

Definicié: Legyen R a valés szamok halmaza, m, n természetes szamok. Ekkor az R
feletti m X m-es matrixon egy olyan téglalap alaku tablazatot értiink, amelynek m sora
és n oszlopa van, elemei pedig valds szdmok. A matrix tipusa m x n

2.1.2 Matrixok egyenlGsége

Definicié: Két matrix egyenld, ha megfelel6é pozicidkon allé elemeik egyenldk:
(air) = (bix) +— a;x = b minden i=1,2,....m és minden k=1,2,....n szdmadra.



2.1.3 Specidlis matrixok

Négyzetes Kvadrikus matrixnak nevezziik az n x n tipusi métrixokat.

Sorvektorok 1 x n tipusi matrixok.

Oszlopvektorok n x 1 tipusi matrixok.

Szimetrikus matrix Az a matrix, ahol a;; = ag;.

Diagondlis matrix A f64atlén kiviil minden eleme 0. Réviden diag(ai1, ago, ..., ann)-
Nullmatrix Minden eleme 0: a;; = 0.

Egységmatrix A féatléban 1-esek, mindenhol méshol nulldsok taldlhatok: diag(1,1,...,1).

2.2 Miiveletek matrixokkal
2.2.1 Miivelet

Definicié: A miivelet olyan fliggvény, amely egy adott matematikai objektumok hal-
maz elemeihez, egy (mésik) halmazbeli elemet rendel.

Egyvéltozds a miivelet, ha egy elemhez egy (masik) elemet rendel.

Kétvaltozds, ha két elemhez rendel egy elemet.

2.2.2 Matrixok osszeadasa

Definicié: Az A = (a;i) és a B = (b;) méatrixok 6sszege az a C = (¢ ), amelynek adott
pozicigju elemét az A és a B matrixok ugyan azon pozicidju elemeinek Osszeaddsaval
kapunk: c¢;r = a;r + bik.

A maétrixok az Osszeadasra nézve Abel-csoportot alkotnak.

2.2.3 Matrixok szorzasa

Definicié: Az A maétrix m X n tipusid, a B métrix n x k tipust. Az A és a B matrixok
szorzata az a C matrix, melynek tipusa m X k, elemeit a kovetkezOképpen szamoljuk ki:

n
Cik, = E airbyy;
=1

A matrixok szorzésra nézve csoportot alkotnak.

2.2.4 Egységmatrix

Definicié: Az nxn tipusi matrixok korében az nxn-es E,=diag(1,1,...,1) egységmatrix
a szorzas egységeleme.



Tétel: Legyen A n X n tipusi matrix. Ekkor AE,, = E,A = A.

Bizonyitas: Legyen AE, = C:
n
Cik = Z A€k = GikCkk = Qik
=1
mivel ejp, =0, ha [l # k és 1, ha 1=k.
Legyen most E,,A = D:

n
diy, = § €Ok = €iilik = Gk
=1

mivel e;; =0, ha i #1 és 1, ha i=L.
Emiatt C=D hiszen elemenként egyenlok.

2.2.5 Matrix inverze

Definicié: Legyen A n x n es métrix. at A~ '-gyel jelolt, n x n tipusd métrixot,
amelyre AA™! = A7'A = E,,, az A métrix inverzének nevezziik.

Tétel: Ha az A matrixnak van baloldali és jobboldali inverze, akkor az egyértelm.

Bizonyitds: Legyen A~'A = E, és AA* = E,,. Ekkor:

AT'=A""E, = A (AA") = (ATTA)A* =E, A" = A"

Tulajdonsagai
L. (A H)1=A
2. (AB)"'=BlA"!
3. AC=BC—A=BéCA=CB—A=8B

2.3 Matrix transzponaltja
Definicié: Legyen Ae RF*". Ekkor A transzponaltjén azt a Be R™* matrixot
értjiik, amelynek elemeire b;; = aj; teljesiil. Jelolése: B = AT
Tulajdonsagai
1. (A+B)T =AT + BT
2. (AB)T = BTAT
3. (AT = (AT)~!



2.4 Matrix szamszorosa

Definicié: Legyen A € R. Az m xn-s A matrix A szamszorosa az a B matrix, melynek
elemeire b;, = Aayp teljestl.

Tulajdonsagai
1. IA=A1=A

2. Vegyes asszociativitas: A(uA) = (Au)A

w

. Vegyes disztributivitas: (A + u)A = AA + A

S

. Vegyes disztributivitas: A(A +B) = AA + AB

3 Vektoralgebra

3.1 Bevezetés

Definicié: Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik.
Definicié: Két vektor egyenld, ha irdnyuk és hosszuk megegyezik.

3.2 Vektorok oOsszeadasa és kiilombsége
3.2.1 Vektorok 6sszeadasa

Definicié: Az aés a b vektorok Osszegét ugy kapjuk, hogy a b vektort eltoljuk magaval
parhuzamosan ugy, hogy kezddpontja az a vektor végpontjhoz keriiljon. Az a vektor
kezdépontjat és a b vektor végpontjat osszekotd vektor az a és a b vektor Osszege.

Tétel: Vektorok 6sszeaddsa kommutativ: a + b =b + a

Bizonyitas: Rajzoljunk fel egy paralelogrammat, melynek egyik oldala a, masik oldala
b. Ekkor Mindegy, hogy melyik irdnyba indulok el, az 4tl6 ugyan akkora marad.

Tétel: Vektorok Gsszeaddsa asszociativ: a + (b +¢) = (a+ b) + ¢
Bizonyitas: Az 6sszeg szerkesztésekor az el6irt modon létrehozva a vektorok 6sszefiizését,
a kezdd és végpontok rogzitettek. Ezért mindegy, hogy milyen sorrendben adjuk &ket

Ossze, az Osszegvektor mindig az a vektor kezd6pontjabdl a ¢ vektor végpontjaba mutat.

Definicié: A nullvektor kezd6pontja és végpontja ugyan az a pont, iranya pedig definicié
szerint tetszoleges.



3.3 Vektorok szorzatai
3.3.1 Vektor szamszorosa

Definicié: Legyen A € R, a vektor. Az a vektor szamszorosa az a Aa-val jelolt vektor,
amelyre

e )a = a-val egyirdnyd, hossza: |\a| = Alal, ha A > 0.

e )a = a-val ellentétes, hossza: [Aa] = Aa|, ha A < 0.
Lemma: Az a vektor ellentettje, az a vektor (-1) szerese: (-a)=(-1)a

Lemma: az a és a b vektorok akkor és csak akkor parhuzamosak, ha 3 olyan A € R,
amelyikkel egyik vektor felirhat6 a mésik A\ szdmszorosaként: a || b <= I\ € Ra= Ab

Bizonyitas: ElGszor azt bizonyitjuk, hogy ha a vektorok parhuzamosak, akkor van
ilyen A € R. A parhuzamos irdnyt megadhatjuk egy e egységnyi hosszi vektorral, igy
a = |ale és b = |ble. Ebbél e kifejezheté b-bél: e=b/|b|.

Visszahelyettesitve megkaphatjuk, hogy a = (|a|/|b|)b. Tehat ha azt mondjuk, hogy
A = |a|/|b|, akkor kapjuk a bizonyitanddt.

Amennyiben a vektorok ellentétesek, legyen A = —|a|/|b]

Maésodszor azt tegyiik fel, hogy a=Ab. Ekkor a definicié miatt Ab || a.
Definicié: Amennyiben |e| = 1, akkor az e vektort egységvektornak nevezziik.

3.3.2 Skalarszorzat

Definicié: Az a és a b vektorok skaldrszorzatdn azt az ab-vel jeldlt szdmot értjik,
amelyre ab = |a||b| cos o, ahol « a vektorok altal bezart szog.

Geometriai jelentés: Ha leosztjuk a szorzatot |b|-vel, akkor az a(b/|b|) = |a| cosa =
x az a vektor b-re vetett meroleges vetiiletének el6jeles hosszat kapjuk.

3.3.3 Vektorialis szorzat

Definicié: Az a, b és ¢ vektorok jobbrendszert alkotnak, ha kozos kezddpontbdl
abrazolva 6ket a c vektor iranyabdl nézve az a vektort m-nél kisebb szogii pozitiv irdnyu
forgatas vigye at a b vektor iranyéba.

Definicié: Az a és a b vektorok vektoridlis szorzata az az a x b-vel jelolt vektor,
amelyre: a x b = |a||b|sinae, ahol |e] = 1, a L e, b L e és a, b, e jobbrendszert
alkotnak.



Geometriai jelentés: Az a és b dltal kifeszitett paralelogramma magassaga m, melyre
m=|b|sina. A paralelograma egyik alapja |a|. Ezért a vektoriélis szorzat geometriai
jelentése az a és b vektorok altal kifeszitett paralelograma teriilete.

3.3.4 Vegyes szorzat

Definicié: Az (a x b)c valds szamot az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatdnak nevezziik.

Geometriai jelentés: (a x b)c = (]a||b|sin«)ec = alapteriilet - magassdg = el6jeles
térfogat.

Tehat az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatdnak geometriai jelentése a vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon el6jeles térfogata.

3.4 Vektorok matrixos felirasa
3.4.1 Vektorok felbontasa, koordinatak, matrixos alak

Tétel: (Sikbeli felbontdsi tétel): Ha adott a sikban két nem parhuzamos vektor, a
és b, akkor V maés c sikbeli vektor felbonthaté az a és a b vektorokkal parhuzamos
Osszetevokre, melyek Osszege adja a ¢ vektort: ¢ = aa + b, ahol o, 8 € R.

Ez a felbontés egyértelmi.

Bizonyitas: A c vektor kezd6pontjan keresztiil hizzunk a-val, végpontjan keresztiil b-
vel parhuzamos egyeneseket. Mivel a és b nem parhuzamosak, az 1j egyenesek pontosan
egy pontban metszik egymast, legyen ez a pont M.

Mivel AM||b, ezért Vo € R, amire AM=aa és hasonléan MB=0b, ezért c=aa + b.
Ez a felbontés egyértelmii. Tegyiik fel, hogy a ¢ vektornak két ilyen felbontasa van:

_J aia+fib
asa + [ob

Ha kivonjuk egymasbdl ezt a két egyenletet:
0= (a1 —az)a+ (61 — B2)b, tehdt a1 = az és 1 = Pa.
Definicié: Legyenek «, 5 valds szamok.
Az a vektor linearis kombindcidja az aa kifejezés.

Az a és a b vektorok linearis kombindciéja az aa + Sb kifejezés.

Definicié: Az a, b és ¢ vektorok linearisan fliggetlenek, ha egyik sem irhaté fel a tobbi
linearis kombinéciéjaként.

Definicié: Bazisnak nevezziik azokat a vektorokat, amelyek fiiggetlenek, és linearis
kombinécigjukként eléallitanak minden vektort.
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Definicié: Legyenek a, b és c egy sik beli vektorok, melyek koziil a és b bazist alkot.
Ekkor a c=aa + b linearis kombindciéban szereplo a és § valds szamokat a ¢ vektor a,
b bazisra vonatkoz6 koordinataknak nevezziik.

Definicié: Legyen a sik egy bézisa b = (b1,b2). Ha ¢ = aijb; + asbg, akkor az

[Zj = [al ag][j;] oszlopvektor a ¢ koordinata matrixa.
[b]

Tétel: (Térbeli felbontdsi tétel): Ha adott a térben hirom, nem egysiki a, b és ¢
vektor, akkor barmely d térbeli vektorhoz da, 3,7 € R, amelyre: d=aa + b + yc. Ez
a felbontas egyértelmii

Bizonyitas: Vegyiik d kezd6pontjat gy, hogy az az a és a b altal meghatarozott sikon
legyen, legyen ez a talppont D. Valamint kossiik 6ssze d végpontjat yc végpontjaval, ahol
~-t Ugy hatarozzuk meg, hogy vc kezd6pontja is az a és a b vektorok altal meghatarozott
sikon legyen, legyen ez a talppont C. Ekkor mivel CD egy sikon van a-val és b-vel, ezért
a CD eldall az a és a b linearis kombindaciéjaként: CD=caa + §b.

Ekkor d=(aa + £b) + ~vc.

3.4.2 Specidlis bazisok

Ortogonalis egy bazis, ha vektorai paronként merdlegesek.
Normalt egy bazis, ha vektorai egységvektorok.
Ortonormalt egy bézis, ha ortogondlis és normalt, vektorai jobbrendszert alkotnak.

3.4.3 Koordinatakkal adott vektorok 6sszeadasa

Tétel: Adott a tér egy b=(b1, b, bs) bézisa és a ¢ és d vektorok e bazisra vonatkozé

c1 dy
koordinatdkkal: ¢ = |co ésd = |ds
¢ 3] )
C1 dl c1 + d1
Ekkor a c+d vektorok 0sszegének koordinatdi: |co + |dsy = |co+do
sl Ll Leatdaly,

Bizonyitas: c+d=cib; 4+ cabs + c3bs + dib; + dobo + d3bs =
c1+dy
= (c1 +d1)b1 + (c2 + d2)ba + (c3 + d3)bg = |c2 + da

c3 +ds [b]
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3.4.4 Koordinatakkal adott vektor szamszorosa

Tétel: Adott a tér egy b=(b1, ba, bs) bdzisa, és az a vektor b bazisra vonatkoztatott

ai Aaq

koordinatéival: a= | a9 . Az a vektor M-szorosdnak koordinatdi: Aa = | Aas
%] by A4 ]

ay]

Bizonyitas: la = )\<a1b1 + asby + a3b3) = Aa1bi + Aasbs 4+ Aasbs = | Aao
Aas]

3.4.5 Koordinatakkal adott vektorok skalarszorzata ortonormalt bazisban

Tétel: Adott a tér egy ortonormadlt bézisa és az a és b vektorok e bazisra vonatkozo

a b1
koordinataikkal: a = |ao| és b = [by|. Az ab skaldrszorzat ekkor a kovetkezOképpen
as bg

szdmolhatd ki: ab = Z?:l a;b;.

Bizonyitas: Alkalmazva a skalarszorzat homogén és linedris tulajdonsagait, és aszt,
hogy ii=jj=kk=1, tovabba ij=ik=jk=0, kapjuk a bizonyitandét.

3.4.6 Koordinatakkal adott vektorok vektorialis szorzata ortonormalt
jobbrendszeri bazisban

Tétel: Adott a tér egy ortonormélt bazisa és az a és b vektorok e bazisra vonatkozo ko-

al b1
ordinataikkal: a = |as | ésb = |by|. Az axb vektorislis szorzat ekkor a kovetkezoképpen
as b3

szamolhaté ki: a x b = (agb3 — Cbgbg)i — (a163 — a3b1)j + (a1b2 — agbl>k.

Bizonyitas: Alkalmazva a vektoridlis szorzat disztributiv és antikommutativ tulaj-
donsagait és azt, hogy ixi=0,jxj=0,kxk=0,ixj=k, jxk=1i kxi=j,
jxi=-k kxj=-i,ixk=—j, kapjuk a bizonyitandét.

i j k
Tétel: axb=|a; ay a3
b1 by b3

3.4.7 Koordinatakkal adott vektorok vegyes szorzata ortonormalt bazisban

Tétel: Adott a tér egy ortonormaélt bazisa és az a és b vektorok e bazisra vonatkozo ko-

aq bl
ordinataikkal: a = |as| ésb = | by |. Az axb vektoridlis szorzat ekkor a kovetkezdképpen
as b3

12



C1 C2 C3
szamolhato ki: (a x b)c =|a; a2 a3

by by b3
Bizonyitas: A vegyes szorzatra igaz a kovetkezé: (ax b)c = (i 42 a3 —j a a3y
by b3 b1 b3
a a a a a a a a 1 C2 (3
k! 2)‘(Cli+C2j+03k):Cl > 3—62 ! 3+03 ! 2=a1 as as
by by by b3 by b3 bi by b by b
1 b2 b3

3.5 Alkalmazasok
3.5.1 Vektorok felbontasa

Tétel: Adottak az a és b vektorok. Az a vektor felirhaté a b vektorral parhuzamos
ay és a b vektorra merdleges a,, vektorok Osszegeként: a = a, + a,,, a, = (aep)ep és
a, = a — ap, ahol e, a b-vel egyirdnyud egységvektor. Ezen ay, a,, vektorokat rendre az
a vektor parhuzamos és meréleges Osszetevoinek nevezziik.

Bizonyitas: Mint tudjuk az a, = aep = |ay|, ezért ha ezzel a skalarral megszorozzuk
a b irdnyud egységvektort, megkapjuk az a vektor b-re vetitett merdleges vetiiletének
vektorat, amihez ha hozzdadunk egy b-re meroleges, megfelel6 hosszusagu vektort, akkor
az a vektort kaphatjuk meg.

3.5.2 Sik normalvektoros egyenlete
Definicié: Ha az n vektor merdleges az S sikra, akkor n at S sik normélvektora. FEgy

stknak tehat végtelen normalvektora van.

Tétel: Ha az S sik egy normalvektora n, egy adott pontja Py, ebbe mutaté helyvektor
Py, tetszéleges pontja P, ebbe mutaté helyvektora p, akkor a sik egyenlete n(p —pgy) =0

Bizonyitas: Ha n merdleges a sikre, meréleges annak minden vektorara, igy a PoP
vektorra is, ezért skaldrszorzatuk 0. Mivel PoP=(p — p,) ezért n(p — py) = 0.

4 Algebrai struktirak és relaciok

4.1 Struktira és miivelet altalanos fogalma

Definicié: Tekintsiik a matematikai objektumok egy H halmazat. A miivelet olyan
fiiggvény, amely az adott objektumok halmazabdl vett objektum(ok)hoz egy (masik)
halmazbeli objektumot rendel.

Egyvaltozés az f miivelet, ha egy objektumhoz rendel egy (mésik) objektumot: f :
H— H.
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Kétvaltozés az f miivelet, ha két objektumhoz rendel egy (mésik) objektumot: f :
HxH— H.
n-valtozés mivelet: f: H" — H.

Definicié: Algebrai struktiura alatt olyan nem iires H halmazt értiink, melyben le-
galdbb egy * miivelet van definidlva. Jelolése: < H|x >. Ha tobb miivelet is figyelembe
akarunk venni, akkor mindegyikiiket felsoroljuk: < H|x,0o >.

Osszetett algebrai struktura fiiggvényekkel 6sszekotott, tobb algebrai struktirabol is
allhat (pl.: Vektortér).

4.2 Fontos struktarak
4.2.1 Csoport, félcsoport

Definicié: Egy G nemiires halmazt csoportnak neveziink, ha értelmezve van G-n egy
* bindris miivelet, amely

1. asszociativ: V a,b,c € G-re (a*b)*c=a*(b*c)
2. van egységeleme: J e € G, hogy V a € G-re teljesiil: e*a=a*e=a
3. van inverzeleme: V a € G-hez 3 a~ ! € G, amire: a~ ' *a=a*a " '=e

Ha a fenti tulajdonsdgokon kiviil teljestil még a kommutativitds is: V a,b € G-re a*b=b*a,
akkor kommutativ csoportrdl, vagy Abel-csoportrol beszéliink.

Tétel: Ha G csoport, akkor V a,x,y € G-re, ha a*x=a*y, akkor x=y. Hasonléan ha
x*a=y*a, akkor x=y.

Bizonyitds: x=e*x=(a"!)*a*x=(a"!)*a*y=c*y=y.

Tétel: Ha G csoport , akkor V a,x,b € G esetén, ha a*x=b, akkor x=(a"!)*b. Ha-
sonléan ha x*a=b, akkor x=b*(a1).

Bizonyitds: x=e*x=(a"!)*a*x=(a"1)*D.

Definicié: FEgy G nem iires halmazt félcsoportnak neveziink, ha értelmezve van G-n
egy * bindris miivelet, amely asszociativ: V a,b,c € G-re (a*b)*c=a*(b*c).

4.2.2 Gyiirii

Definicié: Egy R nem iires halmazt gytirlinek neveziink, ha értelmezve van R-en két
miivelet, * és o. E miiveletekre a kovetkezok teljesiilnek:

1. a o mivelet kommutativ csoport
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2. a * miivelet asszociativ
3. akét miiveletet disztributiv szabalyok kotik dssze: a*(boc)=a*boa*c, (boc)*a=b*aoc*a

A o miiveletet 6sszeaddsnak, a * miiveletet szorzdsnak nevezziik. Amennyiben a szorzés
mivelet is kommutativ, kommutativ gytrirol beszéliink.

4.2.3 Test

Definicié: Egy T legyldbb kételem( halmazt (kommutativ) testnek neveziink, ha értelmezve
van T-n két miivelet, melyeket Osszeaddsnak és szorzasnak hivunk. Mindkét miivelet
kommutativ csoport, kivéve, hogy az Osszeadas egységének nincs a szorzasra vonatkozd
inverze. A szorzas disztributiv az Osszeaddsra nézve.

Ha a szorzas kommutativitasat nem kotjik ki, akkor nemkommutativ, més néven ferde-
testrol beszéliink.

4.2.4 Vektortér

Definicié: A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha az aldbbi
tulajdonsagok teljesiilnek:

A V halmazon értelmezve van egy 0sszeadéas nevii miivelet, barmely vi, vy €V elemekhez
egyértelmiien hozzarendel egy V-beli elemet, amelyet vi + vo-vel jeloliink. Az 6sszeadés
kommutativ csoport.

A T test és a V halmaz kozott értelmezve van a skaldrral valé szorzas: barmely A €T
un. skalarhoz és barmely v €V tn. vektorhoz hozzarendel egy V-beli elemet, amelyet
Av-vel jelolink. A skaldrszoros a kovetkezé tulajdonsdgokkal rendelkezik:

Barmely A, €T és v, vy, ve €V esetén:

1. lv=vl =v, ahol 1 a T test szorzasra vonatkozd egységeleme.
2. a vegyes asszociativitasi szabdly: (Au)v = A(uv)

3. a vegyes disztributivitasi szabaly:
a) AN+ pu)v=Av+puv
b) A(vi + va) = Avy + Avy

4.2.5 Részstrukturak

Definicié: Ha < H|x > és H; C H-ra is < Hj|* > akkor azt mondjuk, hogy H;
részstruktiraja H-nak.
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5 Vektorterek

5.1 Vektortér axiémak és kovetkezményeik

5.2 Linearis fiiggetlenség, linearis 0sszefiiggoség
5.2.1 Altaldnos vektorok linedris kombinacidja
5.2.2 Linearis fliggetlenség, 6sszefiiggbség

5.3 Generatorrendszer

5.4 Bazis és vektorok koordinata matrixa

5.4.1 Bazis

5.4.2 Koordinata matrix

5.5 Dimenzio
6 Determinansok

6.1 A determinans fogalma

6.2 Kifejtési tétel

6.3 A determinans tulajdonsagai
6.4 A determinans alkalmazasai
6.4.1 Cramer-szabaly

6.4.2 Négyzetes matrix inverze

6.4.3 Vektorok fiiggetlenségének megallapitasa
7 Homogén linearis leképezések

7.1 Homogén linearis leképezés fogalma

Definicié: Legyenek V és W vektorterek, valamint u,v €V, A € R.
Azt az L : 'V — W figgvényt, amely a kovetkez6 két tulajdonsidggal rendelkezik,
homogén linearis leképezésnek nevezziik.

1. Vektorok osszegének képe egyenld a képvektorok Osszegével: L(u+ v) = L(u) +
L(v)

2. Vektorok szdmszorosanak képe egyenlé a képvektorok szédmszorosival: L(Au) =
AL(u)

Definicié: Ha V=W, akkor a leképezést linedris transzforméciénak hivjuk.
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Ko6vetkezmény: Ha L : V — W leképezés homogén linedris, akkor a 0 €V vektor
képe 0 eW.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy 0=0v, 0 € R. A médsodik tulajdonsig miatt L(0v) =
0L(v) =0 €eW.

Tétel: Az L :V — W leképezés akkor és csak akkor homogén linedris, ha L(Au +
uv) = AL(u) 4+ pL(v), ahol A\, u € R,u,v €V.
7.2 (Homogén) Linedaris leképezés matrixa

Definicié: Az L: V™ — W* linedris leképezés matrixa Ay = [kilks|- - - [ky], ahol
k; := L(a;). Az A métrix oszlopai a V™-beli [a] bazis a; vektorainak képei, a W*-beli
[b] bazisra vonatkozéan.

Tétel: Legyen L : V"™ — W* a linearis leképezés, A a leképezés matrixa, x € V,y €
W ahol L(x)=y.
Ekkor Ax=y.

Bizonyitas:

7.3 Linearis leképezések magtere, képtere

7.3.1 Magtér és képtér fogalma

Definicié: Ker(A)={x € V|L(x) = 0}

Definicié: Im(A)={y e W|3x eV :L(x) =y}

Lemma: V-beli nullvektor képe a W-beli nullvektor.

Tétel: Legyenek u és v,a magtér vektorai, vagyis L(u)=L(b)=0€W.
L(u+v)=L(u)+L(v)=0.

L(Au) = AL(u)=X0=0

7.3.2 Dimenziététel

Tétel: Dim(V)=Dim(Ker(L))+Dim(Im(L))
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Bizonyitas: Tudjuk, hogy Ker(L) altér, tehat van bézisa: by, b, ..., b,,. Egészitsiik
ki a fiiggetlen rendszert gy, hogy Im(A)={y € W|dx € V : L(x) =} béazisa legyen:
b1, bg,...;by,...b,. Azt fogjuk bizonyitani, hogy a by,11, b2, ..., by vektorok képei
bézist alkotnak a W-ben. El6szor azt bizonyitjuk, hogy képeik generatorrendszert alkot-
nak, aztan, hogy linedrisan fiiggetlenek.

X = x1bl + x9by + ... + 2,b,,

L(x) = L(x1by + 29ba + ... + ,by) =04+ 0+ ... + 04+ 21 L(bys1) + ... + 2 L(by,).
Tehat valéban generatorrendszert alkot a W-ben.

Nézziik meg a fiiggetlenség definiciéjat: O0=cu,1+1L(bpmt1)+...+anL(by) = L(am1bmi1+
e+ apby)

X* = mt1bm41 + .- + anby,, ami eleme a kernelnek, tehat felirhaté a magtérbédzisaibol:
X* = Omt1bm41 + ..o + anby = a1by + ... + aymby,, Tehdt dtrendezve:

0=oaib1+...+ ambm — ams1bmi1 — ... — apby,. Mivel ezek linedrisan fliiggetlenek, ezért
ez csak akkor lehetséges, ha Va; =0

7.4 Sajatérték, sajatvektor

Definicié: A )\ szam sajdtértéke az L transzforméciénak, ha van olyan nem nulla
vektor, amelyre: L(x) = Ax.
Ez a nemnulla x vektor az L transzformdacié A sajatértékéhez tartozd sajatvektor.

Tétel: Legyen L : R" — R" és L(x) = Axp,), ahol az A e transzformdcié egy
métrixa, X, pedig az x vektor koordindta mdtrixa, mindkettd valamely régzitett [b]
béazisra vonatkozéan. Ekkor az L transzformacié sajatértékei a det(A\E — A) = 0 karak-
terisztikus egyenlet megolddsai. A p(\) = det(AE — A) polinum A-ban n-edfokd, ez az
un. karakterisztikus polinom, melynek gyokei a sajatértékek. A sajat vektorok pedig e
sajatérték ismeretaben (AE — A)x = 0 homogén linedris egyenletb8l kaphatdk.

Bizonyitas: Rendezve a matrix egyenletet, az alabbi homogén linearis egyenletrendsz-
ert kell megoldani: Ax = Ax <= Ax = (AE)x <= AE)x—Ax=0<= (AE—-A)x =
0.

Ennek pontosan akkor lesz trividlist6l kiillomboz6é megoldésa, ha p(\) = det(AE — A) =
0. Ebbdl az egyenletbol a A értékek kiszamolhatdk. Visszahelyettesitéssel kapjuk a
sajatvektorokat.

7.5 Izomorfia

Definicié: Az egy-egy értelmii L : V — W linedris leképezést izomorf, leképezésnek
nevezziik. Jelolése: V = W.

Tétel: Két vektortér akkorés csak akkorizomorf, ha dimenziéjuk egyenld.

Bizonyitas: Trividlis: csak igy lehet egy-egy értelmi.
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8 Bazistranszformacio

8.1 Attérés masik bazisra

Tétel: Legyen V#0 n dimenzids vektortér, [e] és [u] két bazis V-ben. Ha a V tér
I

x2
x vektordnak koordindta métrixa [e] bazisra vonatkozéan e = | . , akkor ugyan

Tn
[e]
azon x vektor [u] bazisra vonatkozé koordinatai az aldbbi képpen szédmolhatdk:

-1

uip U2 0 Ulp x

U21 U2 U2y x2 1
T = | : - : : = U X

Unl Up2 -+ Upp In le]

ahol az U matrix oszlopai az [u] bézis vektorainak az [e] bazisra vonatkozé matrixai.
Az U matrixot attérési matrixnak nevezziik.

1 0
0 1
Bizonyitas: x = Xje] = T1€1 + T2€2 + - - + Tpey = T1 |, + xz9 | . + e+
0 g 01
0
0
Tn || = BeXl
U
u11 U12 Uln Ul U2 o Ulp z'y
o |un |22 ;| uen Ut Uz vt Uz s
x:x[u]:xl . +x'o . +- -4, : = . :
Un1 le] Un?2 [e] Unn le] Unpl Up2 - Unpn le] x,n
UX[e]

Tehét Ejgze) = Uzpy,). Ezt rendezve kapjuk a tétel allitdsat: U_laz[e} = T[y]

8.2 Linearis leképezések matrixa bazisvaltas esetén

Tétel: Haaz L: V" — W linearis leképezés matrixa a rogzitett [a]c V™ és [b]e W
bézisokra A, akkor ugyanezen leképezés Ay matrixa az [a’]le V™ és a [b’]e WF
béazisokra kovetkezo képlettel szamolhato:

Attérési formula: A = T !AS, ahol T a képtér, S a kiinduldsi tér attérési matrixa.
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Bizonyitas: Induljunk ki a linedris leképezésbOl: A (q)p)X[a] = ¥[b)-

Helyettesitsik be az X[ és yp helyébe a régi koordindta matrix uj bdzissal és 1] ko-
ordindta métrix segitségével kifejezett alakjat: xo] = Ux(y

A[a} [b](Sx[a,]) = Ty[b,], amibol T_lA[a][b](SX[a’]) =Y

Tétel: Ha az L : V" — W?" linedris transzformdcié rogzitett [a] € V™ bézisra
vonatkoztatva A, akkor ugyanezen transzformacié A, métrixa az [a’] € V" bézisra,
a kovetkez6 képlettel szamolhaté: A = S_lA[a]S, ahol S a kiindulési tér attérési
matrixa.

8.3 Diagonizalas, hasonlé matrixok

Tétel: Ha a transzformécié sajatvektorai bazist alkotnak, akkor attérve e bézisra, a
béazistranszformacié eredménye az a diagondlis matrix, melynek foatléjaban a sajatértékek

dllnak: A =S™'AS = diag(Ai, Ag, ..., An).

Definicié: Az A matrix hasonlé a B maétrixhoz, ha 3 olyan S métrix, amire A =
S™'BS.

Definicié: Az A matrix diagonizalhatd, ha hasonlé egy diagondlis matrixhoz.

Tétel: A hasonldsig az n x n-es matrixokndl ekvivalencia relacié.

Bizonyitas: Reflexiv, szimetrikus, tranzitiv.

Tétel: Hasonlé matrixok sajatértékei paronként egyenlék. Tovabba, ha A hasonlé B-
hez, (A = T 'BT), és A sajitvektora s, akkor B ugyanazon sajitértékéhez tartozé

sajatvektor T's.

Bizonyitds: T-/As=T 'BTs=)s
BTs = A\(Ts)

Tétel: Diagonalizalhatdsag elégséges feltétele: Ha valamely A kvadrikus matrix sajatértékei
mind kiillombo6zok, akkor a matrix diagonizalhato.

Bizonyitas: Kilomboz6 sajatértékek esetén a sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek,
tehat bazist alkotnak

Tétel: Az A matrix akkor és csak akkor diagonalizalhatd, ha van sajatvektorokbol allé
bézisa

Tétel: Ha valamely A kvadratikus matrix sajatértékei altal meghatarozott alterek
dimenzidinak Osszege n, akkor a matrix diagonalizdlhato.
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