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Linedris Algebra IT 1 VEKTORTEREK

1 Vektorterek

1.1 Vektorrendszer és matrix rangja, egyenletrendszer megoldhatdésaga

Definicié: A vektorrendszer rangjan a vektorok altal generalt altér dimenzidjat értjiikk. Matrix sor-
rangjan a sorvektorok rajngjat, oszloprangjan az oszlopvektorok rangjat, determindansrangjan a bel6le
kivédlaszthaté legnagyobb méreti nem nulla determindns méretét értjiik.

Tétel: Matrix sor-, oszlop-, és determindnsrangja megegyezik. E tétel miatt elegendd egyszeriien a
métrix rangjardl beszélni, jelolése: rang(A).

Ko6vetkezmény: Az n x m-es mdtrixok rangja legfeljebb min(n,m) lehet.

Tétel: Ha A n x n tipusd matrix, akkor
e A akkor és csak akkor regularis, ha rangja n.
e rang(A) =n < A is reguléris & det(A) # 0 < Ax = b-nek egyetlen megolddsa van.

e rang(A) < n < Ax = 0-nak van nem trividlis megolddsa.

Tétel: Ha A m X n-es matrix, akkor az Ax = b egyenletnek akkor és csak akkor van megoldédsa, ha
rang(A) = rang(Alb), vagyis az egyiitthaté matrix rangja megegyezik a kibdvitett matrix rangjaval.

Bizonyitas: Az egyenletrendszert a kdvetkez6 alakban irjuk: xzia; + zoas + ... + xray = b.

Ha a rangok egyenldk, az egyenletrendszer megoldhato:

Ha rang(A) = rang(A|b) = r, akkor barmely r+ 1 darab oszlopvektor osszefiiggd. Legyenek A fliggetlen
vektorai aj,as,...,a,. Ezekhez b-t hozzatéve Osszefliiggd rendszert kapunk. Mivel b "rontotta” el a
fiiggetlenséget, ezért b kifejezhetd az a;-k linearis kombinacidjaval, amelyben a skalar egytitthat6 z;-k az
egyenletrendszer megoldasai, vagyis:

b= xr1ay + xoa2 + ... + xpa,.

Az allitds masik része: ha az egyenletrendszer megoldhatd, akkor a rangok egyenlok.

Legyen egy meoldds: b = z1a; + 2282 + ... + x,a,, és rang(A) =r.

Azt kell bizonyitani, hogy rang(A|b) = r, vagyis hogy barmely r + 1 oszlopvektora linedrisan Gsszefiigg,
és van r linedrisan fiiggetlen oszlopa. Ezen utébbi A rangja miatt teljesiil.

Ha az r + 1 vektor csak a-kbol &ll, akkor A rangja miatt ezek Osszefiiggdk.

Ha az r + 1 vektor egyike a b vektor, akkor két eset van:

1. Az r darab a; vektor Gsszefiiggs, ekkor b-t hozzatéve is Osszefliiggé marad, ezért a rang nem valtozik.

2. Az r darab a; vektor linearisan fliggetlen. Ekkor barmely mas a;-t hozzdtéve Osszefliggd lesz,
kiilomben A rangja r 4 1 lenne. A hozzavett a;-k azonban az ismert tétel szerint kifejezhetdk az
eredeti a;-kkel. Ezeket a b eloallitasaba helyettesitve azt kapjuk, hogy b kifejezhet6 az r darab a;
linedrisan fiiggetlen vektorral, tehat az r darab a; vektor és b linearisan Osszefiiggd, ezért a rang
nem valtozik.

Kovetkezmény: Ha n az ismeretlenek szama, r a rang, akkor n —r a rendszer igy nevezett szabadsagi
foka, ennyi ismeretlent szabadon vélaszthatunk, a Gauss elimindciénal tanultak alkalmazasdval.

Tétel: Ha az A maétrix rangja, és a kibévitett métrix rangja egyenlé az ismeretlenek szamaéaval akkor
pontosan egy megoldas van, amint a fenti bizonyitas e feltétel melletti megismétlésével konyen lathato.

Kovetkezmény: Homogén linearis egyenletrendszernek akkor és csak akkor van a trivialistol kiillomb6z6
megoldasa, ha az egyiitthaté matrix rangja az ismeretlenek szamanal kisebb.
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2 Bazis Transzormacio

2.1 Attérés mas bazisokra

Tétel: Legyen V # {0} vektortér, [e] és [u] két bazis V-ben. Ha V vektortér x vektordnak koordinata
x1

T2
métrixa X(g) = | . az [e] bézisra vonatkozik, akkor ugyanazon x vektor [u] bézisban felirt koordinata

LUne

matrixa az alabbi képletbol szamolhato:
-1
Xpu) = U X[el,

ahol az U maétrix oszlopai az [u] bdzis vektorainak az [e] bdzisra vonatkozé koordindtamétrixai. Az U
matrixot attérési matrixnak hivjuk.

Bizonyitds: Az x vektor [e] szerinti eredeti koordindta métrixa:

X 1 0 0
7 0 ] 0

Xfe] = | . =1 |. + X9 : + ...tz : = E[e]X[e].
Tn] o 0] fg 0] fg g

Ha felirjuk ugyan ezt a vektort az [u] bazis szerint:

U1 U2 Uin Uiy U2 . Uln zy
ECH o | ez | uen upy uy v U, 4
X[ = 21 : + x5 : +..+x, : = . : . : : = U[e]X[u].
Un1 [e] Un2 [e] Unn [e] Un1 Un2 tee Unn [e] CL',/n [u]
Mivel a két koordindta matrix egyenld, ezért: Ex(e) = Ulgo[y. A baloldalakat megszorozva U tel

kapjuk: U[;]1X[e] = X[u]-

2.2 Linearis leképezések matrixa bazisvaltas esetén

Tétel: Haaz L: V"™ — WF linedris leképezés métrixa rogzitett [a] € V™ és [b] € W* bézisokra A [a)b),
akkor ugyanezen leképezés A[ny) métrixa az [a’] € V™ és a [b'] € W bézisokra a kovetkezd képpen

szamolhato:
—1
A =T AppS,

Ahol T a képtér, és S a kiinduldsi tér attérési matrixa.
Bizonyitas: Az Aja)p)X[a) = ¥p) képletbdl kiindulva, alkalmazzuk a bézistranszformdcié képletét:
Apagn] (SX(a)) = Ty ) — T Agayo] (SX(a)) = Y
Tétel: Ha az L : V™ — V" linedris transzformdcié matrixa rogzitett [a] € V™ bézisra vonatkoztatva
Ay}, akkor ugyanezen transzformacié A, métrixa az [a’] € V™ bézisra kévetkezd képlettel szdmolhato:
Ay =STTARS,

ahol S a kiindulasi tér attérési matrixa.
Bizonyitas: Az el6z6 tételbe helyettesitsiik az T-t S-sel.

2.3 Diagonalizalas, hasonlé matrixok

Tétel: Ha a transzforméacio sajatvektorai bazist alkotnak, akkor dttérve e bazisra, a bazistranszformacié
eredménye az a diagondalis matrix, ahol a féatloban a sajatértékek allnak.

Ay = STIAS = diag(A, Az, ..y An).
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Linedris Algebra I1 2 BAZIS TRANSZORMACIO

Bizonyitas:
S = [s1]s2|...[sn] = AS = [As1|Ass|...|As,], D =diag(A1, A2, ..., An) = SD = [A1s1]Aasa]...] Ansn]-

Mivel SD = AS, ezért D = S™!AS.

Definicié: Az A maétrix hasonlé a B métrixhoz, ha létezik egy olyan S matrix, amellyel fenndll, hogy
A =S"'BS.

Definicié: Az A matrix diagonalizalhatd, ha hasonl6 egy diagonalis matrixhoz.
Tétel: A hasonlésdg az n x n-es métrixok korében ekvivalencia relécié.

Bizonyitas:
e Reflexiv: A = E"'AE.
e Szimetrikus: Ha A = B, akkor B & A:

A=C'BC—[C'|'AC ! =B.
e Tranzitiv: Ha A =2 B és B = C, akkor A = C:
A=U"'BC,B=V !ICV—-A=U}VICV)U=(VU)C(VU).

Tétel: Hasonl6 matrixok sajatértékei paronként egyenlok. Tovabbéa, ha A hasonlé B-hez, és A sajatvektora
s, akkor B ugyanazon sajatértékéhez tartozé sajatvektora T's.

Bizonyitds: As =T 'BTs = \s — B(Ts) = \(Ts).

Tétel: Diagonalizdlhatisdg elégséges feltétele: Ha valamely kvadratikus (n X n) mdtrix sajatértékei
mind kiilombozok, akkor a matrix diagonalizalhato.

Bizonyitas: Kiilomboz6 sajatértékek esetén a sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért bazist alkot-
nak.

Tétel: Az A métrix akkor és csak akkor diagonalizdlhatd, ha van sajatvektorokbdl all6 bazisa.

Bizonyitas:

e Ha a sajatvektorok bazist alkotnak, akkor attérve erre a bazisra mar bizonyitottuk, hogy olyan
diagonalis matrixot kapunk, ahol a fé6atléban a sajatértékek allnak.

e Ha az A matrix diagonalizdlhatd, vagyis hasonld egy diagondlis matrixhoz, akkor azt fogjuk bi-
zonyitani, hogy a diagondlis matrix elemei A sajatértékei, és S elemei az A sajatvetorai. Az, hogy
a sajatvektorok bdzist alkoznak onnan tudhatjuk, hogy S invertdlhaté, tehédt det(S) # 0, ezért a
sajatvektorok fliggetlenek. Mivel barmely fliggetlen vektorrendszer bazis, ha elemszdma egyenlo a
dimenziéval, csak azt kell bizonyitani, hogy S oszlopai valéban sajatvektorok.
Legyen D = diag(A1, A2, ..., An), S = [s1]s2]...|sn]. Akkor a hasonldségi képletbdl kiindulva:

D=S"'AS -+ SD = AS

A két métrix egyenl6ségébdl As; = As;, tehdt a diagondlis elemek valéban a sajatértékek, és az
attérési matrix elemei valéban a sajatvektorok.

Tétel: Ha valamely A (n x n) tipusd matrix sajdtaltereinek dimenzidinak Gsszege éppen n, akkor a
matrix diagonalizalhato.
(Geometriai multiplicitds = algebrai multiplicités).
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2.4 Kvadratikus alakok diagonalizalasa
2.4.1 Kvadratikus alakok

Definicié: Legyen a V' vektortér a valés test felett. Az L : V xV — R leképezést bilinearis fliggvénynek
nevezzik, ha mindkét véltozdjdban linedris. L minden (vq,vy) vektorpéarjdhoz egyértelmiien hozzdrendel
egy valds szdmot, amit L(vy, vy)-vel jeloliink.

1. Linearis:

(a) L(vy+ va,vs) = L(vy,v3) + L(va, vs).
(b) L(Vl,Vg + V3) = L(Vl,Vz) =+ L(Vl,Vg).

2. Homogén:

(a) L(Avy,va) = AL(v1,va).
(b) L(Vl, )\Vg) = AL(Vl,Vg).

Ahol A € R és vy, vsy, vy € V vektorok.

Definicié: Az L bilinedris fiiggvénynek a [b] = by, ba, ..., b, bézis szerinti L métrixdn azt az n X n-es
matrixot értjiik, melyben az i-dik sor j-dik eleme l;; = L(b;, b;).

Tétel: Ha L:V x V — R bilinedris fiiggvény, akkor L(x,y) = xT Ay, ahol x,y € V és A a bilinearis
fiiggvény matixa.

Bizonyitas:
x =x1by + 2bs + ... + z,by,  y =y1b1 +y2b2 + ... + ypby.
Ezeket behelyettesitve és alkalmazva a bilinearis fliggvények tulajdonsagait:
L(x,y) = L(z1b1 + 22bs + ... + x,bp, y1b1 + y2ba + ... +y,by) =
r1y1L(b1,b1) + 2192 L(b1, b2) + ... + T1yn (b1, by)+
T2y1 L(ba, b1) + 22y2 L(b2, ba) + ... + Tayn (b2, by )+

xnylL(bn; bl) + xnyZL(bna b2) + ...+ xnyn(bnv bn) =

L(by,by) L(by,bz) -+ L(b1,bs)]| [0

L(b2,b1) L(b27b2) L(bQ»bn) Y2 T
[$1,x27---7l’n . . . . . =X Ay

L(bnabl) L(bn7b2) L(bn;bn) Yn

Definicié: Az L bilinedris fliggvény szimetrikus, ha L(vy,va) = L(va, v1).
Tétel: Az L bilineéris fliggvény akkor és csak akkor szimetrikus, ha a matrixa szimetrikus.

Bizonyitas: A definiciébdl kovetkezik. Az L bilinedris leképezés matrixdnak [;;-edig eleme L(b;, b;).
Ekkor ha L(b;,b;) = L(bj, b;), akkor lij = l;;, tehdt a métrix szimetrikus.

Definicié: Az L:V x V — R bilinedris fiiggvényhez tartozé Q(x) = L(x,x) : V — R fliggvényt az L
kvadratikus alakjanak nevezziik.

Tétel: Szimetrikus matrix kiillomboz6 sajatértékeihez tartozd sajatvektorai ortogondlisak.

Bizonyitas: Bizonyitads 3 dimenzidra:

As, = /\1S1} - Asisy = \is182

A82 = AQSQ Asls2 = AQSlSQ} —0= ()\1 B )\Q)SISQ'

Mivel Ay — Ao # 0, ezért s1so = 0, tehat a sajatvektorok mertlegesek egymaésra.
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Bizonyitas: As; = A;s1-bdl < Asy,s9 >= A < 81,89 >

As; = \s1-bol < ASQ,Sl >= Ay < S9,81 >

Ezért 0 = (A — A2) < 81,82 >, és mivel A\ # Ay, ezért < s1,s0 >= 0, vagyis a sajatvektorok valéban
ortogonalisak.

Definicié: Az A métrix ortogonélisan diagonalizilhaté, ha D = S™'AS, ahol S ortogonélis, D di-
agonalis matrix.

2.4.2 Kvadratikus alak diagonalizalasa, f6tengely tétel

Tétel: (Fotengely tétel): A Q = xT Qx kvdratikus alakhoz tekintsiik az S ortogonélis transzforméaciot,
amelynek S matrixdban az oszlopok a Q szimetrikus méatrix ortonormalt sajatvektorai. Attérve ezen
ortonormdlt sajatvektorok bézisara, vagyis alkalmazva az x = Su koordindta transzformaéciot, a @
kvadratikus alak a kovetkezképpen frhaté: Q = x7'Qx = u/Du = > Aiu?, ahol \;-k az Q maétrix
sajatértékei. Ezt a transzforméciot fGtengely transzformacionak nevezziik.

Definicié: A @ = x” Qx kvadratikus alak Q € T™*" szimetrikus métrixdnak n kiillombozd sajataltereit
a @ kvadratikus alak fotengelyeinek nevezziik. Két dimenziéban a megfelel6 kuipszelet szimetria tengelyei
a f6tengelyek.

Definicié: A @ kvadratikus alak
e pozitiv definit, ha minden x # 0 helyettesitésre Q > 0.
e pozitiv szemidefinit, ha minden z-re @ > 0.

e indefinit, ha mind pozitiv, mind negativ értékeket is felvesz.

Tétel: Az n X n-es (Q matrix akkor és csak akkor
e pozitiv definit, ha minden sajatértéke pozitiv.

e pozitiv szemidefinit, ha minden sajatértéke pozitiv, vagy nulla.
Bizonyitas: A Q =x7Qx =u"Du= ), \;u? Ssszefiiggésbdl az allitds kovetkezik.

Tétel: (@ akkor és csak akkor pozitiv definit, ha a bal fels6 négyzetes matrixok aldeterminansai mind
pozitivak.

Tétel: (Spektrél tétel): Valamely négyzetes matrix akkor és csak akkor diagonalizalhaté ortogondlisan,
ha szimetrikus.

Bizonyitas:

1. A szimetrikus = Ortogonélisan diagonalizalhato:
Mivel A maétrix szimetrikus, ezért a kiilombozo sajatértékekhez tartozo sajatvektorok merélegesek,
de legalabb is ortogondlisak.
A = AT mert szimetrikus, D diagondlis métrix, S pedig ortogonalis, azaz S™! = ST
A diagonalizélast A -re felirva:

A=AT=(s7'DS)T = (s H)'DST =sDS .

2. A ortogondlisan diagonalizdlhaté = Szimetrikus:
Ortogonalisan diagonalizalhaté, tehat A = SDS™!. Ez csak akkor teljesiilhet, ha ST = S™1. Mivel
D = diag(A1, Mg, ..., An), ezért:

AT =(SDS™HT =S7'DS = A,

Tehat A szimetrikus.
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3 Kipszeletek:

Egy egyenes korkipot a csticsara nem illeszked? sikkal elmetszve kiilonbozo gorbéket kapunk sikmetszetként,
aszerint, hogy a sik a kip tengelyével mekkora szoget zar be.

Ha a bezart szog megegyezik a kup félnyilasszogével, azaz a sik egy alkotéval parhuzamos, akkor parabola;
ha kisebb, mint félnyilasszog, akkor hiperbola; ha nagyobb, mint félnyilasszog, akkor ellipszis; ha pedig
a sik a tengelyre merdleges, akkor kor lesz a sikmetszet.

Definicié: Az ellipszis azon pontok mértani helye a sikban, amelyek két adott ponttdl mért tavolsagdnak
osszege allandd, mely allandé nagyobb az adott pontok tavolsaganal

Definicié: A hiperbola azon pontok mértani helye a sikban, amelyek két adott ponttél mért tavolsaganak
kiilonbsége allandé, mely allandé kisebb az adott pontok tavolsaganal.

Definicié: A parabola azon pontok mértani helye a sikban, amik egy adott egyenestdl és egy adott, az
egyenesre nem illeszked6 ponttdl egyenld tavolsdgra vannak.

3.1 Kiupszeletek és az ellipszis, hoperbola, parabola ekvivalenciaja
3.1.1 Ellipszis

Legyen P a sikmetszet egy tetszoleges pontja. Illessziink a kipba olyan gémbdoket, amik
érintik a kipot és a metsz6sikot is. A Gy gdémb a kip paldstjat k; korben, a sikot Fy
pontban érinti. A G5 gémb a kupot ko koérben, a metszdsikot Fy pontban érinti. A P
ponton athaladé alkotd a ky és ko koroket a Py és P, pontokban metszi. Teljesiil rajuk,
hogy PP, = PF} és PP, = PF5, mivel ezek a szakaszok a gombhoz hizott érintészakaszok
egy kiilsé pontbdl. Ugyanakkor PPy és PP, egy kozos alkotén vannak és ezek hosszdnak
Osszege a forgdsszimmetria miatt allandé. Tehat egy tetszoleges P pontnak a fékuszoktol
vett tavolsagainak Osszege allando, ezért ez ellipszis.

3.1.2 Hiperbola

Legyen P a sikmetszet egy tetszéleges pontja. Illessziink a kipba olyan gémbdoket, amik
érintik a kupot és a metszésikot is. A G; gémb a kip paldstjat ki korben, a sikot F}
pontban érinti. A G5 gémb a kipot ke korben, a metszésikot Fo pontban érinti. A P
ponton athaladé alkotd a ky és ko koroket a Py és P, pontokban metszi. Teljestil réjuk,
hogy PP) = PF; és PP, = PF5, mivel ezek a szakaszok a gombhoz huzott érintészakaszok
egy kiilsé pontbdl. Ugyanakkor P; és P egy kozos alkoton vannak és a forgdsszimmetria
miatt P, P, szakasz hossza allandé és P ugyanazon az egyenesen van, ezért PPy és PP;
szakaszok kiilonbségének abszolit értéke allandé. Tehdt egy tetszéleges P pontnak a
fékuszoktdl vett tavolsagainak kiillonbségének abszolit értéke allandd, ezért ez hiperbola.

3.1.3 Parabola

Legyen P a sikmetszet egy tetszéleges pontja. Illessziink a kipba egy olyan érintégémbdét G, ami
egyuttal a sikot is érinti. A kipot k korben, a sikot F' pontban érinti a G gdbmb. P-bdl a géombhoz
hiizott érintészakaszok PF és PP’, amik egyenld hosszisidgiiak. A metsz8sik és k sikja d egyenesben
metszik egymast. P-bdél mer6legest allitva d-re és k sikjara kapjuk a D és a P* talppontokat. PD
a metszosikban van és parhuzamos azzal az alkotéval, amivel a sik is parhuzamos. fgy a DPP* és a
P* PP’ sz6g is valtoszoge egy-egy olyan szognek, melynek egyik szdra a kip tengelye, mésik szdra pedig
egy alkotd; a két szog tehat egyenls. Ezért a kapott PP’'P* derékszogli haromszog egybevagd a PP*D
derékszogli haromszoggel (egy oldaluk kozos és a rajta fekvd szogeik egyenldk). Tehdt az dtfogdk egyenld
hossziiak: DP = PP’ mésrészr6l PP’ = PF. Tehdt egy tetszbleges P pont tdvolsidga a fékusztél és a
vezéregyenestol egyenld, ezért ez parabola.
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4 Komplex szamok

4.1 Komplex szam fogalma, miiveletek

Definicié: Legyen C a valds szamparok halmaza: C = {(a,b)|la,b € R}. A C-n két miiveletet
értelmeziink: egy Osszeadas, és egy szorzas neviit. A szokdsos médon + és - jelekkel jeloljiik ezeket.
A C halmaz elemei a miiveletekkel egyiitt alkotjdk a komplex szamokat.

Definicié: Két komplex szam akkor és csak akkor egyenld, ha elsé és maésodik elemeik egymaéssal
paronként egyenldk: (a1,b1) = (az,b2) < a1 = ag, by = bs.

Kovetkezmény: (a,b) # (b,a), kivéve, ha a = b.

Definici6é: Osszeadds: (a,b), (c,d) € C esetén (a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d) € C.
Definicié: Szorzas: (a,b),(¢,d) € C esetén (a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + be) € C.

Tétel: A C = {(a,b)|a,b € R} alaki szdmok testet alkotnak az el6z6 miiveletekre nézve.

4.2 A komplex szamok algebrai alakja
Tétel: Az (a,0) komplex szdmok és a valds szdmok kozott egy-egy értelmil, miivelettarté leképezés

létesithetd. Mésképpen fogalmazva, az (a,0) komplex szamok izomorfak a valds szdmokkal.

Bizonyitas: Konstruktiv médon megadjuk az izomorfiat biztosité egy-egyértelmii leképezést. A hozzarendelés
médja: (a,0) € C > a € R.

Tétel: Minden komplex szdm felirhaté olyan kéttagt Gsszegként, ahol az els6 tag mindkét tényezdjének
van izomorf képe a valds szamok kozott, a masodiknak pedig egyik tényezdje rendelkezik e tulajdonsaggal:
(a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1)

Bizonyitas: A kijelolt miiveleteket elvégezve addédik az allitas.
Definicié: A z = (a,b) komplex szdm algebrai alakja z = (a,b) = a + bi, ahol i* = —1.
Definicié: A z = a + bi komplex szdm abszolit értéke |z| = Va2 + b2,

Szamolas algebrai alakban:
o Osszeadas: (a + bi) 4 (c+di) = (a + ¢) + (b + d)i.
e Szorzés: (a + bi)(c+ di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i.

o Osztas:
a+bi a+bic—di (ac—0bd) (ad—+bc)

ctdi ctdic—di 21 ettt

Definicié: A z = a + bi komplex szam konjugéltja a z = a — bi komplex szam.

4.2.1 A komplex szamok trigonometrikus alakja

Definicié: A z komplex szdm trigonometrikus alakja z = r(cos ¢ + isin ).
b
r=1+va?+b%, =arctan—.
a
a=rcosy, b=rsing.

4.2.2 Miveletek trigonometrikus alakban

Tétel: Szorzéds: z1zo = rir2(cos(p1 + p2) + isin(pr + p2)).
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Bizonyitas:
Z122 = 71(cos @1 + isin p1)ra(cos g + isingpy) =

= r1r1{(cos 1 cos vy — sin ¢ sin ) + i(sin @1 cos pa + cos p; siny)} =

= rira(cos(p1 + v2) +isin(p1 + ©2)).
Koévetkezmény: Moivre formula: z¥ = r*(cos(ky) + isin(kyp)).
Tétel: Osztés: ‘;‘—; = %(cos(gol — 2) +1isin(p1 — @2)).
Bizonyitéds: A szorzashoz hasonléan bizonyitjuk.

4.2.3 Gyokvonas komplex szamokbdl

Definicié: A z komplex szamot a z* # 0 komplek szdam n-edik gyokének nevezziik, ha z™ = z*:
Vzr =z 2" =127,

Definicié: w(z) = x + iy = Va + ib komplek szamokon értelmezett omplex értékli x fliggvény értéke
az a komplex szdm, aminek négyzete a + bi, tovabba vagy = > 0, vagy x =0, vagy y > 0.

4.3 Egységgyokok, primitiv egységgyokok

Definicié: n-edik (komplex) egységgytknek nevezziik a z komplex szdmot, ha z™ = 1.

Masképpen: az z™ — 1 = 0 ugynevezett binom egyenlet komplex szamok korében vett megoldasait n-edik
egységgyoknek nevezziik. A valds megolddsok: 1, ha n paratlan, és +1, ha n péros.

Jelolés: €} = cos 2bm 4 jsin 2k7 0 (K =0,1,2,...,n—1).

n n

Tétel: Az Osszes n-edik egységgyok eldall az els6; e; = cos %’T + isin 27—? egységgyok hatvanyaiként.

Bizonyitas: A moivre formuldbdl azonnal kévetkezik.
Tétel: Az n-edik egységgyokok csoportot alkotnak a komplex szdmok szokdsos szorzésara nézve.

Bizonyitas:
1. Zartsag:

(k4127 +isin (k+ l)27r)n o

(er€)™ = (cos

. (k+ Dn2r +isin (k+ Dn2m
n n

= cos((k +1)2m) + isin((k + )27) = 1.

2. Egység: Az 1=1(cos 2 +isin 2).

. i 0 s ain O c L. k27 Jj2m __ n2w
3. Inverz: eye; = 1(cos ;} +isin ;) alapjan: =% + %

n — n

ahonnan j = n — k. Tehat e,;l =€p_k-

Definicié 1: Azt az ¢, n-edik egységgyokot, amelynek hatvanyai az 6sszes tObbi egységgyokot el6allitjak,
primitiv egységgyoknek nevezziik.

Definicié 2: Az az egységgyok, amelynek n-dik hatvanya 1, és semelyik ennél kisebb hatvanya nem 1,
primitiv egységgyok.

Tétel: Definicié 1 — Definicié 2.
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Bizonyitas: Indirekt mdédon tegytk fel, hogy vannak egyenldk is az € hatvanyai kozott, pl: 6£ =€,
azaz, 4
J
€ -
—lk = efc =1,
€k
Mivel j — [ < n, ezért ez azt jelentené, hogy ex-hoz nem az n lenne a legkisebb olyan szam, amire n-edik
egységgyok. Ez ellentmondas, tehat az eredeti feltevésiink igaz.

Tétel: Ha ¢ n-edik primitiv egységgyok, akkor k és n nem relat{v primek (nincs kozos osztdjuk).

Bizonyitas: A primitiv egységgyokok hatvanyaival minden egységgyok eldallithatd, igy az elsé is:
Gi = €1

jk2m . . jk2w 2T . . 27
0S8 —— 4 18In —— = cos — +181ln —
n n n n

k2 2
u:—w—l—u%r
n n
if2m _ 2m
AT =27
u
Jjk—1
=n
U

jk—1=nu
jk —nu=1.

Tehat ha lenne k-nak és n-nek kozos osztdja, akkor az osztdja lenne 1-nek is, ami lehetetlen.
Tétel: Ha n és k relativ primek, akkor e, n-edik egységgyok.

Bizonyitas: A 2. definicié teljesiilését bizonyitjuk: ha k relativ prim n-hez, akkor n az a legkisebb szdm,
amire €, n-edik egységgyok. Indirekt mddszerrel bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy ex-t j < m hatvanyra
emeljiik, és 1-et kapunk. A moivre-tétel szerint ez azt jelenti, hogy

€, = COs

k2
isin 2% £ cos0 + isinO.
n

A 0 dgy johetne ki, hogy a Jk% sz0g a 27 egész szamu tObbszordse lenne. Mivel k relativ prim n-hez, ez
csak ugy lehetne, ha n oztdja lenne j-nek, de ez lehetetlen, hiszen n > j.

Definicié 3: Ha ¢, n-edik egységgyok, tovabbé n, k relativ primek, akkor €; primitiv n-edik egységgyok.

Tétel: Definicié6 2 — Definicié 1 — Definicié 3 — Definicié 2. Mivel a bizonyitasban koérbeértiink,
belattuk a 3 definicié egyenértékiliségét.

4.4 Komplex szamok exponencialis alakja

Definicio:

z = re'?

alakot, ahol r a z komplex szadm abszolut értéke, és ¢ az argumentuma, a komplex szdm exponencidlis
alakjanak nevezziik.
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Szamolas exponencialis

alakban:

7129 = Tlel‘plr;w = 7’17'26‘(“"1“02).

2" = (rel?)" = rmeniv,
Yz = Vrele = yfret T
)

(k=0,1,2,....,n—1).

VAl Tlelwl

— Eei(wlftw)

Zo  ToelP2 1y

4.5 Az algebra alaptétele

Tétel:
plex gyoke van.

Tétel:

(Az algebra alaptétele:) Az n-ed foki komplex egyiitthatés polinomnak pontosan n darab kom-

Ha a z komplex szam gyoke egy polinomnak, akkor konjugaltja is gyoke.

2018.09.11.
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5 Euklideszi terek

Definicié: Az s: V x V — R kétvaltozés fiiggvényt, melynek fiiggvényértékét s(x,y) =< x,y >-nal
jeloljiik, skalarszorzatnak nevezziik, ha a kovetkez6 tulajdonsigok teljesiilnek:

1. Pozitiv definit: Vx € V esetén < x,x >> 0, és < x,x >= 0 pontosan akkor, ha x = 0.
2. Szimetrikus: Vx,y € V-re < x,y >=<y, X >.
3. Homogén: Vx,y € V és VA € R esetén < A\x,y >= A <x,y > .

4. Linearis: Vx,y,z € V-re < x+y,z>=<X,z2>+ <Yy,z>.
Definicié: A skalarszorzattal ellatott tereket Euklideszi tereknek nevezziik.
Tétel: Minden véges dimenzids vektortérben megadhatd skalarszorzat.

Bizonyitas: Konstruktiv, megadunk egy skaldrszorzatot.

n
<X,y >= 211+ ToYs + oo Tl = Y Tl
=1

1. Pozitiv definit:

n
<X, X >=2121 + T2Xo + ... + TpTy = fo > 0.
i=1

2. Szimetrikus:

n n
<K Yy >=Y zyi= Y yiri =<y,X>.
i=1 i=1

3. Homogén:

n n
< AX,y >:Z)\xiyi :)\inyi =A<x,y>.
i=1 i=1

4. Lineéaris:
n n n
<x+Yy,z>= Z(% + i)z = Z%Zz +Zyizi =<x,z2>+<y,z>.
i=1 i=1 i=1
5.0.1 Metrikus tér

Definicié: A H halmazt metrikus térnek nevezziik, ha van olyan metrikdnak nevezett d : H x H —
RT U {0} kétvaltozds fiiggvény, amelyre a kovetkezdk teljesiilnek:

1. Pozitiv definit: Vx,y € H, d(x,y)=0&x=Yy.
2. Szimetrikus: Vx,y € H, d(x,y) = d(y,x).
3. Héromszog egyenlétlenség: Vx,y,z € H, d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y).

Definicié: Diszkrét metrikanak nevezik a kovetkezd fliggvényt:
1, hax#y
dx.y) = {0, hax =y’

5.0.2 Normalt tér

Definicié: A V vektorteret normalt-nak nevezziik, ha van olyan n : V' — R egyvaltoz6s fliggvény, az
tgynevezett norma (jelolése: n(x) = ||x||), amelyre a kovetkezdk teljsiilnek:

1. Pozitiv definit: Vx € V-re ||x|| > 0, és ||x|| = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0.
2. Homogén: Vx € V, o € Rere ||ax]|| = |af - ||x]].

3. Héromszog egyenlStlenség: Vx,y € V esetén ||x + y|| < ||x|| + |¥]|-
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Tétel: Minden normalt tér metrikus tér.
Tétel: Konstruktiv, megadunk egy metrikdt: d(x,y) := ||x — y||. Err6l kell beldtni, hogy rendelkezik-e
a metrika tulajdonsagaival.

1. Pozitiv definit: ||x —y|| =0 < x=y.

2. Szimetria: ||x —y|| = ||y — x||,Vx,y € V, hiszen mindegy, hogy a vektor melyik irdnyba mutat, a
nagysaga ugyan az lesz.

3. Haromszog egyenlétlenség: ||x —y|| < ||x — z|| + ||z — y||- Ez teljesil Vx,y,z € V-re.
Tétel: Minden skaldrszorzaos tér normalt tér.

Bizonyitdas: Konstruktiv, megadunk egy normdt ||x|| := /< x,x >. Ez rendelkezik a norma tulaj-
donsédgaival.

5.0.3 Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség

Tétel: (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség): | < a,b > | <||al| - ||b]||.

Bizonyitas: Tekintiik az < a+ Ab,a+ Ab > skaldrszorzatot. 0 << a4+ Ab,a+ Ab > a pozitiv definitség
miatt.

0<<a+Ab,a+ b >=<a,a>+<a,Ab>+ < Ab,a>+ < Ab,\b >=

=<aa>+2<aAb>+<Ab,Ab>=X><bb>+2\<ab>+<aa>.

Ez A-ra nézve egy kétismeretlenes masodfoku egyenl6tlenség. Mivel ennek a fliggvénynek legfeljebb 1
gyOke lehet, a diszkrimindns nem pozitiv, azaz

4(<a,b>)?-4<bb><aa><0=<ab>?’<<aa><b,b>,
Amibdl
| <a,b>|<|lall-|[b]|

Tétel: Minden Euklideszi tér metrikus tér.

Bionyitds: Konstruktiv, megadunk egy metrikat: d(x,y) = /< x —y,x —y >. Teljesiinek az el6irt
tulajdonsagok.

5.1 Ortonormalt bazis
5.1.1 Szo6g fogalmanak Altalanositasa, ortogonalis vektorok

Definicié: FEuklideszi térben két vektor, az a és a b &ltal beart a szoget a kovetkezdképpen lehet
értelmezni. Legyen < a, b > egy skaldrszorzat V-ben, és valamely x vektor normdja ||x|| := /< x,x >.

Ekkor
<ab>
cosqy = —————

|| - [[b]|
Definicié: Azt mondjuk, hogy az a vektor ortogonélis a b vektorra, ha < a,b >= 0.

5.1.2 Ortogonalis bazis 1étezése

Tétel: Ortogonalis, nem nulla vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas: A fliggetlenség definicigjabdl indulunk ki:

Z?:l Aix; = 0 csak akor, ha V)\; = 0. Vegyiik rendre az x1, X, ..., X,, vektorokkal val6 skaldrszorzatot.
)\1x1+)\2X2+...+)\an:0 /-Xj (]:172,,71)

Ezzel azt kapjuk, hogy \; < x;,x; >= 0. A skaldrszorzat pozitiv definit tuljdonsdga miatt ez csak akkor
teljesil, ha A\; = 0.
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Tétel: Minden euklideszi térben van ortogonalis bazis.
Mivel minden tér sajat maganak az altere, az altalanossig megszoritasa nélkiil a bizonyitést elegendd
alterekre bemutatni.

Tétel: Minden altérben van ortogonalis bazis.

Bizonyitas: Konstruktiv, azt bizonyitjuk, hogy minden fliggetlen rendszerbdl kiindulva, igy bazisbdl is,

tudunk ugyanolyan elemszamu ortogonalis rendszert konstrudlni. Gram-Schmidt ortogonalizacié: Legyen

by, b, ..., b, egy fliggetlen rendszer. Ebbol képezziik cq, ca, ..., ¢, ortogonalis rendszert a kovetkezéképpen:
< bn,c >

ci:=b;, c,:=b, — — "¢

1 1 n n z; <c;,ci > %

=

A konstrukcié miatt a kapott rendszer ortogondlis.

Definicié: Ortonormélt a vektorrendszer, ha paronként ortogonadlis, és minden elemének norméja 1.
Kovetkezmény: Minden euklideszi térnek van ortonormalt bazisa.

Bizonyitas: Konstruktivan, norméljuk a Gram-Schmidt ortogonalizaciobdl kapott bazist.

Tétel: Az euklideszi tér valamely bazisa ortonormadlt < Egy vektor koordindtajat a kovetkezé képpen
kapjuk meg:

n

a:Z/\iei, A=< a,e; >

i=1
5.2 Valos euklideszi terek transzformacioi
5.2.1 Szimetrikus transzformacio:
Definicié: Egy transzforméciét szimetrikusnak neveziink, ha van olyan béazis, amelyre nézve a transz-
formacié matrixa szimetrikus.

Lemma: Ha a leképezés A matrixa szimetrikus, és < x,y >:= y’ x, akkor < x, Ay >=< Ax,y >

Bizonyitas:
<x, Ay >= (Ay)'x = yT(ATx) = y'(AX) =< Ax,y >

Tétel: Szimetrikus matrix kiillombozé sajatértékeihez tartozd sajatvektorok ortogonalisak.

Bizonyitas: As; = A\1s1-bdl < Asy,s0 >= A1 < 81,89 >

As; = \s1-bol < ASQ,Sl >= Ay < 89,81 >

Ezért 0 = (A — A2) < 81,82 >, és mivel A\ # Ag, ezért < s1,s0 >= 0, vagyis a sajitvektorok valéban
ortogonalisak.

5.2.2 Ortogonalis transzformacio

Definicié: Egy transzformdcié ortogondlis, ha van olyan bézis, melyben métrixa ortogondlis. (A G
matrix ortogonalis, ha GG' = E).

Tétel: Az ortogonalis transzformécié megérzi az < x,y >:= y! x skaldrszorzatot.

Bizonyitas:
<a,b>=(Ab)T(Aa) =b"(ATA)a=b"Ea=<a,b>.

Tétel: Az ortogonilis transzformacid tavolsagtartd, normatartd, szogtartd, ha e fliggvényeket a skaldrszorzatbol
szarmaztatjuk.
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Bizonyitas: Mivel az ortogondlis transzformécié skalarszorzattartd, ezért ha a tavolsadgot, normét és a
szoget a skalarszorzatbol vezetjuk le, akkor a transzformécié nyilvan megtartja ezeket is.

Tétel: (Determindnok szorzds tétele): det(AB) = det(A) - det(B), ha A és B egyardnt n x n tipusi
matrixok.

Tétel: Ortogonalis métrix determinansanak abszolut értéke 1.
Bizonyitas: 1= det(E) = det(A 'A) = det(ATA) = det(A) - det(AT) = det(A)2.
Tétel: Ortogondlis transzformacié sajatértékeinek abszolitértéke 1.

Bizonyitds: Ha Ax = \x, akkor (Ax)T = (Ax)T. A két egyenletet Gsszeszorozva:
(Ax)TAx = (Ox)T)x
xTATAx = (\2xT)x
xT'x = N2xTx,

amibél valéban \2 = 1.

5.3 Komplex euklideszi tér
5.3.1 Komplex skalarszorzat

Definicié: A V x V. — C fiiggvényt skalarszorzatnak nevezziik, ha a koévetkezd tulajdonsigok tel-
jesiilnek:

1. Pozitiv definit: Vz € V-re < 2,2 >> 0,< z,z >= 0z = 0.
2. Szimetrikus: Vzq,2z9 € V-re < 21,29 >=< 73,21 > .
3. Homogén:

(a) Vz1,20 € V-re < 21,20 >= \ < 21,22 > .
(b) Vz1,20 € V-re < 21,20 >= \ < 21,22 > .
4. Lineéris:
(a) Vz1,20,23 € V-re < 21,20 + 23 >=< 21,22 > + < 21,23 > .

(b) Vz1,29,25 € V-re < 21 + 29,23 >=< 21,23 > + < 2Z2 + 23 > .

5.3.2 A komplex euklideszi terek specidlis transzformaciéi

Valés specidlis matrixok: ~ Komplex specidlis matrixok:
Szimetrikus: A = AT Hermitikus: A = A
Atiszimetrikus: A = —AT  Ferdén hermitikus: A = —A
Ortogondlis: AT = A™! Unitér: A=A

Tétel: Hermitikus matrixok sajatértékei valésak.
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Bizonyitds: Ax = Ax balrél megszorozva X -tal:

n
xTAx =% Ax = \xx = A Z Ixx|2.
k=1

A jobboldal valés szédm, ezért:
%' Ax
A= —x5

X X

Azt kell csak belatni, hogy nem csak a nevezd, de a szamélé is valés. Ezt ugy fogjuk bizonyitani, hogy
tudjuk, hogy a komplex szdm akkor és csak akkor egyenl a konjugdltjaval, ha csak valés része van. Azt
tudjuk, hogy a szamléld is egyetlen komplex szam, hiszen a skaldrszorzatnak ez volt a definicidja, igy a
szam megegyezik a ”transzponaltjaval”.

%I (Ax) = (X7(Ax))T = (Ax)Tx = xTATx = xTAx = X" (Ax).
Kovetkezés képpen a sajatérték, \ is valos.

Tétel: A ferdén szimetrikus, vagy ferdén hermitikus mdtrix sajatértékei vagy nullék, vagy (tisztdn)
képzetesek.

Bizonyitds: Az el6z6hoz hasonléan, a bizonyitas lényege, hogy a komplex szdm akkor és csak akkor
képzetes, ha egyenld a konjugaltja (—1) szeresével.

xATx

xTx

A

%7 (Ax) = X' (Ax))T = (Ax)Tx =xTATx = xT(-A)x = %" (Ax).

Eszerint valéban a 0, illetve képzetes szam lehet sajatérték.
Tétel: Unitér (ortogondlis) métrix sajatértékeinek abszolut értéke 1.

Bizonyitas: A bizonyitds analdog a valds esetben tanult szimetrikus métrixra vonatkozé hasonlé allitds
bizonyitdsaval:
Ax = )Xx
T R
(Ax) =Xx

——T

(Ax) (Ax) = X Ax

T}a két egyenlet Gsszeszorozva:

FKT(AX) = Mx'x
ET(XTA)X =x'x = A%k,

amibdl A2 = 1.

2018.09.11. 16. oldal Erdélyi Aron
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