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1 Vektoralgebra

1.1 A 3 dimenzios vektorok tere

Definicié: Az iranyitott szakaszt vektornak nevezziik.

Definicié: Két vektor egyenld, ha irdnyuk és hosszuk megegyezik.

1.2 Linearis kombinacié fogalma
Definicié: Legyenek «, 5,7 € R. Ekkor
e Az a vektor linedris kombindcidja az aa kifejezés.
e Az a és a b vektorok linedris kombindciéja az aa + b kifejezés

e Az a, b és c vektorok linearis kombinacidja az aa + Bb + ~yc kifejezés.

1.3 Sikbeli felbontasi tétel
Tétel: Ha adott a sikban két nem parhuzamos vektor, a, és b, akkor minden més c sikbeli vektor

egyértelmiien felirhaté az a és a b vektorok linearis kombinécidjaként.

Bizonyitis: A c vektor kezdSpontjan (A) dthdzunk egy a-val, végpontjdn (B) egy b-vel parhuzamos
vektort. Miv‘e‘lf és b nem parhuzamosak, ezért az M pontban metszik egymast. Mivel AM parhuzamos
a-val, ezért ﬂg =oa Hasonléan mivel BM péarhuzamos b-vel, ezért BM = gb. Ekkor mivel a ¢ vektor
eléall: ¢ = AM + BM-bél, ezért

c = aa+ Sb.

1.4 Térbeli felbontasi tétel

Tétel: Ha adott a térben hdrom nem parhuzamos, nem egysiki vektor, akkor minden md&s vektort
eloallitanak a térben linedris kombindcidjukként.

1.5 Linearis kombinacié, koordinata fogalma

Definicié: Alkossanak a, b, ¢ vektorok a térben bazist. Ekkor d = aa+ Sb+-yc, linearis kombinaciéban
szerepld «, 3,7 a d vektor e bazisra vonatkozé koordindtai.

1.6 Specialis miveletek

1.6.1 Skalaris szorzat

Definicié: Két vektor a és b vektorok skaldris szorzatdn azt a a - b-vel jelolt skalart értjiik, ahol

a-b=|a|-b-cos(a), ahol « a két vektor altal bezért szog.

Geometriai jelentés: Az a- b skalaris szorzat geometriai jelentése a b vektor a-ra vetett merdleges
vetiiletének |b| szerese.

Tétel: Skalarszorzat tulajdonsagai:

Pozitiv definit: < x,y >>0,és <x,y >=0&x=Yy.

Szimetrikus: < x,y >=<y,x >.
e Linedris: <x+y,z2>=<x,2>+<y,z2>, <X, y+2>=<X,y >+ <X,z >.

e Homogén: < ax,y >=a<x,y >, <x,0y >= 0 <x,y >.

Tétel: Két vektor akkor és csak akkor merdlegesek egymaésra, ha skalaris szorzatuk 0.
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1.6.2 Vektorialis szorzat
Definicié: Az a, b, c vektorok jobbrendszert alkotnak, ha kozos kezdépontbdl dbrazolva a c irdnyabdl

nézve az a vektort m-nél kisebb szog elforgatdasaval tudjuk a b vektor irdnydba vinni.

Definicié: Az a és b vektorok vektorialis szorzatan azt az a x b-vel jelolt vektort értjik, amire ax b =
|a] - [b] - sin(«) - e, ahol « a két vektor hajldsszoge, és e egy egység hosszi, az a-ra, és b-re egyenként
meroOleges, veliik jobbrendszert alkoto vektor.

Geometriai jelentés: Az a és b vektorok vektoridlis szorzatanak geometriai jelentése, az a és b altal
kifeszitett paralelogramma teriilete.

Tétel: Az a és a b vektorok vektoridlis szorzata akkor és csak akkor nulla, ha a két vektor parhuzamos.

1.7 Sik normalvektoros egyenlete
Definicié: Ha n vektor merdleges az S sikra, akkor ez a vektor a sik normélvektora.

Tétel: Ha az S sik egy normalvektora n és adott egy Fp pontja, amelybe mutaté helyvektor legyen py.
Az S sik tetszOleges pontja legyen P, és az ebbe mutaté helyvektor legyen p. Ekkor a sik egyenlete:

S:n(p—py) =0

Bizonyitas: Ha n merdleges a sikra, akkor meréleges minden vektorara, igy a PP, vektorra is. Ezért
skalarszorzatuk 0.

1.8 Pont és sik tavolsaga

Adott egy S sik, és ennek egy Py pontja. Ha ismerjiik a stk normdlvektordt (n), akkor az S sik és egy A
pont tavolsaga:

d=DA 2.
n|

1.9 Vektor Osszetevokre bontasa és merdleges kiegészito

Adottak az a és a b vektorok. Az a vektor felirhaté a b vektorral parhuzamos, illetve erre merdleges
Osszetevok Osszegeként:
a=ap+a, a,=(a-ey)ep, a,=a—ap
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2 Linearis fliiggetlenség, osszefiiggoség

2.1 Linearis fliggetlenség, Osszefiiggoség fogalma
Definicié: A vy, v, ..., v, vektorokat linedrisan fiiggetlennek nevezziik, ha egyik sem &llithaté el a

tobbi vektor linearis kombinacidjaként.

Definicié: A vy, v, ..., v, vektorokat linedrisan fiiggetlennek nevezziik, ha >, ; \;v; = 0 csak ugy
lehetséges, hogy minden A; = 0.

Definicié: A vq,vs,...,v, vektorokat linedrisan Gsszefliggbnek nevezziik, ha valamelyik el6éall a tobbi
linearis kombinacidjaként.

Definicié: A vi,vo,..., v, vektorokat linedrisan Osszefiiggének nevezziik, ha Y ., A\;v; = 0 ugy is
lehetséges, hogyha valamely \; # 0.

Tétel: Ha a vq,va,..., v, vektorok linearisan 0sszefliggdk, akkor még egy vektort hozzavéve, tovabbra
is linedrisan osszefliggé marad.

Bizonyitas: Tekintsiik a nullvektort el6dllité linedris kombindciét, ahol A; # O:
>\1V1 + ...+ )\jvj + ...+ )\nvn =0.

Vegyiink hozzd még egy v, 41 vektort a linedris kombinaciéhoz, gy hogy A,+1 = 0. Ekkor a linedris
kombinacié tovabbra is a nullvektort allitja eld, dgy hogy A; # 0, tehdt a kapott vektorok linearisan
Osszefiiggéek maradtak.

Tétel: Ha vq,vo,...,v, vektorok fiiggetlenek, akkor tetszOleges vektort elhagyva a maradék vektorok
fliggetlenek maradnak.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekten, hogy egy linearisan fiiggetlen rendszerbdl, ha elvesziink egy vek-
tort, akkor Osszefiiggd lesz. Ekkor az el6z6 tétel miatt, ha visszavennénk ugyan ezt a vektort, akkor a
vektoroknak osszefiiggonek kellene lennie, ami ellentmondés.

Tétel: A vqi,vo,..., v, figgetlen vektorokhoz ha hozzavesszilkk a v, .1 vektort, és ezaltal a vektorok
Osszefiliggbek lesznek, akkor a v, 1 vektor el6all a vy, va, ..., v, vektorok linedris kombindcidjaként.

Bizonyitas: FEl6szor bizonyitsuk, hogy A,,+1 # 0.
Tegyiik fel indirekt médon, hogy A, +1 = 0. Ekkor

Zn:)\ivi +0-vpp1 =0.

i=1

Mivel ezek a vektorok osszefliggéek, ezért valamely A; # 0. Viszont ekkor ellentmonddasba {itkoziink,
hiszen az eredeti vektorok fiiggetlenek. Tehdt A\, 11 # 0.
Maésodszor lassuk be azt, hogy ez a vektor el6all a tébbi linearis kombinacidjaként.

A1V1 + )\QVQ —+ ...+ /\nvn + )\n+1vn+1 =0

AV F+Aovo + L+ AV = = A1 Vi
A1 Ao An
vy + vy + ...+ V, =V .
_/\n—i-l _)\n+1 _>\n+1 " i

Az osztds megtorténhet, hiszen az elébb beldttuk, hogy A, 41 # 0.

2.2 Bazis és generatorrendszer fogalma

Definicié: Azok a vektorok, melyek linearis kombinacidjaként a vektortér Gsszes eleme el6all, generatorrendszert
alkotnak.
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Definicié: Bézisnak nevezziik a linearisan fliggetlen vektorokat tartalmazo generatorrendszereket.

2.3 Példak a legfeljebb masodfoki, és az m x n —es matrixok vektorterébol
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3 Linedris tér
3.1 Linedris tér (vektortér) fogalma

A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha a V halmazon értelmezve van egy
Osszeadas nevii miivelet, barmely vi,ve € V elemekhez egyértelmiien hozzarendel egy V-beli elemet,
amelyet v + va-vel jelolink. Az Gsszeadasra érvényesek a kovetkez6 axidmak:

1. Asszociativ: Vvi,vo,v3 €V, (vi+va)+ vy =vy+ (vy+vs).
2. Van egységeleme: 30 € V, hogy 0 +v = v.

3. Van inverz eleme: Vv € V-hez 3v-! € V, hogy v +v~! = 0.

4. Kommutativ: Vvi,ve € V-re vy + vo = vg + vj.

A T test és a V halmaz kozott értelmezve van a skallarral vald szorzas: barmely A € T skaldrhoz
és barmel v € V-hez egyértelmilien hozzirendeliink egy V-beli elemet, amelyet Av-vel jelolink. A
skalarszoros a kovetkezo axiomakkal rendelkezik:

1. v €V esetén 1v =1, ahol 1 a T test szorzasra vonatkozo egységeleme.
2. Vegyes asszociativ szabdly: A\, pu € T esetén (Au)v = A(uv).
3. Vegyes disztributiv szabaly:

(a) A+ p)v=Av+ pv.

(b) A(vy 4+ va) = Avy + Ava.

3.2 Axiémak kovetkezményei

Tétel: Bérmely A € T-re A0 = 0, ahol 0 a V halmazbeli 6sszeadds egységeleme.

Tétel: Béarmely v € V-re Ov = 0, ahol 0 a T testbeli Osszeadds egységeleme, és 0 a V' halmazbeli
Osszeadas egységeleme.

Tétel: Béarmely v € V-re (—1)v = v~ 1, ahol (—1) a T testbeli szorzas egységelemének osszeaddsra
vonatkozé inverze, v_! pedig a vektortérben a v vektor dsszeaddsdra vonatkozé inverze.

Tétel: Ha Av = 0, akkor vagy A = 0, vagy v = 0.

3.3 Vektorrendszer fiiggetlensége és rangja

Tétel: Egy vektorrendszer fiiggetlen, ha linearis kombinaciéjukként csak tugy kapjuk a 0-t, hogy ha
minden skalar egyiitthato 0.

Definicié: A vektorrendszer rangjan a vektorok altal generalt altér dimenzidjat értjiik.

3.4 Bazis, koordinatak, dimenzid

Definicié: Bézisnak nevezziik a linedrisan fliggetlen vektorokat tartalmazo generatorrendszereket.

Definicié: Legyen a V vektortér egy bézisa [b] = by, ba, ..., b, éslegyen v € V vektor e bazisvektorokkal
vald felirasban v = Aib; + Asbs + ... + A\;,b,,. Ebben a linearis kombindciéban szereplé Ai, Mg, ..., Ay
skaldrokat a v vektor [b] bazis szerinti koordinatainak nevezzik.

Definicié: A V vektortér dimenzidéjan barmely bazisanak elemszamat értjiik.

3.5 Dimenzié ekvivalens megfogalmazasai

Definicié: A fiiggetlen iranyok szamat tekintjiikk dimenziénak.
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3.6 Kicserélési tétel

Tétel: Azf),f,,... T, fliggetlen vektorokbdl 4ll6 rendszer barmely f; vektordhoz a g, g5, ..., 8,, generatorrendszerbol
taldlhat6 olyan g; vektor, amellyel f;-t kicserélve az f1,fs, ..., f;_1, g, fit1, ..., fn, vektorokbdl all6 rendszer
fiiggetlen.

Bizonyitds: Indirekt mddon tegyiik fel, hogy az f; vektorhoz egyik g, vektor sem jo, tehdt min-
den gy-ra a fi,f,....fi-1,8;, fi+1,..., T, linedrisan Osszefiiggd lesz, azaz elédll minden g, az g;-ra a
f1,f5, ... fi_1, fir1, ..., £, vektorok linearis kombinaciéjaként, azaz

n
V8is 8k = Z ;15
=1
Ekkor mivel a generatorrendszer el6allit minden vektort a vektortérben, igy az f;-t is, ezért f; el6all:

e Y @
1

J=1,5#i

n

f; = Z Ak8y =
k=1 k

Viszont ez ellentmondas, mivel ekkor f1, fs, ..., f,, Osszefiiggd vektorok lennének.
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4 Matrix algebra

4.1 Matrix algebra

Definicié: Legyen n,m € N. Ekkor az n x m-es matrixokon olyan téglalap alakd tablazatot értiink,
aminek n sora és m oszlopa va, elemei pedig a valés szamok.

4.2 Matrixok struktiraja

Allitds: Az n x m-es matrixok az dsszeaddsra nézve Abel-csoportot alkotnak.

Allitas: Az n x m-es matrixok a valés szamok teste folott vektorteret alkotnak.

4.3 Miveletek

Definicié: Tekintsiik matematikai objektumok egy halmazat. A mivelet olyan fliggvény, amely az
adott halmaz elemeihez egy (mdsik) halmazbeli elemet rendel. Egyvdltozés (undris) a miivelet, ha egy
elemhez rendel egy (mésik) elemet. Kétvaltozds (bindris) a miivelet, ha két elemhez rendel egy (mésok)
elemet.

4.3.1 Matrixok Gsszeadasa
Definicié: Az A = (a;;) és B = (b;) métrixok Osszegén azt a C = (¢;) mdtrixot értjik, amelynek az
adott poziciéju elemét az A és a B matrixok megfeleld pozicigjdban 1évé elemeinek osszeadédsaval kapjuk.
Tétel: Matrixok osszeadasanak tulajdonsigai:

1. Kommutativ: A+ B =B + A.

2. Asszociativ: (A+B)+C=A+ (B+C).

3. Van egységelem: A +0 = A.

4. Van inverzelem: A + A~ = 0.

4.3.2 Matrixok szorzasa
Definicié: Az A n x m, és a B m x k tipusi métrixok szorzata a C n X k tipusi métrix, ahol
Cij = Yy aiiblj.
Tétel: Matrixok szorzasanak tulajdonsigai:
1. Nem kommutativ: AB # BA.
2. Asszociativ: (AB)C = A(BC).
3. Disztributiv az Gsszeaddsra nézve: A(B+ C) = AB + AC.

4.3.3 Négyzetes matrixok szorzasra vonatkozé egységeleme
Definicié: Az n x n-es méatrixok kérében az E,, = diag(1,1,...,1) egységmétrix egységelemet képez a
szorzasra nézve.

Tétel: AE, =E,A =A.

4.3.4 Négyzetes matrixok szorzasra vonatkozé inverze
Definicié: Legyen A nxn tipust métrix. Az A~ '-el jelolt n x n-es métrixot, melyre AA™" = A7'A =

E,, az A matrix inverzének nevezziik.

Tétel: Ha az A matrixnak van baloldali, és jobboldali inverze, akkor az egyértelmii szorzasra és
Osszeadésra is.
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Tétel: Az inverz matrix tulajdonsédgai:
1. Ha az A matrix invertalhaté, akkor inverzének inverze 6nmaga: (A™1)~1 = A.

2. Ha az A és a B madtrix invertalhatok, akkor szorzatuk is invertalhatd, és inverze a tényezdk in-
verzének forditott sorrendii szorzata: (AB)~! = B~1A™!.

3. Ha a C matrix invertdlhatd, akkor az egyenletet a szokasos médon lehet rendezni:
AC=BC—~A=8B

CA=CB—~-A=8B

4.4 Egyenletrendszerek megoldasa inverz matrix segitségével

Legyen adott egy egyenletrendszer matrix alakban:

air a2 - Gin x1 by

a1 @z -+ Qon T2 by
A= , X = , b=

Am1 Am2 e Amn Tn bn

Ahol x az ismeretleneket tartalmazé vektor, b pedig adott vektor. Igy az egyenletrendszer:
Ax =b.
Ha det(A) # 0 és n = m, akkor A madtrix invertélhatd, és az egyenletrendszer megolddsa:

x = A"'b.

4.5 Inverz matrix képlete, e képlet levezetése

Tétel: Az n x n-es A métrixot az adjungaltjaval jobbrdl megszorozva az eredmény det(A)E,,.

Bizonyitas: A széban forgd szorzat igy néz ki:

aiy a2 - aip| (D Dz --- Dln ct 0 -+ 0
az1 Qo - Qon| D21 Do -+ D2n 0 ¢cp -+ 0
An1i Gn2 Aunl| | Dni Dnp2 -+ Dnn 0 0 --- cnn

Ekkor az eredménymaétrix elemeit kiszamitva:
c11 = a11Di1 +a12Da1 + ... + a1, Dnl = a11 D1y

co1 = a1 D12 + aga Do + ... + a2, D2 = a2 Do

C11 = anlDln + an2D2n + ...+ annDnn = annDnn

A nem f64tléban elhelyezkedd elemek szintén a ferde kifejtés miatt 0-k lesznek.
Tétel: Ha A négyzetes métrix, és det(A) # 0, akkor JA™!, és A~ = madj(A).

Bizonyitas: Mivel a méatrixok szorzasa asszociativ, ezért az inverz egyértelmii. Ha tehdat létezik egy
matrix, melyre AB = E,,, akkor ez a B matrix inverze az A métrixnak. A fenti tétel szerint Aadj(A) =
det(A)E,. Ezt beszorozva m—val kapjuk az allitast.

4.6 Matrix polinomok

Definicié: Polinomnak nevezziik az ag + a1x! + aox? + ... + a,x" format, ahol a; € R. Az x-ek helyébe
szamot, vektort, de akar négyzetes matrixok is helyettesithetok.
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Definicié: Behelyettesitve, és elvégezve a miveleteket, ha az eredmény nulla, nullvektor illetve nullmatrix,
akkor azt mondjuk, hogy a behelyettesitett szam, vektor, vagy matrix gyoke a polinomnak.

4.7 Cayley-Hamilton tétel kimondasa és példan keresztiil illusztralasa

Tétel: Tetszoleges A négyzetes matrix kielégiti a sajat karakterisztikus egyenletét.

4.8 Matrix-vektor szorzat mint linearis kombinacido

Allitas: Egy m x n tipusi matrix, és egy n sord vektor szorzata Ax = b megfeleltethet6 egy L : V" —
W™ leképezésnek, ahol x € V™, és b € W™,
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5 Bilinearis formak

Definicié: Legyen a V vektortér a valos test felett. Az L : V xV — R leképezést bilinedris fiiggvénynek
nevezzik, ha mindkét véltozdjaban linedris. L minden (vq,vy) vektorpéarjdhoz egyértelmiien hozzdrendel
egy valds szamot, amit L(vy,va)-vel jeloliink.

1. Linearis:

(a) L(v1+ va,vs) = L(v1,v3) + L(va,vs).
(b) L(Vl,VQ + V3) = L(Vl,VQ) + L(Vl,Vg).

2. Homogén:

(a) L(Avl,Vg) = AL(Vl,Vg).
(b) L(vy,Ava) = AL(vy,va).

Ahol A € R és vq,va, vy € V vektorok.

Definicié: Az L bilineéris fiiggvénynek a [b] = by, ba, ..., b, bézis szerinti L métrixdn azt az n X n-es
matrixot értjiik, melyben az i-dik sor j-dik eleme l;; = L(b;, b;).

Tétel: Ha L:V x V — R bilinedris fiiggvény, akkor L(x,y) = xT Ay, ahol x,y € V és A a bilinearis
fiiggvény matixa.

Definicié: Az L bilinedris fliggvény szimetrikus, ha L(vy,va) = L(va, vy).
Tétel: Az L bilineéris fliggvény akkor és csak akkor szimetrikus, ha a matrixa szimetrikus.

5.1 Kvadratikus alakok és szimmetrikus matrixok

Definicié: Az L:V x V — R bilinearis fiiggvényhez tartozé Q(x) = L(x,x) : V — R fliggvényt az L
kvadratikus alakjanak nevezziik.

Definicié: Egy métrix ortogonélis, ha AAT = E, ahol E egy megfelel$ nagységi egységmatrix (M4s
széval ortogonalis, ha A1 = AT).

Tétel: Szimetrikus matrix kiillombozé sajatértékeihez tartozoé sajatvektorai ortogondlisak.

Tétel: (Spektrél tétel): Valamely négyzetes matrix akkor és csak akkor diagonalizalhaté ortogondlisan,
ha szimetrikus.

5.2 A sajatvektorok bazisaban (ha létezik) felirt matrix

Tétel: Ha a transzformacio sajatvektorai bazist alkotnak, akkor attérve e bazisra, a bazistranszformacié
eredménye az a diagondlis matrix, ahol a féatloban a sajatértékek allnak.

Ay =S7TAS = diag(Ar, A2, ..o An).

Definicié: Az A maétrix hasonlé a B métrixhoz, ha létezik egy olyan S matrix, amellyel fenndll, hogy
A =S"'BS.

Definicié: Az A matrix diagonalizalhatd, ha hasonl6 egy diagondlis matrixhoz.
Tétel: A hasonlésdg az n x n-es métrixok korében ekvivalencia relécié.

Tétel: Hasonlé matrixok sajatértékei paronként egyenlok. Tovabba, ha A hasonlé B-hez, és A sajatvektora
s, akkor B ugyanazon sajatértékéhez tartozd sajatvektora Ts.
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Tétel: Diagonalizdlhatisdg elégséges feltétele: Ha valamely kvadratikus (n x n) métrix sajatértékei
mind kiilomboz6k, akkor a matrix diagonalizalhato.

Tétel: Az A métrix akkor és csak akkor diagonalizalhatd, ha van sajatvektorokbdl all6 bazisa.

Tétel: Ha valamely A (n x n) tipusd matrix sajtaltereinek dimenzidinak Gsszege éppen n, akkor a
matrix diagonalizalhato.
(Geometriai multiplicitds = algebrai multiplicités).

5.3 Matrixok otogonalis diagonalizalasa

Definicié: Az A matrix ortogondlisan diagonalizilhaté, ha D = S™'AS, ahol S ortogonalis, D di-
agonalis matrix.

5.4 Fotengelytranszformacié

Tétel: (Fotengely tétel): A Q = xT Qx kvdratikus alakhoz tekintsiik az S ortogonélis transzforméaciot,
amelynek S matrixdban az oszlopok a Q szimetrikus méatrix ortonormalt sajatvektorai. Attérve ezen
ortonormdlt sajatvektorok bézisara, vagyis alkalmazva az x = Su koordindta transzformaéciot, a @
kvadratikus alak a kovetkez6képpen frhaté: Q = x7'Qx = u/Du = > Aiu?, ahol \;-k az Q maétrix
sajatértékei. Ezt a transzformdciot fGtengely transzformacionak nevezziik.

Bizonyitas:
Q =x"Qx = (Su)TQSu = u’s"QSu = u"Du.

Definicié: A Q = x” Qx kvadratikus alak Q € T™*" szimetrikus métrixdnak n kiillombozd sajataltereit
a @ kvadratikus alak fotengelyeinek nevezziik. Két dimenziéban a megfelel6 kupszelet szimetria tengelyei
a fétengelyek.

Definicié: A @ kvadratikus alak
e pozitiv definit, ha minden x # 0 helyettesitésre @ > 0.
e pozitiv szemidefinit, ha minden z-re Q) > 0.

e indefinit, ha mind pozitiv, mind negativ értékeket is felvesz.

Tétel: Az n x n-es (Q métrix akkor és csak akkor
e pozitiv definit, ha minden sajatértéke pozitiv.

e pozitiv szemidefinit, ha minden sajatértéke pozitiv, vagy nulla.

5.5 Kiupszeletek, mint mértani helyek

7 s

Egy egyenes korkipot a csticsara nem illeszked? sikkal elmetszve kiilonbozo gorbéket kapunk sikmetszetként,
aszerint, hogy a sik a kip tengelyével mekkora szoget zar be.

Ha a bezart szog megegyezik a kup félnyilasszogével, azaz a sik egy alkotéval parhuzamos, akkor parabola;
ha kisebb, mint félnyilasszog, akkor hiperbola; ha nagyobb, mint félnyilasszog, akkor ellipszis; ha pedig
a sik a tengelyre meroleges, akkor kor lesz a sikmetszet.

Definicié: Az ellipszis azon pontok mértani helye a sikban, amelyek két adott ponttdl mért tavolsagdnak
osszege allandd, mely allandd nagyobb az adott pontok tavolsaganal

Definicié: A hiperbola azon pontok mértani helye a sikban, amelyek két adott ponttél mért tavolsaganak
kiilonbsége allandé, mely allandé kisebb az adott pontok tavolsaganal.

Definicié: A parabola azon pontok mértani helye a sikban, amik egy adott egyenestdl és egy adott, az
egyenesre nem illeszked6 ponttdl egyenld tavolsdgra vannak.
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5.6 Kupszeletek és az ellipszis, hoperbola, parabola ekvivalenciaja
5.6.1 Ellipszis

Legyen P a sikmetszet egy tetszéleges pontja. Illessziink a kupba olyan gémboket, amik
érintik a kipot és a metszésikot is. A Gy gdémb a kip paldstjat k; korben, a sikot F}
pontban érinti. A G5 gémb a kipot ke kérben, a metszésikot Fop pontban érinti. A P
ponton athaladé alkoté a ky és ko koroket a Py és P, pontokban metszi. Teljestil rajuk,
hogy PP, = PF; és PP, = PF5, mivel ezek a szakaszok a gdmbhoz hiizott érintészakaszok
egy kiilsé pontbdl. Ugyanakkor PP; és PP, egy kozos alkotén vannak és ezek hosszdnak
Osszege a forgasszimmetria miatt allandé. Tehat egy tetszoleges P pontnak a fékuszoktol
vett tavolsdgainak Osszege allandd, ezért ez ellipszis.

5.6.2 Hiperbola

Legyen P a sikmetszet egy tetszoleges pontja. Illessziink a kipba olyan gémboket, amik
érintik a kupot és a metszosikot is. A G géomb a kup paldstjat ki korben, a sikot F}
pontban érinti. A G5 gémb a kipot ke korben, a metszésikot Fo pontban érinti. A P
ponton athaladé alkotd a ky és ko koroket a P, és P, pontokban metszi. Teljesiil rajuk,
hogy PP, = PF} és PP, = PF5, mivel ezek a szakaszok a gobmbhoz hiizott érintoszakaszok
egy kiilsé pontbdl. Ugyanakkor P; és P egy kozos alkotén vannak és a forgasszimmetria
miatt P, P, szakasz hossza allandé és P ugyanazon az egyenesen van, ezért PPy és PP;
szakaszok kiilonbségének abszolut értéke allandé. Tehdat egy tetszéleges P pontnak a
fokuszoktdl vett tavolsagainak kiillonbségének abszolit értéke allandd, ezért ez hiperbola.

5.6.3 Parabola

Legyen P a sikmetszet egy tetszéleges pontja. Illessziink a kipba egy olyan érint6gémbot G, ami
egyuttal a sikot is érinti. A kupot k korben, a sikot F' pontban érinti a G gémb. P-bol a gombhoz
hiizott érintészakaszok PF és PP’, amik egyenld hosszisidgiiak. A metsz8sik és k sikja d egyenesben
metszik egymast. P-bol merdlegest allitva d-re és k sikjara kapjuk a D és a P* talppontokat. PD
a metszosikban van és parhuzamos azzal az alkotdval, amivel a sik is parhuzamos. fgy a DPP* és a
P*PP' sz6g is valtészoge egy-egy olyan szognek, melynek egyik szdra a kip tengelye, méasik szara pedig
egy alkoté; a két szog tehat egyenls. Ezért a kapott PP’'P* derékszogli hiromszog egybevdgd a PP*D
derékszogli haromszoggel (egy oldaluk kozos és a rajta fekvé szogeik egyenl6k). Tehdt az dtfogdk egyenld
hossziiak: DP = PP’ mésrészrél PP’ = PF. Tehdt egy tetszbleges P pont tdvolsidga a fékusztdl és a
vezéregyenestdl egyenld, ezért ez parabola.

5.7 Masodrendi gorbék kozépponti egyenletei

Egy megfeleléen vdlasztott koordindtarendszerben a kipszeleteket fel lehet {rni a kovetkezd (kanonikus)
egyenletekkel:

e Ellipszis: i—; + g—j =1, ahol a és b az ellipszis nagy és kis féltengelye.
e Hiperbola: z—z — g—i =1, ahol a és b a hiperbola valds és képzetes féltengelye.

e Parabola: y? = 2px, ahol p a parabola paramétere.
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6 Komplex szamok

Definicié: Legyen C a valds szdmparok halmaza: C = {(a,b)|la,b € R}. A C-n két miiveletet
értelmeziink: egy Osszeadas, és egy szorzas neviit. A szokdsos médon + és - jelekkel jeloljiik ezeket.
A C halmaz elemei a miiveletekkel egyiitt alkotjik a komplex szamokat.

Definicié: Két komplex szam akkor és csak akkor egyenld, ha els6 és maésodik elemeik egymaéssal
paronként egyenldk: (a1,b1) = (az,b2) < a1 = ag, by = bs.

Kovetkezmény: (a,b) # (b,a), kivéve, ha a = b.

Definicié: Osszeadés: (a,b), (c,d) € C esetén (a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d) € C.
Definicié: Szorzas: (a,b),(¢,d) € C esetén (a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + be) € C.

Tétel: A C = {(a,b)|a,b € R} alaki szdmok testet alkotnak az el6z6 miiveletekre nézve.

6.1 Komplex szamok kiilonbozé alakjai, Atszamolss az egyes alakok kozott

Tétel: Az (a,0) komplex szdmok és a valds szamok kozott egy-egy értelmil, miivelettarté leképezés
létesithetd. Mdésképpen fogalmazva, az (a,0) komplex szamok izomorfak a valds szdmokkal.

Tétel: Minden komplex szdm felirhaté olyan kéttagu Gsszegként, ahol az els6 tag mindkét tényezdjének
van izomorf képe a valds szamok kozott, a masodiknak pedig egyik tényezdje rendelkezik e tulajdonsaggal:

(a,0) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1)
Definicié: A z = (a,b) komplex szdm algebrai alakja z = (a,b) = a + bi, ahol i2=-1.
Definicié: A z = a + bi komplex szam abszoliit értéke |z| = /a2 + b2.
Definicié: A z komplex szdm trigonometrikus alakja z = r(cos ¢ 4 isin ¢).

b

r=+/a?+b2, ¢ =arctan—.
a
a=rcosy, b=rsing.

Definicio:

7 = rel?
alakot, ahol r a z komplex szam abszolut értéke, és ¢ az argumentuma, a komplex szdm exponencidlis
alakjanak nevezziik.
6.2 Miveletek
Szamolas algebrai alakban:
e Osszeadas: (a + bi) 4 (c+di) = (a + ¢) + (b + d)i.
e Szorzés: (a + bi)(c+ di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i.

o Osztas:
a+bi a+bic—di (ac—0bd) (ad+bc),

ctdi ctdic—di 2t T ata’

Szamolas trigonometrikus alakban:
o Szorzas: z1z2 = rira(cos(p1 + ¢2) +isin(er + ¢2)).

o Osztds: 2L = TL(cos(p1 — p2) +isin(pr — ¢2)).

z2
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Szamolas exponencialis alakban:

7129 = Tlel‘plr;w = 7’17'26‘(“"1“02).

ip1 .
ﬂ — ne — 261@1*«02)

Zo  Toei¥2 g
6.3 Hatvanyozas, Moivre- formula
Tétel: (Moivre formula:) z¥ = r*(cos(kyp) + isin(key)).
Bizonyitas: A trigonometrikus szorzdsbdl kovetkezik. Nézzitk meg z>-t:
z° = r?(cos(p + ) +isin(p + ¢)) = r*(cos(2¢) + isin(2¢)).
Folytatva a gondolatmenetet nézziik meg z"-t:

z" =r"(cos(p+ @+ ...+ @) +isin(e+ o+ ...+ ¢)) =r"(cos(np) + isin(ny)).

Exponencialis alakban:
7" — relc,o)n — pleniv.

6.4 Gyokvonas

Definicié: A z komplex szdmot a z* # 0 komplek szam n-edik gyokének nevezziik, ha z"™ = z*:
Vzr =z & 2" =z".

Definicié: w(z) = x + iy = Va + ib komplek szamokon értelmezett omplex értékl x fliggvény értéke
az a komplex szam, aminek négyzete a + bi, tovabba vagy = > 0, vagy = = 0, vagy y > 0.

Exponencialis alakban:

Yz = Vréw = ré T, (k=0,1,2,..n - 1),

6.5 Konjugalt

Definicié: A z = a + bi komplex szadm konjugéltja a z = a — bi komplex szam.

6.6 Egységgyokok, primitiv egységgyokok

Definicié: n-edik (komplex) egységgyoknek nevezziik a z komplex szdmot, ha z" = 1.
Masképpen: az ™ — 1 = 0 ugynevezett binom egyenlet komplex szamok korében vett megoldasait n-edik
egységgyoknek nevezziik. A valds megolddsok: 1, ha n paratlan, és +1, ha n péros.

Jelolés: € = cos 2K 4 jgin 28T (K =0,1,2,...,n— 1).

Tétel: Az 6sszes n-edik egységeyok elbéll az elsd; €1 = cos %’T + isin %’T egységgyok hatvanyaiként.

Bizonyitas: A moivre formuldbdl azonnal kévetkezik.

Definicié 1: Azt az ¢, n-edik egységgyokot, amelynek hatvanyai az 6sszes tObbi egységgyokot eléallitjak,
primitiv egységgyocknek nevezziik.

Definicié 2: Az az egységgyok, amelynek n-dik hatvanya 1, és semelyik ennél kisebb hatvanya nem 1,
primitiv egységgyok.
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Tétel: (Definicié 2 = Definici6 1): Legyen n az a legkisebb szdm, amire ¢, n-edik egységgyok. Mivel az
egységgyokok csoportot alkotnak, mindegyik hatvany egységgyok. Mivel pontosan n kiillonb6zo egységgyok
van, ha a hatvanyok mind kiilonbozok, akkor el6 is allitjak a tobbi egységgyokot.

Tétel: (Definicié 1 = Definicié 3): Ha €, n-edik primitiv egységgydk, akkor &k és n nem relativ primek
(nincs ko6z6s osztdjuk).

Tétel: (Definicié 3 = Definici6 2): Ha n és k relativ primek, akkor €5 n-edik egységgyok.
Definicié 3: Ha ¢, n-edik egységgyok, tovabba n, k relativ primek, akkor €; primitiv n-edik egységgyok.

Tétel: Definicié6 2 — Definicié 1 — Definicié 3 — Definicié 2. Mivel a bizonyitasban koérbeértiink,
belattuk a 3 definicid egyenértékiiségét.

6.7 Egységgyokok strukturija

Tétel: Az n-edik egységgyokok csoportot alkotnak a komplex szdmok szokdsos szorzdsara nézve.

Bizonyitas:

1. Zartsag:
k+1)2 k+1)2
7( +0) 7T+isin7( +1)2r

)" = cos (k+ Dn2r +isin (k+ Dn2m
n

= cos((k +1)2m) + isin((k + )27) = 1.

(€)™ = (cos

2. Egység: Az 1 =1(cos 2 +isin 2).

k27 Jj2m __ n2w
n + n ~  n

3. Inverz: epe; = 1(005% + isin %) alapjan: , ahonnan j = n — k. Tehét 6,;1 = €n_k-

6.8 Komplex szamokra vonatkoz6 Euler formula

A 0 koriili Taylor sorfejtéssel a cos(z) és a sin(x) is folithatd, ezzel pedig kifejezhetd e'*. A sorokat
atrendezve, a konvergens tagokat atirva adédik az Euler formula:

el = cos(x) + isin(z).

6.9 Az algebra alaptétele

Tétel: (Az algebra alaptétele:) Az n-ed fokd komplex egyiitthatds polinomnak pontosan n darab kom-
plex gyoke van.

6.10 Komplex egyiitthatés masodfoki egyenlet megoldasa

Tétel: Ha a z komplex szam gyoke egy polinomnak, akkor konjugéltja is gyoke.

A masodfokt egyenletre tanult megoldéképlet komplex szdmokra is érvényes. A diszkrimindns segitségével
a kovetkez6 eseteket kiilonboztetjik meg:

D > 0, két kiilonbozo valés gyok,

D = 0, egy valds, kétszeres multiplicitasa gyok,

D < 0, két komplex konjugalt gyok.

A maésodfoki egyenleteknek multiplicitdssal szamolva pontosan két gydke van a komplex szdmok korében.
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7 Vektortér, altér

7.1 Vektortér és altér fogalma

Definicié: A V nemiires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha a V' halmazon értelmezve
van egy Osszeadas nevli miivelet, barmely vi,vy € V elemekhez egyértelmiien hozzarendel egy V-beli
elemet, amelyet vi + vo-vel jeloliink. Az Osszeadésra érvényesek a kovetkezé axiémék:

1. Asszociativ: Vvi,vo,v3 €V, (vi+va)+ vy =vy+ (vy+vs).
2. Van egységeleme: 30 € V, hogy 0 +v = v.

3. Van inverz eleme: Vv € V-hez 3v-! € V, hogy v +v~! = 0.

4. Kommutativ: Vvi,ve € V-re vy + vo = vg + vj.

A T test és a V halmaz kozott értelmezve van a skallarral vald szorzas: barmely A € T skaldrhoz
és barmel v € V-hez egyértelmilien hozzdrendeliink egy V-beli elemet, amelyet Av-vel jelolink. A
skalarszoros a kovetkezo axiomakkal rendelkezik:

1. v €V esetén 1v =1, ahol 1 a T test szorzasra vonatkozo egységeleme.
2. Vegyes asszociativ szabdly: A\, pu € T esetén (Au)v = A(uv).
3. Vegyes disztributiv szabaly:

(a) A+ p)v=Av+ pv.
(b) )\(Vl + VQ) = )\Vl + )\Vz.

Definicié: Ha < H|x >, és Hy C H-ra is < H;|* >, akkor azt mondjuk, hogy H; részstruktirdja
H-nak.

Elnevezés: Ha a struktira vektortér, akkor a részstrukturat altérnek nevezziik.

7.2 Altér megallapitasara vonatkozo tétel

Tétel: Legyen V egy vektortér valamely T test felett, és W C V. W akkor és csak akkor altere a V-nek,
ha minden vy, vy € W-re és A € T-re:

vi+va eW, vy € W.

Bizonyitas: Ha W altér, akkor a definiciébdl adédik az allitas.
Az allitds mésik része: ha
vi+vy €W, Avy € W,

akkor W altér. Ahhoz, hogy W altér legyen, az Gsszes vektortér axiémanak teljesiilnie kell. Ezek koziil
az Osszeaddsra vonatkozé kommutativitds, asszociativitas, valamint a vegyes asszociativ, és disztributiv
szabalyok automatikusan teljesiilnek, kiilomben V nem lehetne vektortér. Ugyan igy 1v = v axiéma is
igaz kell legyen a V' minden elemére.

A fennmaradé két axioma koziil az egyik az Osszeadds egységének W-beli 1étezése, a masik pedig az inverz
létezése. Ha vessziik az 1 és a —1 akkor a masodik feltétel szerint 1v € W, és —1v € W. Ebbdl régton
a méasodikként emlitett hidnyzo axidéma is teljesiil: A v Osszeaddsra vonatkozd inverze is W-beli. Az
els6 feltétel szerint W-beli vektorok Osszege is W-beli, ezzel bizonyithatd, hogy az Gsszeadas egysége is
W-beli: 0 =1v + (—1)v.

7.3 Nevezetes alterek: generatumok, képtér, magtér, sajataltér

Definicié: (Generdtum:) A vi,va,..., v, vektorok &ltal generdlt altér, melyet < vi,va,...,v, >-vel
jeloliink, ezen vektorok minden lehetséges linearis kombinacidja.

< vy, Vo, .o,y >={veV|v=avi +ava + ... + ap vy}
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Bizonyitds: A definicié helyes, ugyanis, mint az el6z6ben bizonyitottuk, valamely vektorok halmaza
akkor és csak akkor altér, ha barmely halmazbeli vektorok osszege, vagy skalarszorosa is halmazbeli. Egy
linearis kombindciénal nyilvan mindkét feltétel teljesiil.

Definicié: Legyen L valamely V' — W linedris leképezés. Azon vektorok sszességét, amelyek képe a
nullvektor, a leképezés magterének nevezzik, és Ker(L)-lel jeloljiik.

Definicié: Legyen L valamely V' — W linedris leképezés. Azon vektorok Osszességét W-ben, amelyek
valamely V-beli vektor(ok) képei, a leképezés képterének nevezziik, és I'm(L)-lel jeloljik.

Definicié: A )\ sajdtértékhez tartozé alteret a A-hoz tartozé sajataltérnek nevezziik.

7.4 A meroleges kiegészito altér

Definicié: Egy V euklideszi térben egy H részhalmaz H 1 merdleges kiegészitdjén a H minden elemére
merdleges vektorok halmazat értjiik.

Egyszerl szamoléssal ellenérizhet6, hogy H | minden esetben altér V-ben.

7.5 Példa merdleges kiegészitére R3-ban, geometriai jelentése

7.6 Dimenzio6 tétel

Definicié: A V vektortér dimenzigjan bérmely bazisdnak elemszémat értjik. Jelolés: Dim(V).

Tétel: (Dimenzi6 tétel:) Legyen L valamely V' — W linedris leképezés. Ekkor

Dim(Ker(L)) + Dim(Im(L)) = Dim(V).
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8 Homogén linearis leképezések vektortere

8.1 Linearis leképezések

Legyenek V' és W vektorterek, valamint u,v € VA € R. Azt az L : V — W fliggvényt, amely a kdvetkezo
két tulajdonsdggal rendelkezik, homogén linearis leképezésnek nevezziik.

1. Linearitds: L(u,v) = L(u) + L(v).
2. Homogenitds: L(Av) = AL(v).

Ha V =W, akkor a leképezést linearis transzformécionak hivjuk.

8.2 Homogén linearis leképezések osszeadasa

Definicié: Legyenek V és W ugyanazon T test feletti vektorterek, és A, B : V™ — WP linearis
leképezések. Tovabba legyen x € V' vektor. Az A és B linearis leképezések Osszege:

(A+ B)x = A(x) + B(x).

8.3 Homogén linearis leképezések szorzasa

Definicié: Legyenek V és W ugyanazon T test feletti vektorterek, és A : V™ — WF linedris leképezés.
Tovabba legyen x € V' vektor, és A szdm. Az A linearis )\ skaldrszorosa:

(AM)x = AA(x).

8.4 Homogén linearis leképezések polinomja

Tétel: Legyen L : R" — R" és L(x) = Axp,), ahol az A e transzformdacié egy matrixa, az X,
pedig az x vektor koordindta matrixa, mindkettd valamely régzitett [b] bézisra vonatkozdan. Ekkor az L
transzforméaci6 sajétértékei a det(AE— A) = 0 karakterisztikus egyenlet megolddsai. A p(A) = det(E—A)
polinom A-ban n-edfoki, ez az gy nevezett karakterisztikus polinom, melynek gyokei a sajatértékek. A
sajatvektorok pedig e sajatértékek ismeretében a (A\E — A)x = 0 homogén linedris egyenletbdl kaphatdk.

8.5 Homogén linearis leképezések linearis tere

Tétel: A V™ — WP leképezés halmaza a fent definidlt dsszegre és szdmszorosra nézve k x n dimenziés
vektorteret alkot.

Tétel: A V"™ — WF leképezés linedris tere izomorf a k x n-es métrixok vektorterével.

8.6 Kapcsolata a (megfelel6 tipusi) matrixok linedris terével

Ha adott egy Vi és Va vektortér, melynek dimenziéi Dim (V1) = n, Dim(Va) = m akkor e két vek-
tortér kozott barmely linearis leképezés egyértelmiien megfeleltetheté egy m X m-es matrixnak. Ez a
tény lehetové teszi, hogy a linedris leképezéseket matrixokkal adjuk meg, ugyanakkor minden matrix egy
linedris leképezést is reprezental.

Hogy megadjunk egy ilyen leképezés-matrix hozzarendelést, a kiindulasi és a képtérben is rogzitett
béziskora van sziikség. A leképezést reprezentalé matrix e béazisparra vonatkoztatva egyértelmii. Ha is-
merjiik e matrixot, akkor barmely vektor képe uigy kaphaté meg, hogy a vektort beszorozzuk a leképezés
matrixaval.

8.7 Cayley-Hamilton tétel

Tétel: Tetszéleges A négyzetes matrix kielégiti a sajat karakterisztikus egyenletét.
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9 Sajatérték, sajatvektor

9.1 Sajatérték, sajatvektor fogalma

Definicié: A ) szam sajatértéke az L transzforméacionak, ha van olyan nem nulla vektor, amelyre:

Ax = \x.

Definicié: Azokat a nem nulla vektorokat az L leképezés A sajatértékhez tartozd sajatvektordnak
nevezziik, amelyekre

Ax = \x.

Tétel: Legyen L : R"™ — R" és L(x) = Axp,), ahol az A e transzformdcié egy matrixa, az X
pedig az x vektor koordindta métrixa, mindkettd valamely rogzitett [b] bézisra vonatkozéan. Ekkor az L
transzforméci6 sajétértékei a det(AE— A) = 0 karakterisztikus egyenlet megolddsai. A p(\) = det(E—A)
polinom A-ban n-edfoki, ez az gy nevezett karakterisztikus polinom, melynek gyokei a sajatértékek. A
sajatvektorok pedig e sajatértékek ismeretében a (A\E — A)x = 0 homogén linedris egyenletbdl kaphatdk.

9.2 Sajatvektorok fiiggetlenségének kritériuma

Tétel: Kiilombozo sajatértékekhez tartozd sajatvektorok linearisan fliggetlenek.

9.3 Specidlis transzformaciok matrixai
9.3.1 Szimetrikus matrixok

Definicié: Egy métrix szimetrikus, ha megyegyezik a transzponaltjaval: A = AT,
Tétel: Szimetrikus matrix kiillombozé sajatértékeihez tartozé sajatvektorai ortogondlisak.

9.3.2 Ferdén szimetrikus matrixok

Definicié: Egy métrix ferdén szimetrikus, ha megyegyezik a transzpondlt (—1)-szeresével: A = —AT,
Tétel: A ferdén szimetrikus maétrixok sajatértékei vagy nulldk, vagy tisztan képzetesek.

9.3.3 Ortogonalis matrixok

Definicié: Egy matrix ortogonalis, ha inverze megyegyezik a transzponaltjaval: A~! = AT,
Tétel: Az ortogondlis matrixok sajatértékeinek abszolut értéke 1.

9.4 Hasonlé matrixok sajatértékei, sajatvektorai

Tétel: Hasonld matrixok sajatértékei paronként egyenlok. Tovabbd, ha A hasonlé B-hez, és A sajatvektora
s, akkor B ugyanazon sajatértékéhez tartozé sajatvektora T's.

9.5 Azonos sajatérékhez tartozé sajatvektorok alteret alkotnak

Tétel: Azonos sajatérékhez tartozé sajatvektorok alteret alkotnak.

Bizonyitas: Ha teljesiil, hogy egy sajatértékhez tartozé két sajatvektor 6sszege is ugyanehez a sajatértékhez
tartozik, illetve hogy a sajatvektor p skalarszorosa is ugyan azon sajatértékhez tartozik, akkor belattuk,
hogy altér lesz.

Nézziik elOszor az Osszeaddst: vy + Avg = A\(vy +va) a vektorok homogén és linedris tulajdonsdga miatt.
Hasonlbéan a skaldrral valé szorzasnal: p(Av) = A(uv) az asszociativitds és a skalarok szrzdsra nézé
kommutativitdsa miatt.
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9.6 Sajatvektorok bazisaban a transzformacié matrixa

Tétel: Ha a transzformacié sajatvektorai bazist alkotnak, akkor attérve erre a bézisra, a bazistranszformécié
eredménye az a diagondlis matrix, melynek féatldjaban a sajatértékek szerepelnek.
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10 Izomorfia

10.1 Izomorf struktirak

Definicié: Az izomorfia két matematikai strukturdanak az a tulajdonsdga, hogy elemeik a strukturalis
tulajdonsdgokat megdrizve egymdsra kolcsonosen egyértelmiien (bijektiven) leképezhetdk.

10.2 Izomorf grafok

Definicié: Két grafot akkor neveziink izomorfnak, ha pontjaik és éleik kolcsénosen egyértelmiien és
illeszkedéstartéan megfeleltethet6k egymasnak.

10.3 Izomorf vektorterek

Definicié: Az egy-egyértelmi L : V. — W leképezést izomorf leképezésnek nevezziik. Az izomorf
vektortereket a kovetkezd képpen jeloljik: V = W.

10.3.1 Vektorterek izomorfiara vonatkozoé sziikséges és elégséges feltételei

Tétel: Két vektortér akkor és csak akkor izomorf, ha dimenzidjuk egyenls.

Bizonyitas: Ha a két vektortér dimenzidja egyenld, akkor marmely két bazisdnak elemszama egyenlé.
Legyen a V tér egy bézisa [a], a W tér egy bézisa [b]. A V-beli x vektort az [a] bézisra vonatkozé ko-

ordindta métrikdval reprezentaljuk. Rendeljiik hozzd W-ben azt az y vektort, aminek a [b]-re vonatkoz-
tatva ugyan az a koordinata matrixa:

(65} aq
(6%)) (6]

x = < =y
On [a) ¥n ] p]

Nyilvanvald, hogy az igy adott leképezés egy-egyértelmii linedris leképezés.

Legyen két vektortér izomorf. Egyik tér egy bézisdnak képvektorai a miivelettartds miatt a masik
vektortérben is bazist alkotnak, tehat dimenzidjuk egyenld.

10.4 A vektorterek kozti izomorfia ekvivalencia relacio

Tétel: A vektorterek korében az izomorfia ekvivalencia relécié.

10.5 Matrixok linearis terének és a linearis leképezések terének kapcsolata

Az L : V"™ — Wk leképezés izomorf a k x n-es matrixok vektorterével.

10.6 Példa: az (a,0),a € R, alaki komplex szdmok és a valés szamok izomorfidja

Tétel: Az (a,0) komplex szdmok és a valds szamok kozott egy-egy értelmil, miivelettarté leképezés
létesithetd, vagyis az (a,0) komplex szdmok izomorfak a valés szdmokkal.

10.7 Az a+ bi képlet magyarazata

Tétel: Minden komplex szam felirhatd olyan kéttagi 6sszegként, ahol az elsé tag mindkét tényezojének
van izomorf képe a valds szamok kozott, a masodiknak pedig egy tényez6je rendelkezik e tulajdonsagokkal:
(a,b) = (a,0)(1,0) 4+ (b,0)(0,1).

Bizonyitds: Az (1,0) neve valds egység, valés megfelel§je 1. A (0, 1) neve képzetes egység, jeloljiik &t
i-vel. Az ¢ komplex szamnak nincs valés megfeleléje!
Ekkor C minden eleme a + bi alakban irhato fel, ahol a,b € R.
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11 Linearis leképezések

11.1 Linearis leképezés matrixanak definicidja, szerepe, példak
Definicié: Az L : V™ — WP linedris leképezésn pétrixa A = [ki|ksa|...|ky], ahol k; := L(a;) az A

métrix oszlopai a V"-beli [a] bdzis a; vektorainak képei a W¥-beli [b] bézisra vonatkozéan.

Tétel: Legyen L : V" — WP a linedris leképezés, A a leképezés matrixa, x € V tetszbleges, y € W
ennek képe:
Lx)=Ax=y

Bizonyitas: Konstruktiv, a bizonyitdas sordn meg is adjuk a kérdéses matrixot. Legyen V" bazisa
[a] = aj,ay, ..., a,, W* bazisa [b] = by, by, ...,bi. A tétel dllitdsa szerint a kiinduldsi tér bazisvektorainak
képét kell felirnunk:

k
L(al) = Zﬁjib]‘.
j=1

Tetsz6leges vektor a kiinduldsi térben az [a] bézis szerint:

n
X = E ;a;.
i=1

A vektor képe:

n

L(x) = L()_ asa;) = a1 L(a1) + azL(as) + ... + an L(ay).

i=1

Behelyettesitve az L(a;) bazisvektorok képeit:

L(x) = a1(B11b1+B21ba+...+Bk1bg ) +az (B12b1+Bazba+... 4+ Braby ) +... + i (Bin b1+ B2n b2+ ... 4+ Brnbi)
Csoportositsuk az egyenletet a bazisvektorok szerint, hogy leolvashassuk a koordinatakat:

L(x) = (fr1a1+P12as+...4+B1n0n ) b1+ (8211 +822a0+...4 Banan )bo+...+(Br1 a1 + 8k2as+...+ Brnan ) bi.

Lathato, hogyha a (;1, 8io, ..., Bin skaldrokat egy matrik i-edik sordnak tekintjiik, akkor x képének a
koordinata vektorat e matrix segitségével egyszerli szorzassal szamolhatjuk:

Bir Pz - Bin (¢35} et
Bor Paz -0 Bon| |2 V2
Brr Bra -0 Benl o]y Lkl

Ahol a ~; a kép koordindtai [b] bazisban.

11.2 Specialis valés linearis leképezések matrixai
11.2.1 Vetités:

e Vetités az i, j sikra:

1 00
A= 10
0 0 0
e Vetités az i, k sikra:
[1 0 0]
A= 0 0
0 0 1
e Vetités a j, k sikra:
[0 0 0]
A=(0 1 0
0 0 1
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11.2.2 Forgatas:

Két dimenziéban az origd koriili 6 szoggel valé forgatas matrixa:

A [ o)

11.3 A trigonometrikus addicids tételek bizonyitiasa forgatasi matrixokka

Tétel: sin(a £ ) = sin(«) cos(8) £ cos(a) sin(B), valamint cos(a £ ) = cos(a) cos(3) F sin(a) sin(f).

Bizonyitas: A feladatot felfoghatjuk gy, mintha el0szor «, majd 3 szoggel forditsuk el a leképezend6
vektorokat, tehat a leképezések métrixait igy irhatjuk fol:

_ |cos(a) —sin(a) _|cos(B) —sin(B) _ |cos(a+B) —sin(a+ B)
Aa = sin(a)  cos(a) } » Bp= [sin(ﬁ) cos(f3) ] v Cotp = [sin(a +5)  cos(a+B)

Tehat ha el6szor a-val, majd -val forgatjuk el, akkor
Ca+5 = B,@(AQX)
ami a matrixok tulajdonsagai miatt:

_ ‘= cos(a) cos(f) — sin(a) sin(fB) — cos(a) sin() — sin(a) cos(B)
Catp = (BpAa)x = sin(«) cos() + sin(f3) cos(a) —sin(«) sin(B) + cos(a) cos(B) |

Ebbdl nyilvan kapjuk a bizonyitandét.

11.4 A skalarszorzat, mint linearis leképezés

11.5 A legfeljebb (n — 1)-edfoki polinomok tere, és a polinomok derivéalasa,
integralasa, mint linearis leképezés, ezek matrixai

Az n — 1-edfoki polinomot a kovetkez6 képpen irhatjuk fel:

P=a;+ax+..+a,z" !

Az ilyen alaki polinomok vektorteret alkotnak. Ha ebben a vektortérben rendre az 1, z, 22, ... ismeretleneket
tekintjiik bazisvektoroknak, akkor a fenti egyenlet koordindtas alakja:

ai
az
P =

an

A derivalas és integralds ezen a vektortéren linedris leképezés, ezért folirhaté méatrixszal. A leképezés
matrixaba a bazisvektorok képei keriilnek, tehét:

11.5.1 Derivalas

A derivalds Lp : p"~! — p"~2 leképezés, melynek Ap matrixa:

0 2 0 0

0 0 3 0
Ap = .

0 0 O n—2

Ahol A, egy (n — 1) X n-es matrix.
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11.5.2 Integralas:

Az integrélds L; : p"~! — p” leképezés, melynek A; matrixa:

0 0 0
3 0 0
0 = 0
0 1

Ahol A; egy (n+ 1) X n-es matrix.

11.6 Linearis leképezések 0sszege, skalarszorosa

11.7 Homogén linearis leképezések osszeadasa

Definicié: Legyenek V és W ugyanazon T test feletti vektorterek, és A, B : V™ — W linearis
leképezések. Tovabba legyen x € V' vektor. Az A és B linearis leképezések Osszege:

(A+ B)x = A(x) + B(x).

Definicié: Legyenek V és W ugyanazon T test feletti vektorterek, és A : V™ — WF linedris leképezés.
Tovabba legyen x € V' vektor, és \ szam. Az A linedris A skaldrszorosa:

(AA)x = AA(x).

11.8 Homogén linearis leképezések linearis tere

Tétel: A V™ — WF leképezés halmaza a fent definidlt Osszegre és szdmszorosra nézve k x n dimenziés
vektorteret alkot.

Tétel: A V"™ — WF leképezés linedris tere izomorf a k x n-es métrixok vektorterével.

11.9 Attérés mas bazisparra

Tétel: Legyen V # {0} vektortér, [e] és [u] két bazis V-ben. Ha V vektortér x vektordnak koordinata
T

T2
métrixa Xje] = | . az [e] bézisra vonatkozik, akkor ugyanazon x vektor [u] bézisban felirt koordindta

Tnl e

matrixa az alabbi képletbol szamolhato:

_17-1
X[u) = Ule) Xel,

ahol az U maétrix oszlopai az [u] bdzis vektorainak az [e] bdzisra vonatkozé koordindtamétrixai. Az U

matrixot attérési matrixnak hivjuk.

11.10 Matrixok diagonalizalasa

Tétel: Ha a transzformacio sajatvektorai bazist alkotnak, akkor attérve e bazisra, a bazistranszformacié
eredménye az a diagondlis matrix, ahol a féatloban a sajatértékek allnak.

Ao =STTAS = diag(A1, A2, oo An)-

Definicié: Az A matrix diagonalizalhatd, ha hasonl6 egy diagondlis matrixhoz.
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12 Euklideszi tér

12.1 Bilinearis fiiggvény fogalma

Definicié: Legyen a V vektortér a valés test felett. Az L : V xV — R leképezést bilinedris fiiggvénynek
nevezzik, ha mindkét véltozdjaban linedris. L minden (vq,vy) vektorpéarjdhoz egyértelmiien hozzdrendel
egy valds szamot, amit L(vy,va)-vel jeloliink.

1. Linedris:

(a) L(vy+ va,vs) = L(vy,v3) + L(va, vs).
(b) L(Vl,Vg —|— V3) = L(Vl,Vg) —+ L(Vl,Vg).

2. Homogén:

(a) L(Avy,va) = AL(v1,va).
(b) L(Vl, )\Vg) = )\L(Vl,VQ).

Ahol A € R és vy, vy, v3 € V vektorok.

Definicié: Az L bilinedris fiiggvénynek a [b] = by, ba, ..., b, bézis szerinti L métrixdn azt az n X n-es
matrixot értjitk, melyben az i-dik sor j-dik eleme l;; = L(b;, b;).

Tétel: Ha L:V x V — R bilinedris fiiggvény, akkor L(x,y) = xT Ay, ahol x,y € V és A a bilinearis
fliggvény matixa.

Definicié: Az L bilinedris fiiggvény szimetrikus, ha L(vy,va) = L(va, v1).
Tétel: Az L bilinearis fliggvény akkor és csak akkor szimetrikus, ha a matrixa szimetrikus.

12.2 Példa: skalarszorzat fogalma, skalarszorzat R"-ben és C"-ben

Definicié: Az s:V x V — R kétvéltozds fiiggvényt, melynek fiiggvényértékét s(x,y) =< x,y >-nal
jeloljiik, skalarszorzatnak nevezziik, ha a kovetkez6 tulajdonsigok teljesiilnek:

1. Pozitiv definit: Vx € V esetén < x,x >> 0, és < x,x >= 0 pontosan akkor, ha x = 0.
2. Szimetrikus: Vx,y € V-re < x,y >=<y, X >.
3. Homogén: Vx,y € V és VX € R esetén < Ax,y >= A < x,y > .

4. Linearis: Vx,y,z € V-re < x4y, z >=<x,z2>+ < y,z > .

Tétel: Két tetszoleges n dimenzids a, b vektorok skaldris szorzatan a kovetkez6 szamot értjiik:

n
ab = Z aibi,
i=1
ahol a;, b; a vektorok megfelel6 koordindtai.

Definicié: A V x V — C fiiggvényt skalarszorzatnak nevezziik, ha a kovetkez6 tulajdonsdgok tel-
jestilnek:

1. Pozitiv definit: Vz € V-re < 2,z >> 0,< 2,z >=0<z = 0.

2. Szimetrikus: Vzq,2zo € V-re < 21,29 >=< 73,21 > .

3. Homogén:

(a) Vz1,29 € V-re < \zy,29 >= )\ < 71,22 > .
(b) Vz1,29 € V-re < 21,29 >= X < 21,22 > .

4. Linedaris:

(a) Vz1,20,23 € V-re < z1,20 + 23 >=< 21,22 > + < 21,23 > .
(b) V21,292,235 € V-re < 21 + 29,25 >=< 21,23 > + < 22 + 23 > .
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12.3 Euklideszi tér definicigja

Definicié: A skaldrszorzattal ellitott tereket Euklideszi tereknek nevezziik.

12.4 Skalarszorzat, norma, metrika, és ezek kapcsolata euklideszi terekben

Definicié: A H halmazt metrikus térnek nevezziik, ha van olyan metrikdnak nevezett d : H x H —
R*T U {0} kétvaltozds fliggvény, amelyre a kovetkezdk teljesiilnek:

1. Pozitiv definit: Vx,y € H, d(x,y)=0&x=Yy.

2. Szimetrikus: Vx,y € H, d(x,y) = d(y,x).

3. Haromszog egyenlétlenség: Vx,y,z € H, d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y).
Definicié: A V vektorteret normalt-nak nevezziik, ha van olyan n : V' — R egyvaltozés fliggvény, az
Ugynevezett norma (jelolése: n(x) = ||x||), amelyre a kovetkez6k teljstilnek:

1. Pozitiv definit: Vx € V-re ||x|| > 0, és ||x|| = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0.

2. Homogén: Vx € V,a € Rere ||ax]|| = |af - ||x]].

3. Héromszog egyenlétlenség: Vx,y € V esetén ||x + y|| < ||x|| + |yl
Tétel: Minden normalt tér metrikus tér.
Tétel: Minden euklideszi tér normalt tér.

Tétel: Minden euklideszi tér metrikus tér.

12.5 Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlotlenség euklideszi terekben és
specialisan R"-ben

Tétel: (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség): | < a,b > | <||al| - ||b]||.
Bizonyitas: Tekintiik az < a+ Ab,a+ Ab > skalarszorzatot. 0 << a+ Ab,a+ Ab > a pozitiv definitség
miatt.

0<<a+Aba+Ab>=<a,a>+<a,Ab>+ <Ab,a>+ < Ab,Ab >=

=<a,a>+4+2<a,Ab>+<AbAb>=X<bb>4+2\<ab>+<aa>.

Ez A-ra nézve egy kétismeretlenes masodfoku egyenlétlenség. Mivel ennek a fliggvénynek legfeljebb 1
gyOke lehet, a diszkrimindns nem pozitiv, azaz

4(<a,b>)?-4<bb><aa><0=<a,b>?<<aa><b,b>,

Amibél
| <a,b>|<|la]-[[b]].

12.6 Szog fogalmanak altalanositasa

Definicié: Euklideszi térben két vektor, az a és a b &altal beart o szoget a koévetkezOképpen lehet
értelmezni. Legyen < a,b > egy skaldrszorzat V-ben, és valamely x vektor normédja ||x|| := /< X, X >.

Ekkor
<a,b>

[lall - |[b]]

CoOSx =
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13 Linearis egyenletrendszerek

13.1 Linearis egyenletrendszer

Definicié: A linedris egyenletrendszer linedris egyenletekbél all. Egy egyenletet linearisnak neveziink,
ha a benne szerepld ismeretlenek legfeljebb els6 hatvanyon vannak.
Altaldnos alakja:

a1121 + a12%2 + ... + L1y = by

a2121 + a22%2 + ... + lopzy, = by

Ap1T1 + Ao + ... + 1pnx, = by

Olyan linearis egyenletrendszert neveziink homogénnek, amelyben az egyenletrendszer egyenleteiben a
jobboldali konstansok mindegyike 0.
A linedris egyenletrendszer inhomogén, ha nem homogén.

13.2 Gauss eliminacié
Algoritmus: Lépcsés alak kialakitdsa Gauss elimindciéval:

1. Legyen i = 1.

2. Vizsgdljuk meg: a;; = 07 Ha igen, akkor érjiik el sorok cseréjével, hogy a;; # 0, ha nem, 1épjiink a
harmadik 1épésre.

3. Az i-edik ismeretlent kikiiszoboljik a k-adik (k =i+ 1,74 2,...,n) egyenletbdl, ugy, hogy az i-edik
egyenlet (%:) szeresét hozzdadjuk a k-adik sorhoz.

4. Ekkor ha

(a) a k-adik sor tobbi egyiitthatdja is, és konstans tagja is nulla, akkor ezt a sort elhagyjuk.

(b) a k-adik sor egyiitthatéi nulldk, de a konstans nem nulla, tilté sort kapunk, hiszen a nulldk
linearis kombin&cidjabdl csak nullat kaphatndnk. Ekkor az eljards befejez6dott, az egyenle-
trendszernek nincs megoldésa.

(c) Ha a fenti két eset nem fordul el8, és van (i + 1)-edik sor, akkor néveljiikk meg az i értékét
egyel, és ezzel az 4j i-vel az 2., 3., 4., 1épést jra hajtsuk végre. Ha nincsen méar tobb sor,
akkor végrehajtottuk a Gauss elimindciét, és megkaptuk a lépcsés alakot.

13.3 Linearis egyenletrendszer megoldhatésaga, matrix rangja

Definicié: Vektorrendszer rangjan a vektorok altal generalt altér dimenzidjat értjiikk. Matrix sorrangjan
a sorvektorok rangjit, matrix oszloprangjan az oszlopvektorok rangjat, determindns rangjan pedig a
belole kivalaszthaté legnagyobb méretii nem nulla determindns méretét értjik.

Tétel: Matrix sor-, oszlop-, és determindnsrangja megegyezik. E tétel miatt elegendd egyszeriien a
métrix rangjarol beszélni, jelolése: rang(A).

Kovetkezmény: Az n x m-es matrixok rangja legfeljebb min(n,m) lehet.

Tétel: Ha A n x n tipusi matrix, akkor
e A akkor és csak akkor regularis, ha rangja n.
e rang(A) =n < A is reguléris < det(A) # 0 < Ax = b-nek egyetlen megolddsa van.

o rang(A) < n < Ax = 0-nak van nem trividlis megoldésa.

Tétel: Ha A m X n-es matrix, akkor az Ax = b egyenletnek akkor és csak akkor van megoldédsa, ha
rang(A) = rang(A|b), vagyis az egylitthaté matrix rangja megegyezik a kibdvitett matrix rangjdval.
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Bizonyitds: Az egyenletrendszert a kdvetkezd$ alakban irjuk: x1a; + zoas + ... + xpar = b.

Ha a rangok egyenldk, az egyenletrendszer megoldhaté:

Ha rang(A) = rang(A|b) = r, akkor barmely r+ 1 darab oszlopvektor Osszefliggé. Legyenek A fiiggetlen
vektorai aj,asg,...,a,. Ezekhez b-t hozzatéve Osszefliggé rendszert kapunk. Mivel b "rontotta” el a
fliggetlenséget, ezért b kifejezheto az a;-k linedris kombindacidjaval, amelyben a skalar egytitthaté z;-k az
egyenletrendszer megoldédsai, vagyis:

b =z1a; + x0as + ... + z,a,.

Az allitds masik része: ha az egyenletrendszer megoldhatd, akkor a rangok egyenldk.

Legyen egy meoldds: b = x1a1 + xoas + ... + x,a,, és rang(A) =r.

Azt kell bizonyitani, hogy rang(A|b) = r, vagyis hogy barmely r + 1 oszlopvektora linedrisan 0sszefiigg,
és van r linedrisan fiiggetlen oszlopa. Ezen utébbi A rangja miatt teljesiil.

Ha az r + 1 vektor csak a-kbodl all, akkor A rangja miatt ezek Osszefiiggok.

Ha az r + 1 vektor egyike a b vektor, akkor két eset van:

1. Az r darab a; vektor Gsszefiiggs, ekkor b-t hozzatéve is Osszefliggé marad, ezért a rang nem valtozik.

2. Az r darab a; vektor linearisan fliggetlen. Ekkor barmely mas a;-t hozzdtéve Osszefliggd lesz,
kiildomben A rangja r 4 1 lenne. A hozzavett a;-k azonban az ismert tétel szerint kifejezhet6k az
eredeti a;-kkel. Ezeket a b el6allitasdba helyettesitve azt kapjuk, hogy b kifejezheté az r darab a;
linearisan fiiggetlen vektorral, tehat az r darab a; vektor és b linedrisan Osszefiiggd, ezért a rang
nem valtozik.

13.4 Matrix rangja, determinansa és inverze létezésének Osszefiiggése

Allitas: Ha det(A) = 0, akkor az A métrix szingularis, azaz nincs inverze.

Tétel: Egy A n X n tipusi matrix akkor és csak akkor reguldris (van inverze), ha rangja n.

13.5 Egyenletrendszer megoldasa inverz matrixszal

Legyen adott egy egyenletrendszer matrix alakban:

a1 a2 - Qin z1 by

azi Q22 - a2n €2 bo
A=| . |, x=|.|, b=

Am1 Am2 e Amn Tn bn

Ahol x az ismeretleneket tartalmazé vektor, b pedig adott vektor. Igy az egyenletrendszer:
Ax =b.
Ha det(A) # 0 és n = m, akkor A matrix invertélhatd, és az egyenletrendszer megolddsa:

x=A"'b.

13.6 Linearis egyenletrendszerek alkalmazasa
13.6.1 Vektorok fiiggetlenségének megallapitasa

Allitéds: Ha egy matrix determindnsa nem nulla, akkor a matrixot felépité vektorok linearisan fliggetlenek.

13.6.2 Generatorrendszer és bazis megallapitasa

A generdtorrendszer vizsgaldsara alkalmazhatjuk a linedris egyenletrendszerek tulajdpnsiagait, ugyanis
megnézhetjiik egyenként, hogy milyen vektorokat allit el6 linearis kombindcidként.

Ha a vektorok linearisan fliggetlenek is, és generatorrendszert alkotnak az adot vektortérre, akkor ezek
a vektorok bazisok.
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13.6.3 Matrix inverz szamitasa Gauss eliminacioval

Allitas: Adott n x n tipusu matrix inverzét szdamolhatjuk a

all a12 .« aln | 1 0 .« 0
21 Q22 -+ A2p | o1 -0
anl an2 .« ann | O 0 .« 1

matrix Gauss-Jordan eliminaciéjaval.

Bizonyitas:
AA™' =E.

A szorzat n azonos matrixot ad, melyek rendre az egységmatrix elemeit adjak. Tehat Gauss-Jordan
eliminéciot végezve felesleges n-szer leirni az egyiitthatomatrixot, elegend6 egyszer leirni, és a kib&vitett
matrixba nem egy, hanem n tovabbi oszlopba beirni rendre a konstansok oszlopvektorait.
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14 Determinansok

14.1 Definicié, tulajdonsagok

Definicié: Az n X n-es A maétrix a;, eleméhez tartozé minormatrixdnak nevezzik, és A,;x-val jeloljiik
azt az (n — 1) x (n — 1)-es métrixot, melyet igy kapunk az A-bdl, hogy annak i-edik sordt és k-adik
oszlopat elhagyjuk.

Definicié: Ha az (n — 1)-edrendii métrix determindnsat mdr értelmeztiik, az n-ed rendii A métrix
determindnsanak nevezziik a kévetkezo szamot:

ailp a2 - Qlin
a1 Qg - G2 n )
1= an (= 1) det(Ay)
. . - a1j € 15)-
. : =
an1 an2 Tt Anpn

Tulajdonsagok:
1. A determindns egy sordt A szammal beszorozva a determindns az eredeti értékének A-szorosa lesz.

2. Ha a determinans i-edik soranak minden eleme kéttagu 6sszeg, akkor két olyan determinans Gsszegére
bonthatd, melybdl az elso6 i-edik sordban az Gsszeg els6 tagjai, a mésodik determinans i-edik soraban
az 0sszeg masodik tagjai szerepelnek, a tobbi elem véltozatlan.

Ha egy determindns egy sora csupa 0 elemet tartalmaz, akkor a determinans 0.
Ha egy determindns két sordt felcseréljiik, akkor az eredeti determindns (—1)-szeresét kapjuk.

Ha egy determindns két sora megegyezik, akkor a determinédns értéke 0.

A A

Ha egy determinans valamely sordhoz hozzdadjuk valamely sor A-szorosat, a determinans értéke
nem valtozik.

7. Egy als6 (vagy felsd) haromszogdeterminédns értéke a féatléban 4ll6 elemek szorzata.
8. A determinanst ferdén kifejtve 0-t kapunk.

9. A fenti, sorra vonatkozé tulajdonsagok mindegyike igaz oszlopra is.

14.2 Gauss eliminacié alkalmazasa determinansokra

A fenti tulajdonsdgok haszndalataval elérhetjiik, hogy a determindns haromszog-determinans legyen, és
igy értéke a f6atlobdl leolvashato.

14.3 Inverz matrix képlete

Tétel: Ha A négyzetes métrix, és det(A) # 0, akkor JA™!, és A~ = madj(A).

14.4 Inverz matrix képletének levezetése

Tétel: Az n x n-es A métrixot az adjungaltjaval jobbrdl megszorozva az eredmény det(A)E,.

Bizonyitas: A széban forgd szorzat igy néz ki:

ayy a2 - aip| [Din Dz --- Dln ct 0 -+ 0
az1 Q- Qop| D21 Do -+ D2n 0 ¢cp -+ 0
An1l Gn2 Aunl| | Dni Dp2 -+ Dnn 0 0 --- cnn

Ekkor az eredménymaétrix elemeit kiszamitva:

c11 = a11Di1 +a12D21 + ... + a1, Dnl = a11 D1y
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c21 = ag1 D12 + agaDog + ... + a2, Dn2 = a9 Doy

C11 = anlDln + an2D2n + ..+ annDnn = annDnn

A nem féatloban elhelyezkedd elemek szintén a ferde kifejtés miatt 0-k lesznek.

Bizonyitas: Mivel a méatrixok szorzasa asszociativ, ezért az inverz egyértelmi. Ha tehat létezik egy
métrix, melyre AB = E,,, akkor ez a B métrix inverze az A matrixnak. A fenti tétel szerint Aadj(A) =
det(A)E,,. Ezt beszorozva m—val kapjuk az allitést.

14.5 Harom térvektor vegyes szorzata és geometriai jelentése

Definicié: Az (a x b) - ¢ valds szdmot az a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatdnak nevezzik.
Az eddigi definicidkat felhaszndlva (a x b) - ¢ = |a| - |b| - sin(a) - |c| - cos(8), ahol « az a és a b vektorok
hajlasszoge, [ pedig c, és az a, b vektorok altal meghatarozott sik normalvektoranak a hajlasszoge.

Geometriai jelentés: Tekintsiik az a, b, c vektorok altal kifeszitett paralelepipedont. Alapja az a és
b altal meghatarozott paralelogramma, aminek tertiletét az a x b adja meg.

cos(f) -|c|, pedig a paralelepipedon magasséga, hiszen ez a sik normélvektordra vetett merdleges vetiilete.
Ekkor ezek szorzataként kapjuk a paralelepipedon térfogatat.

14.6 Determinans kifejtési és ferde kifejtési tétele

Tétel: (Kifejtési tétel:) Egy n-edrendii determindns tetszéleges sora vagy oszlopa szerint kifejthetd, és
n n
det(A) = ZaijDij = ZaijDij
j=1 i=1

Tétel: (Ferde kifejtési tétel:) Ha egy determindns egyik sordnak elemeit rendre valamely mdsik sor
elemeihez tartozé aldeterminansokkal szorozzuk meg, majd ezeket a szorzatokat ¢sszeadjuk, az eredmény
0.

Zaijij = 07 7 75 k.
j=1
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15 Komplex vektortér

15.1 Komplex vektortér

Definicié: Legyen C a valds szamparok halmaza: C = {(a,b)|la,b € R}. A C-n két miiveletet
értelmeziink: egy Osszeadas, és egy szorzas neviit. A szokdsos médon + és - jelekkel jeloljiik ezeket.
A C halmaz elemei a miiveletekkel egyiitt alkotjdk a komplex szamokat.

Definicié: Két komplex szam akkor és csak akkor egyenld, ha elsé és maésodik elemeik egymassal
paronként egyenldk: (a1,b1) = (az,b2) < a1 = ag, by = bs.

Ko6vetkezmény: (a,b) # (b, a), kivéve, ha a = b.

Definicié: Osszeadés: (a,b), (c,d) € C esetén (a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d) € C.
Definicié: Szorzés: (a,b), (c,d) € C esetén (a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) € C.

Tétel: A C = {(a,b)|a,b € R} alaki szdmok testet alkotnak az el6z6 miiveletekre nézve.

Tétel: A C = {(a,b)|a,b € R} alaki szamok vektorteret alkotnak a valds szamok teste felett.

15.2 Komplex skalarszorzat, norma, metrika fogalma, kapcsolatuk egymassal
és szamitasuk

Definicié: A V x V. — C fiiggvényt skalarszorzatnak nevezziik, ha a koévetkezd tulajdonsagok tel-

jestilnek:

1. Pozitiv definit: Vz € V-re < 2,2 >> 0,< z,z >=0<z = 0.
2. Szimetrikus: Vzq,2o € V-re < 21,29 >=< 79,21 > .
3. Homogén:

(a) Vz1,20 € V-re < \zy,29 >= )\ < 21,23 > .
(b) Vz1,20 € V-re < 21,20 >= A < 21,22 > .

4. Linedris:
(a) Vz1,20,23 € V-re < 21,20 + 23 >=< 21,22 > + < 21,23 > .

(b) Vz1,29,25 € V-re < 21 + 29,25 >=< 21,23 > + < 22 + 23 > .

Definicié: A H halmazt metrikus térnek nevezziik, ha van olyan metrikdnak nevezett d : H x H —
R U {0} kétvdltozos fliggvény, amelyre a kovetkezdk teljesiilnek:

1. Pozitiv definit: Vx,y € H, d(x,y)=0&x=1y.

2. Szimetrikus: Vx,y € H, d(x,y) = d(y,x).

3. Héromszog egyenlétlenség: Vx,y,z € H, d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y).
Definicié: A V vektorteret normalt-nak nevezziik, ha van olyan n : V' — R egyvéltozés fliggvény, az
ugynevezett norma (jelolése: n(x) = ||x||), amelyre a kovetkez6k teljstilnek:

1. Pozitiv definit: Vx € V-re ||x|| > 0, és ||x|| = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0.

2. Homogén: Vx € V,a € R-re ||ax]|| = |o - |%]|.

3. Haromszog egyenltlenség: Vx,y € V esetén ||x + y|| < ||x|| + |ly]|-

Tétel: Minden normalt tér metrikus tér.
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Tétel: Minden skaldrszorzaos tér normalt tér.
Tétel: Minden Euklideszi tér metrikus tér.

15.3 Specidlis komplex transzformaciék (hermitikus, ferdén hermitikus, unitér)
és tulajdonsagaik

1. Hermitikus métrixok:

—T
A=A".
Sajatértékei tisztan valdsak.
2. Ferdén Hermitikus matrix: -
A=-A".
3. Unitér matrix: o
A'=A".

Sajatértékeinek abszolut értéke 1.
Bizonyitds: (Unitér métrix sajitértékeinek abszolutértéke 1:)
Ax=)x, (Ax)" = ()T,
Ezt a két egyenletet Osszeszorozva kapjuk a kovetkezot:
(Ax)TAx = ()T Ax
A Ax = MxTx
x'x = \2xT'x

A2 =1.
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16 Ortogonalitas

16.1 Vektorterek és euklideszi terek kapcsolata

Definicié: A skaldrszorzattal elldtott vektortereket euklideszi tereknek nevezzik.

Tétel: Minden véges dimenzids vektortérben megadhatd skalarszorzat.

16.2 Ortogonadlis vektorok fiiggetlenségésnek bizonyitasa térvektorok és ma-
gasabb dimenzidk esetén

Tétel: Ortogonalis, nem nulla vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas: A fliggetlenség definicidjabdl indulunk ki:

2?21 Aix; = 0 csak akor, ha V\; = 0. Vegyiik rendre az x1,Xs, ..., X,, vektorokkal valé skalarszorzatot.
)\1X1+)\2X2+...+Anxnio /'Xj (]:1,2,,Tl)

Ezzel azt kapjuk, hogy \; < x;,%x; >= 0. A skaldrszorzat pozitiv definit tuljdonsdga miatt ez csak akkor

teljestl, ha A\; = 0.

16.3 Gram Schmidt ortogonalizacié ismertetése

Tétel: Minden altérben van ortogonalis bazis.

Bizonyitas: Konstruktiv, azt bizonyitjuk, hogy minden fliggetlen rendszerbdl kiindulva, igy bazisbdl is,

tudunk ugyanolyan elemszamu ortogonalis rendszert konstrudlni. Gram-Schmidt ortogonalizacié: Legyen
by, b, ..., b, egy fliggetlen rendszer. Ebbol képezziik cq, ca, ..., ¢, ortogonalis rendszert a kovetkezdképpen:
X <by,c >
c1:=b c, :=b, — — g
1 1 n n Zl <cic> %

1=

A konstrukcié miatt a kapott rendszer ortogonélis.

16.4 Ortonormalt bazis létezése

Definicié: Ortonormalt a vektorrendszer, ha paronként ortogonalis, és minden elemének norméja 1.
Kovetkezmény: Minden euklideszi térnek van ortonormalt bazisa.

Bizonyitas: Konstruktivan, norméljuk a Gram-Schmidt ortogonalizaciobdl kapott bazist.

16.5 Térvektorok felbontasa adott vektorral parhuzamos, illetve arra meroéleges
OsszetevOkre

Tétel: Térvektorok felbontdsa adott vektorral parhuzamos, illetve arra meréleges dsszetevékre: Adot-
tak az a és a b vektorok. Az a vektor felirhaté a b vektorral parhuzamos, illetve erre merdleges 6sszetevok
Osszegeként:

a=ap+ta, a=(a-e)ep, a,=a—ap

16.6 Ortogonalis matrix fogalma

Definicié: A G métrix ortogonalis, ha GGT = E, ahol E a megfelel§ tipusi egységmatrix.

2018.09.11. 37. oldal Erdélyi Aron



Matematika Szigorlat 17 BAZISTRANSZFORMACIO

17 Bazistranszformacio

17.1 Transzformacié matrixa, ha attériink masik bazisra

Tétel: Legyen V # {0} vektortér, [e] és [u] két bazis V-ben. Ha V vektortér x vektordnak koordinata
x1

T2
métrixa X(g) = | . az [e] bézisra vonatkozik, akkor ugyanazon x vektor [u] bézisban felirt koordinata

LUne

matrixa az alabbi képletbol szamolhato:

-1

X[u) = Ule) Xel,
ahol az U maétrix oszlopai az [u] bdzis vektorainak az [e] bdzisra vonatkoz6 koordindtamétrixai. Az U

matrixot attérési matrixnak hivjuk.

17.2 Matrixok diagonalizalasa

Tétel: Ha a transzformacio sajatvektorai bazist alkotnak, akkor attérve e bazisra, a bazistranszformacié
eredménye az a diagondlis matrix, ahol a féatloban a sajatértékek allnak.

A =S7TAS = diag(Ar, A2, ..o An).

Definicié: Az A matrix hasonlé a B matrixhoz, ha létezik egy olyan S matrix, amellyel fennéll, hogy
A =S"'BS.

Definicié: Az A matrix diagonalizdlhatd, ha hasonl6 egy diagondlis matrixhoz.

17.3 Algebrai és geometriai multiplicitas
Definicié: Egy sajatérték algebrai multiplicitds alatt a gyOktényezds alakban felirt karakterisztikus
polinomban a megfelel6 sajatérték hatvanya.

Definicié: A sajatérték geometriai multiplicitdsdn az altala meghatarozott altér dimenzidjat értjik.

17.4 A diagonalizalas elégséges feltétele

Ha valamely A kvadratikus (n x n)-es métrix sajatértékei mind kiillombozok, akkor a métrix diago-
nalizalhato.
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