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1 Halok
1.1 Halé kétfajta definicidja

Definicié 1: A H részben rendezett halmaz halé, ha barmely véges részhalmazdnak van infimuma és
supremuma. A H halo teljes, ha barmely részhalmazanak van infimuma és supremuma.

Definicié 2: A H halmaz héld, ha értelmezve van rajta két, = és o altal jelolt miivelet, melyekre
Va,b,c € H esetén teljesiilnek az alabbi tulajdonsigok:

e kommutativak
e asszociativak

e clnyelési tujadonsag:
a*(aob)=a, ao(ax*xdb)=a.

Tétel: A hals két fajta definicidja ekvivalensek egymaéssal.

1.2 Tarski haléelméleti fixpont tétele

Definicié: Valamely H rendezett halmazon értelmezett f : H — H fiiggvény monoton (rendezéstartd),
ha minden hy < ho-re f(h1) < f(h2). A h € H fixpontja f-nek, ha f(h) = h.

Tétel: Teljes halon értelmezett monoton fiiggvénynek van legynagyobb és legkisebb fixpontja.

Bizonyitds: Legyen G azon elemek halmaza, melyre f(z) < z. Ennek alsé hatdra, vagyis g = inf(G)
lesz a legkisebb fixpont.

Egyrészt g € G, ugyanis g < f(x) < z, ebbdl f(g) < f(f(z)) < f(x) < x, vagyis f(g) alsé korlat.
Mivel g a legnagyobb alsé korldt, ezért f(g) < g, tehdt g € G.

Miésrészt g fixpont, tehat g = f(g). Mivel f(g) < g, ezért f(f(g)) < f(g), vagyis f(g) € G. De akkor
g alsé korldt volta miatt g < f(g). A rendezési relacié antiszimetrikus tulajdonsiga miatt g = f(g).

Harmadrészt g a legkisebb fixpont. Legyen G* a fixpontok halmaza és legyen g* = inf(G*). Mivel
G* C G, ezért g < g*. Tovabba mivel ¢* infimuma G*-nak és g is G*-beli, ezért g* < g. A rendezési
relacié antiszimetrikus tulajdonsdga miatt g = g*, vagyis g valéban a legkisebb fixpont.
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2 Strukturak

2.1 Struktira, miivelet, miiveleti tulajdonsagok, inverzelem, egységelem fo-
galma

Definicié: Tekintsiik a matematikai objektumok egy H halmazat. a miivelet olyan fliggvény, mely az

adott objektumok halmazabdl vett objektum(ok)hoz egy (mdsik) objektumot rendel.

Definicié: Egyvaltozés (undris) az f miivelet, ha egy objektumhoz rendel egy (mésik) objektumot : az
f fiiggvény értelmezési tartomdanya Dy C H, értékkészkete Ry C H. Masképpen f: H — H.

Definicié: Kétvaltozds (bindris) az f miivelet, ha két objektumhoz rendel egy (mésik) objektumot :
az f fliggvény értelmezési tartomanya Dy C H x H, értékkészkete Ry C H. Masképpen f: H x H — H.

Definicié: Az n valtozds fiiggvény értelmezési tartomdanya Dy C H x H x ... x H = H™ értékkészlete
Ry C H. Mésképpen f: H" — H

Definicié: Algebrai struktira alatt olyan nemiires H halmazt értiink, melyben legalabb egy * mivelet
van definidlva. Ezt a kévetkezéképpen jeloljik: < H|x >. Ha tobb miiveletet is figyelembe szeretnénk
venni, akkor mindegyiket felsoroljuk: < Hl|*,0 >. Az algebrai struktirdkban a mfivelet(ek) mellett
szerepelnek fiiggvények is.

2.2 Asszociativ miivelet esetén ezen elemek egyértelmiisége

Definicié: Egy H-n értelmezett * bindris miivelet asszociativ, ha barmely a,b,c € H-ra a x (b*c) =

(a *b) x ¢ teljesil.

Tétel: Legyen értelmezve H halmazon egy * bindris, asszociativ mivelet. Ha a kétoldali inverzek
léteznek, akkor a,jl = a;l = a~ !, vagyis asszociativ miiveletnél az inverz kétoldali és egyértelmi.

. ca o1 _ 1 _ 1/ 1y _ g —1\ —1_ _ —1_
Bizonyitds: a," =a, e=aq, (aa; )= (q, a)a; =ea; =a

2.3 Halmazok és itéletkalkulus struktiraja: halo

A szamitastechnikdban és konkrétan a programozéasi nyelvekben is a halénak nagy szerepe van. Az
alabbiakban megadjuk a definicidkat, melyek sziikségesek a fix-pont tétel megértéséhez.
2.4 Kétfajta definicié ismertetése, ekvivalenciajuk

Definicié 1: A H részben rendezett halmaz halé, ha barmely véges részhalmazanak van infimuma és
supremuma. A H halo teljes, ha barmely részhalmazanak van infimuma és supremuma.

Definicié 2: A H halmaz héld, ha értelmezve van rajta két, = és o dltal jelolt miivelet, melyekre
Va,b,c € H esetén teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

e kommutativak
e asszociativak
e clnyelési tujadonsag:

ax(aob)=a, ao(axdb)=a.

Tétel: A halé két fajta definiciéja ekvivalensek egymassal.
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3 Néhany fontos struktara

3.1 Fontosabb strukturak
3.1.1 Csoport

Definicié: Egy G nemiires halmazt csoportnak neveziink, ha értelmezve van rajta egy * bindris miivelet,
amely

1. Asszociativ: Va,b,c € G, (a*xb)xc=ax*(bxc).
2. Van egységeleme: Jde € G,Va € G, exa=a.

3. Van inverze: Va € Gda=' € G, a*a ! =e.

Megjegyzés: A G nemiires halmazt félcsoportnak nevezziik, ha értelmezve van rajta egy = bindris
miivelet, amely asszociativ.

3.1.2 Kommutativ csoport

Definicié: Olyan csoport, amelyen a * bindris miivelet kommutativ is:
Va,be G, axb=0bxa.

Masik neve: Abel-csoport.

3.1.3 Gyiiri

Definicié: Egy R nemiires halmazt gyliriinek neveziink, ha értelmezve van R-en két miivelet, *, és o.
E miveletekre a kovetkezok teljesiilnek:

1. A % miivelet Abel-csoport.
2. A o miivelet asszociativ.
3. A két miiveletet disztributiv szabalyok kotik Gssze:
(a) ax(boc)=axboaxc.
(b) (boc)xa=bxaocx*a.
Amennyiben a o miivelet is kommutativ, kommutativ gytrtirél beszéliink.
Példak: Az n X n-es matrixok szokdsos dsszeaddsra nézve gylirlit alkotnak. A péros szamok a szokdsos
Osszeaddsra nézve kommutativ gytrit alkotnak.

3.1.4 Test

Egy T legaldbb kételemii halmazt (kommutativ) testnek nevezziik, ha értelmezve van a T-n két miivelet,
melyeket Osszeadasnak és szorzdsnak neveziink el. Mindkét miivelet kommutativ csoport, kivéve, hogy az
Osszeadds egységelemének nincsen a szorzdsra vonatkozd inverze. A szorzds disztributiv az Osszeadasra
nézve.

Ha a szorzas kommutativitdasat nem kotjiik ki, akkor nemkommutativ, azaz ferdetestrél beszéliink.

Példak: jvalds szdmok,+,-;, jraciondlis szdmok,+,-;,

3.2 Komplex egységgyokok strukturaja

Tétel: Az n-edik egységgyokok csoportot alkotnak a komplex szamok szokasos szorzasara nézve.
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Bizonyitas:
1. Zartsag:

(k+ 027 ©isin (k+1)27 (k+ Dn2rw ©isin (k+ )n2m

)" = cos

(exer)™ = (cos

= cos((k +1)27) + isin((k + 1)27) = 1.

2. Egység: Az 1= 1(c0s% +isin 2).

n

. — L0 5w 0 cco k2 j2n _ n2 L -1 _
3. Inverz: ere; = 1(cos ;; +isin ;) alapjan:®2* + L% = 220 ahonnan j = n — k. Tehdt ¢, = €, 4.

n ~ on
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4 Sikba rajzolhaté grafok

4.1 Sikba rajzolhat6 graf fogalma, szinezése
Definicié: Egy graf sikba rajzolhaté graf, ha lerajzolhaté gy a sikba, hogy élei csak a szogpontokban

metszik egymast. Ezt az igy lerajzol grafot sikgrafnak nevezziik.

Definicié: Egy egyszerli graf n-szinezhetd, ha minden csicsdhoz hozzarendelhetd gy egy szin hogy két
szomszédos csticshoz rendelt szin kiilonb6z6.

4.2 Kromatikus szam

Definicié: A x(G) a G graf kromatikus szdma, vagyis az a szdm, amely megmutatja, legkevesebb hany
szin kell a graf csicsainak olyan kiszinezéséhez, hogy a szomszédos csticsok mas szintiek legyenek.

4.3 Egyszeri becslések és példak (teljes graf, paros graf) kromatikus szamra
Allitas: Teljesiil az alabbi Gsszefiiggés: w(G) < x(G) << A(G) + 1, ahol w(G) a G grafban taldlhaté
legnagyobb fokszami teljes gréaf, és A(G) a legnagyobb fokszdm.

Allitas: Egy n-foku teljes graf n szinnel szinezhetd.

Allitas: A paros grafok 2 szinnel szinezhetok.

Allitas: A pératlan grafok 3 szinnel szinezhetok.

4.4 Négyszin tétel

Tétel: Minden térkép kiszinezhet 4 szinnel gy, hogy a szomszédos tertiletek mas szintiek lesznek.

4.5 Otszin tétel

Tétel: Minden térkép kiszinezhet6 5 szinnel gy, hogy a szomszédos teriiletek mas szintiek lesznek.

Bizonyitas: Teljes indukciéval. Ha a G grafnak maximum 5 csicsa van. Ekkor nyilvan teljesiil.
Tegyiik fel, hogy n > 5 cstcsu graf szinezhetd 5 szinnel.
(n + 1)-re: Ekkor az élek szdma: e < 3p — 6, azaz lesz olyan csicsa, amelynek fokszdma max 5.

e Ha x foka 4, akkor z-t elhagyva, teljesiil az indukciés feltevés, tehat a kapott graf szinezheté 5
szinnel. Visszarakva az z-t mivel 4 fokd, ezért biztosan van olyan szin, amit a szomszédokon még
nem hasznéltunk fol, tehat az eredeti graf szinezhetd 5 szinnel.

e Ha z foka 5, akkor a szomszédainak a foka nem lehet 5, mert a K5 nem sikba rajzolhatd, ezért lesz
legalabb egy olyan szin, amit két szomszédjan is haszndlhatunk. Az el6z6 ponthoz analég mdédon
bizonyitjuk, hogy 5 szinnel szinezheto:

e Legyen z, y az x olyan szomszédjai, melyek nincsenek 6sszekotve, ezeket vonjuk Ossze egy pontta,
hagyjuk el z-et. Az ind. feltevés miatt a maradék kiszinezhetd 5 szinnel. Visszavéve és szétszedve
x-y-z csucsokat, ezek kiszinezheték max 3 szinnel, hiszen z-nek Gsszesen 5 szomszédja van, az y és
z-kiviili csicsok 3 szint lefoglalnak, de y és z egyszin{i (nem szomszédok), marad egy szin x-nek.
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5 Nagysagrend

5.1 Fiiggvények novekedése, aszimptotikus kozelitések, kis ords, nagy ordé

Definicié: [ és g két fiiggvény, melyek a valds, vagy az egész szamok halmazabdl képeznek a valds
szdmok halmazdba. Azt mondjuk, hogy f(x) = O(g(z)) ("nagy ordé g(z)”), ha Je, zo pozitiv konstansok,
hogy x > x esetén |f(x)| < |c- g(x)].

Azt mondjuk ekkor, hogy g aszimptotikus fels6 korlatja f-nek.

Definicié: : Legyen f, g két fliggvény, amelyek a valds vagy az egész szamok halmazabdl képeznek a
valés szdmok halmazdba. Azt mondjuk, hogy f(z) = Q(g(z)) (f(x) nagy-Omega g(x)), ha Je, ng pozitiv
konstans, amelyekre: |f(z)| > |c- g(z)].

Ekkor azt mondjuk, hogy f aszimptotikus fels6 korlatja g-nek.

5.1.1 Kis ordé
A nagy prdéval szemben a kis ordéndl (f(z) = o(g(x))), az f hatdrozottan kisebb a g-nél.
: )

lim M =0.
5.2 Nagysagrend fogalma
Definicié: : Legyen f, g két fliggvény, amelyek a valds vagy az egész szamok halmazabdl képeznek a

valds szdmok halmazdba. Azt mondjuk, hogy f(x) = ©(g(z)) (f(x) nagy-Theta g(x)), ha teljesiil:
f(x) = O(g(x)),

f(@) =Q(g(x)).
Ekkor azt mondjuk, hogy a két fliggvény nagysdgrendje megegyezik.

5.3 Példa egyenl6 nagysagrendekre

Nagy ordé rendezés:

f(n) =0(f(n)), V.

(log(n))* = O(n), Vk € Z.
n*=0(2"), VkelZ.

Filiggvények nagysagrendje:
1. Konstans
. Logaritmus

. Els6foku polinom

2

3

4. Hatvany logaritmusok
5. Polinomok

6. Exponencidlis

7

. Faktorialis

5.4 Exponencialis n6vekedés, ennek illusztralasa példaval

Az exponencidlisan névekvo mennyiségek minél nagyobbak, annél gyorsabban névekednek. A névekedés
mértéke aranyos a mennyiség nagysdgaval. Az exponencialisan névekvé menynyiségek valtozasat expo-
nencidlis fiiggvény irja le.

Az idSben lezajlé exponencidlis nvekedés képlete: N(t) = Ny - et

Példa: Egy papirlap hajtogatasa soran minden félbehajtasndl a papir vastagsiga megduplazodik.
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6 Elsorendi logika

6.1 Szintaxis nullad-, és elsorendben
6.1.1 Nullarendii logika
Jelkészlet:

1. Atomok:

(a) Betiik
(b) Igaz, Hamis (I,H)

2. =, A,V

3. Zardjelek

Formula: Minden atom formula. Ha « és § formuldk, akkor —a,a A 8,V B, — B is formulak.
A fenti szabalyok véges sokszori alkalmazasaval kapjuk a formuldkat. Az atomokat latin, a formuldkat
gorog betiikkel jeloljiik.

6.1.2 Els6rendii logika
Jelkészlet:

1. Véltozoszimbolumok: x,vy, z, ...
2. Konstansszimbdélumok: a, b, c, ...

Prédikatumszimbdélumok: P, Q. S, ...

L

Fiiggvényszimbolumok: f,g,h, ...

5. logikai Gsszekotd jelek (miiveleti jelek): —, AV, —

6. Kvantorok: V,d

7. Zardjelek
Kifejezés (term): Minden idividuumvéltozé és konstans kifejezés. Ha tq,to, ..., t, kifejezések és f
n-valtozos fiiggvény szimbdluma, akkor f(t1,ts,...t,) is kifejezés. A fentiek szerint a fliggvény argu-
mentumaiba irhatunk altozokat, konstansokat, de bedgyazhatok mds, vagy sajat fliggvényértékek is. A

kifejezések vagy prédikdtumszimbdélumok argumentumaiban, vagy fiiggvények argumentumaiban fordul-
hatnak el6, 6nalléan nem.

Atomi formuldk: Ha P n-argumentumi prédikdtumszimbdlum, és t1, to, ..., t,, kifejezések, akkor P(t1,ta, ...

atomi formula.

Formula: Minden atom formula.

Ha « és g formuldk, akkor —a,a A 5,aV 8, — § is formuldk.
Vaza(z), Jza(z) is formula.

A fenti szabalyok véges sokszori alkalmazéasaval kapjuk a formulékat.

6.2 Szemantika: kvantorok, interpretaciok els6rendben

Kvantorok hataskore: Megallapodés szerint a kvantor hataskore a mogotte allé valtozo utdani atomi
formula vagy zardjelben megadott formula. Az ezekben szerepl6 valtozo eléforduldsokat kotottnek nevezziik,
a valtozd egyéb el6fordulasait szabadnak.
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Interpretdcié: Az elsérendii nyelvben is valamely formula igazsdgértékét csak igy tudjuk megmondani,
ha interpretaljuk a formuldt. Az interpretacié tobb részbdl dll. Meg kell adni az alaphalmazt, aminek
elemeire vonatkoznak a formuldk. Ahogyan nulladrendben is tettiik, itt is meg kell mondani az atomi
formulak igazsagértékét. Ezen tulmenden, a fliggvényeket is interpretdlni kell, meg kell mondani, hogy
az egyes individuumokon mi a felvett fliggvényérték (ami szintén az univerzum egy eleme, vagyis egy
individuum).

Ezutan az elsérendben tanult kvantorok jelentése, és a miiveletek nulladrendben tanult jelentése alapjan
kiértékelhets a formula.

Definicié: Az elsérendii mondat kielégithetd, ha van olyan interpretacid, amelyben igaz. Ezt az inter-
pretaciét a formula modelljének nevezziik.

Definicié: Az elsérendii mondat érvényes, ha minden interpretacidjaban igaz.
Definicié: Az elsérendii mondat kontradikcid, ha minden interpretdcidjaban hamis.

Definicié: Az « és  formuldk ekvivalensek, ha minden interpretdciéban megegyezik az igazsigértékiik.
Jelolése: a = .

6.3 Szemantikai kovetkezmény els6rendben

Definicié: Modellelméleti vagy szemantikus kovetkezményfogalom: Azt mondjuk, hogy a {aq, as, ..., o}
formulahalmaz szemantikai kovetkezménye 3, ha 8 minden olyan interpretdcidéban igaz, ahol ay, as, ..., ay

formuldk igazak.

Miés szavakkal {a1, ag, ..., a, } formulahalmaz kovetkezménye S, ha 8 legaldbb akkor igaz, amikor a;-k

igazak.

Jelolése: {aq, ag,...,an} 1 B.

Definicié: Azokat a kovetkeztetési sémékat tekintjiik helyesnek, amelyekben a kévetkezmény valoban
a feltételek kovetkezménye.

6.4 Rezolicié alapelve els6rendben

Tétel: A rezolicié alap kovetkeztetési szabdlya: {aV 8,7V -8} Eo a V7.

6.5 Példa rezolucios levezetésre

A rezolucidhoz a formulat és a kovetkezmény tagadasat Skélem normalforméra alakitjuk. Nevezziik at
a valtozokat tgy, hogy a valtozénevek kiilonbozéek legyenek a klézokban. A rezolicié tehat csak akkor
alkalmazhatd, ha az egységesités elvégezhetd. Ekkor pedig rezolicié alapelvét add kovetkeztetési séméat
alkalmazzuk, és akarcsak nulladrendben, elvégezziik a rezoliciot.
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7 Relaciok
7.1 Relacié altalanos fogalma

Definicié: A D; X Dy X ... X D,, direkt szorzat barmely részhalmazat reldciénak nevezziik.

7.2 Binaris relacié, nevezetes binaris relaciék és tulajdonsagaik

Definicié: A R bindris reldcié H halmazon, ha R C H x H = {(a,b)|a,b € H}.

Tulajdonsagai:

Reflexiv, ha (z,z) € .

Szimetrikus, ha (z,y) € R esetén (y,z) € K.

Antiszimetrikus, ha (z,y) € R és (y,x) € R csak akkor teljesiil, ha = = y.

Tranzitiv, ha (z,y) € R és (y,2) € R esetén (z, z) € K.

7.3 Példak rendezési és ekvivalencia relaciokra

e A hasonlésdg az n x n-es matrixok korében ekvivalencia relacio.

e Rendezési relacio példaul a < az eredeti értelmezésében.

7.4 Ekvivalencia relacié és particié kapcsolata

Definicié: Az R bindris reldcié ekvivalencia relacid, ha reflexiv, szimetrikus, és tranzitiv.

Definicié: A particié a H halmaz olyan részhalmazrendszere, ahol H; N H; = 0, és
n
U H;, = H.
k=1

Tétel: Ha az R bindris relacié a H halmazon ekvivalencia relacié, akkor a H azon részhalmazai, amelyek
egymassal relaciéban all6 elemeket tartalmaznak, azok a H halmaz egy particigjat adjdk.

7.5 Hasonlé transzformaciok és tulajdonsagaik

Minden linedris transzformécié megvaldsithaté a vektor egy alkalmas métrixszal valé szorzdséval. Igy
a hasonlésag felfoghaté a négyzetes matrixok korében bevezetett relacioként: két matrix relaciéban &ll
egymassal, ha hasonlék.

Tétel: A hasonlésdg az n x n-es méatrixok korében ekvivalencia relacio.

Bizonyitas:
o Reflexiv: A =E 'AE.
e Szimetrikus: Ha A = B, akkor B & A:
A=C'BC—[C!'|'AC ! =B.
e Tranzitiv: Ha A =2 B és B = C, akkor A = C:

A=U'BC,B=V!CV—-A=U}V'CV)U=(VU)!C(VU).

7.6 Példa hasonld transzformacidkra

Olyan transzformaciék, melyek matrixai hasoldk.
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8 Halmazalgebra

8.1 Halmazok
Definicié: Az A és a B halmaz egyenldk, ha ugyanazok az elemeik. Jel6lés A = B.

Definicié: Egy halmazt akkor hivunk iires halmaznak, ha nem tartalmaz elemet. Jele: ().

Definicié: Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B eleme is. Jelolés: A C B.
Ha A C B és A # B, akkor A valédi részhalmaza B-nek. Jelolése: A C B.
Az A halmaz hatvdnyhalmazan A részhalmazainak halmazét értjik.

Definicié: A halmaz szdmossdgén a halmaz elemeinek szdmét értjiik. Jelolése |A|. Ha A szdmossdga
véges, az A halmazt is végesnek nevezziik. Ellenkez6 esetben A végtelen.

8.2 Miiveletek

Definicié: Az A és B halmazok egyesitése (unidja, osszege) az az A U B-vel jelolt halmaz, amelynek
elemei A-nak vagy B-nek elemei.
AUB = {zlx € AVz € B}.

8.2.1 Halmazok metszete

Definicié: Az A és B halmazok k6z0s része (metszete, szorzata) az az AN B-vel jelolt halmaz, amelynek
elemei A-nak és B-nek elemei.
ANB={zlx € ANz € B}.

8.2.2 Halmazok kiilombsége

Definicié: Az A és B halmazok kiilombsége, vagy a B halmaz A halmazra vonatkoz6 komplementere A\
B-vel jelolt halmaz, amely A azon elemeinek halmaza amik nincsenek B-ben.

A\ B ={z|lr € ANz ¢ B}.

8.2.3 Direkt szorzat

Definicié: Legyenek Dy, Do, ..., D, adott halmazok. E halmazok Descartes (direkt) szorzata Dy x Dy X
. X Dy = {(dl,dg, ,dn)|dk €D, 1<k< n}

8.3 Halmaz részhalmazainak szama

Tétel: Az n elemii halmaz részhalmazainak szama 2™.

Bizonyitas: Mivel a halmaz elemeinek szama véges, sorszamozhatjuk az elemeket 1-t6l n-ig. Ha
az i-edik elemet kivalasztjuk a részhalmazba, akkor ehhez a sorszdmhoz rendeljiink 1-et, kiilonben 0-
t. [gy minden részhalmazhoz egy n hossziségd, 0,1 szdmjegyekbdl 4ll6 szémsort lehet kdlesondsen
hozzarendelni. Az Osszes lehetGséget ismétléses varidciéval kapjuk meg. fgy egy n elemi halmaz esetén
2" részhalmaz van.

8.4 Szita formula

A halmazokba rendezés valamilyen kozos tulajdonsdg alapjan végzett csoportositast jelent. A logikai
szita (mds néven szita formula) a halmazokkal kapcsolatos feladatoknal alkalmazhaté eljards. A logikai
szita kapcsolatot teremt a halmazok uniéjanak elemszama és a metszetek elemszama kozott.

A logikai szitat olyan feladatokndl hasznaljuk &dltaldban, ahol uniéba vont halmazokrdl meg kell adni
azon elemek szamdt, amelyek egy adott tulajdonsdggal nem rendelkeznek. A logikai szita elve az, hogy
tobb halmaz unidjanak elemszama egyenlo az egyes részhalmazok elemszamanak Osszege és a metszetek
elemszamanak kiilonbségével. Erre felirhato egy altalanos képlet:

e [AUB|=|A|+|B|—]|ANB|.
e [AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—-|ANnC|—-|CNB|+|ANBNC)|.
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8.5 Halmazelméleti azonossagok és bizonyitasi mdédszer igazolasukra
e AUB=BUAé ANB=BnNA.
e (AUB)UC=AU(BUCQC) é (ANB)NC =AN(BNC).
e AUMBNC)=(AUB)N(AUC)és AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

)
e AUB=ANBé ANB=AUB.

8.6 Skatulya elv, példa a grafelméletbol

A skatulya elv azt éllitja, hogy ha m dolgot szétosztunk n csoportba, és m > n, akkor legalabb két dolog
azonos csoportba fog keriilni.

Példa: Egy osztdlyba 30 gyerek jar. Igazoljuk, hogy biztosan van 3 olyan tanuld, akik ugyanabban a
hénapban sziilettek.

Megoldas: Kezdjiik el ”szétosztani” a tanuldkat sziiletési honapjaik szerinti csoportokba gy, hogy
lehetéleg ne keriiljon 3 gyerek egy csoportba. Mivel 12 hénap van, ezért legfeljebb 24 tanuldt lehet
ugy hénapok szerint rendezni, hogy egy csoportban se legyen legaldbb 3 gyerek. A 25. tanulét mar
mindenképpen olyan csoportba kell rakni, ahol rajta kiviil legaldbb ketten vannak, és igy az allitds
igazolast nyert.
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9 Nulladrendi logika

9.1 Miveletek, kiértékelési szabalyok, interpretacidk

Definicié: Az A negéltjit (tagaddsit) —A-val jeloljik. A —A azokban az interpretdciékban igaz, ahol
A hamis, és forditva.

Definicié: Az A és a B konjunkcidja az az A A B-vel jelolt formula, amely abban az interpretaciéban
igaz, ahol A és B is igazak.

Definicié: Az A és a B diszjunkciéja az az A V B-vel jelolt formula, amely abban az interpretaciéban
igaz, ahol A vagy B is igazak.

Definicié: Az A implikdlja B-t, azaz A — B, ennek az értéke azokban az interpretaciékban igaz, ahol
B legalabb ott igaz, ahol A is.

Definicié: Az A ekvivalens a B-vel, azaz A <+ B, ott, ahol (A — B) A (B — A).
Definicié: Az a formula, amely minden interpretaciéban igaz, tautolégianak hivjuk.
Definicié: Az a formula, amely minden interpretaciéban hamis, kontradikciénak hivjuk.
Definicié: Azt az interpretaciot, ahol a formula igaz, modellnek nevezziik.

Definicié: Két formula ekvivalens, ha minden interpretdciéban megegyezik az igazsagértékiik.

9.2 Logikai (szemantikai) kévetkezmény fogalma, példik

Definicié: Modellelméleti vagy szemantikus kévetkezményfogalom: Azt mondjuk, hogy a {aq, as, ..., an}
formulahalmaz szemantikai kovetkezménye (3, ha $ minden olyan interpretaciéban igaz, ahol oy, as, ..., ay,

formulak igazak.

Miés szavakkal {a1, ag, ..., @, } formulahalmaz kovetkezménye S, ha 8 legaldbb akkor igaz, amikor a;-k

igazak.

Jelolése: {aq, o, ...,an} 1 .

Példa: Ha elfogy a benzin, az auté leall. Elfogyott a benzin. =y Az auté ledll.

9.3 A rezolicidés bizonyitas alapelve, a kétkl6zos rezolicié kovetkeztetési
sémajanak helyessége

Tétel: Rezolicié alapelve: {aV 8,7V =6} o a V7.

Bizonyitas: (igazsigtablaval:)

a B Y - aVB A yVvVaB aVy
I I I H I I I I
- 1 1 H H 1 H H 1
I H 1 1 1 1 1 1
I H H 1 1 1 I I
H ) ) H 1 1 ) 1
- H 1 H H 1 H H H
> H H I I H H I I
- H H H ) H H ) H

A jelolt sorokban a feltétel nem teljesiil, igy a kovetkezmény teljesiilését nem vizsgaljuk. A jelletlen
sorokban viszony a kévetkezmény legalabb ott igaz, ahol a feltétel igaz, tehdt ez egy helyes kovetkeztetési
séma.
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9.4 Példak matematikai bizonyitasi moédszerekre

Direkt bizonyitas, dedukcid: ”Tegyitik fel, hogy A igaz”.
Indirekt bizonyitas: ”tegyiik fel, hogy A mégis igaz”; ”Lehetetlen, hogy A igaz legyen, igy —A igaz.”
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10 Szamossagok

10.1 Szamossag fogalma, egyenl6, kisebb, nagyobb szamossagok
Definicié: Az A és B halmazok szdmossiga megegyezik, ha 3f : A — B kolesondsen egyértelmi

figgvény. Jelolése: |A| = |B|.

Definicié: Az A halmaz szdmossiga legaldbb akkora, mint a B szdmossiga, ha 3A4; C A, hogy |A;| =
|B|. Jelolés: |A| > |B.

Definicié: Egy A halmaz véges szdmossagud, ha 3k € N, hogy |{1,2,...,k}| = |A].

Definicié: Egy A halmaz megszamlalhatdan végtelen szamossagu, ha a természetes szamok halmazaval
egyenld szdmossagu.

Definicié: Egy A halmaz nem megszdamlalhatéan végtelen szamossdgi, ha szdmossiga nem is véges, és
nem is megszamlalhatéan végtelen.

10.2 A (0,1) intervallumbeli szamok halmazanak szamossiga

Allités: A (0, 1) intervallumba tartozé Gsszes szém H halmaza a megszémlalhaténal nagyobb szdmossdgu.

Bizonyitis: Eza |H|legaldbb megszdmlalhatd, hiszen H tartalmazza példdul a nyilvdn megszdmldlhaté

%, %, %, ...} részhalmazt. Tegyiik fel indirekt médon, hogy H megszdmlalhat6, vagyis elemeit valamilyen
v1, Vg, ... sorrenbe allithatjuk. Minden ilyen v; egy 0, és 1 kozotti valds szam, tehat felirhatd végtelen
tizedestortként, 0.v;1v;2... alakban. Az indirekt feltevés szerint tehat a kovetkezd sorozat H minden
elemét tartalmazza:

0,v11v12013...

O, V21V22V23...

A tablazat ”atloja” mentén végighaladva készitsiink egy olyan w valds szamot, melynek w = 0, wiwo, ...
alakjahoz a kovetkezd képp jutunk:
o wi:2,havii:1
Wi = w; = 1, havy; #1(°

Ez a w biztosan nem szerepelt a fenti tdblazatban, hiszen minden j-re v;; # w;. Mivel igy nem minden
0 és 1 kozotti valos szém szerepel a H halmazban, igy ellentmonddshoz jutunk, tehét |H| nem lehet
megszamolhato.

10.3 Cantor tétel (Halmaz és hatvanyhalmazanak szamossaga kozti 6sszefiiggés)
Tétel: Ha H halmaz, akkor nincs olyan H-n értelmezett f fliggvény, mely raképez a H hatvanylahmazara,
azaz |H| < |2H].

10.4 A racionalis szamok szamossaga

Allités: A racionalis szamok Q halmaza megszamlalhato.

Bizonyitas: Helyezziik az {0, 1, — —2, ..} egész szdmokat az Ay halazba. Legyen Ay = {7 755, f%, o}
, az 0sszes olyan tort, aminek neveZOJe 2 és nem egyszeriisithets. Legyen As = é, :1,), 5y =5, aZ Usszes

olyan tort, aminek nevezdje 3 és nem egyszeru51thet0, és igy tovabb. Ezek a halmazok megszamlalhatoak,
hiszen elemeiket fel tudjuk sorolni. Igy megszamlalhaté sok diszjunkt halmazhoz jutunk, aminek tudjuk,
hogy szamossaga megszamlalhatd, és egyesitve 6ket megkapjuk a Q halmazt.
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10.5 Kontinuum hipotézis

A kontinuum hipotézis szerint nincs olyan halmaz, amelynek szdmossdga, a természetes szdmok hal-
mazanak és a valds szamok halmazanak szdmossaga kozé esne.

Jelolje a tovabbiakban a szamossagokat az . A megszamlalhat6 szamossag jele legyen Ry, a rakovetkezo
Ny és rekurzivan minden k esetén Ny-ra rakovetkezo szamossagot Ny jelolje.

A kontinuum hipotézis szerint X; = 2%0,

Az éltaldnositott kontinuum hipotézis szerint N1 = AL
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11 Fak

11.1 Fa ekvivalens definiciéi, éleinek szama

Definicié: Ha egy graf osszefliggd, és nincs benne kor, akkor azt fagrafnak hivjuk.
Tétel: Az n cstcst, n — 1 éll grafok fagrafok.

Tétel: Az n cstcsu fagraf énszama n — 1.

11.2 Prifer kéd

A Priifer kéd fak tarolasara alkalmas. A fa csicsat k = 1,2,...,n szdamokkal tetszOlegesen cimkézziik.
A Priifer kod alkalmazasidhoz tudjuk, hogy minden legaldbb két csicsu faban van legaldbb két csucs,
amelyek fokszama 1.

Algoritmus: Kiinduldsként meg van adva egy fa (dbrdval, matrixszal stb.) Els6 lépésként sorszamozzuk
a csicsokat 1-t6l n-ig. A kovetkezd 1é- pésben megkeressiik a legkisebb sorszdmu cstcsot a (maradék) fan.
Hagyjuk el ezt a cstcsot a ra illeszked? éllel egytitt, és flizziik a lista végéhez az él masik végén talalhatd
csucs sorszamat. Ezt a 1épést addig ismételve, mig a fabdl csak egy csics marad, kapjuk a Priifer kédot.

11.3 Feszit6fa fogalma

Definicié: Egy graf minden csucsat tartalmazé fat a graf feszit6fajanak nevezziik.

Tétel: Minden (Osszefiiggd) grafnak van feszitéfdja.

11.4 Cayley télele a feszitofak szamardl

Tétel: (Caeley tétel) Feszitéfak szdma n csticsi teljes grafban n~2.

11.5 Feszit6fa keresése egyszerti, osszefiiggd (silyozatlan) grafban: szélességi
bejaras/keresés, mélységi bejaras/keresés

Adott grafban kerestlink szisztematikusan adott tulajdonsagi (pl. cimkéjil) csicsot. A sziszté- ma sokféle
lehet, a két alap a szélességi és a mélységi keresés.

11.5.1 Szélességi bejaras

Algoritmus: Meglatogatjuk az elsé csicsot, majd ennek a csicsnak az Gsszes szomszédjat. Aztan e
szomszédok Osszes olyan szomszédjat, ahol még nem jartunk, és igy tovabb. Berakjuk az épp meglatogatott
csucsot, hogy majd a megfelel6 idében a szomszédjaira is sort kerithessiink.

Altalanos 1épés: vessziik a sor elején levé x csucsot, tordljik a sorbdl, meglatogatjuk azokat az y
szomszédait, amelyeket eddig még nem lattunk, majd ezeket az y cstiicsokat a sor végére tessziik.

11.5.2 Mélységi bejaras

Algoritmus: Tetszés szerinti csucstdl elindulva egy uton addig megyiink "mélyre”, ameddig lehet:
vagy nincsen tovabbi szomszédos cstcs, vagy mér jartunk ott. Ha igy megakadunk, akkor visszaléptlink
(backtrack) az el6z8 csicshoz, ha onnan tudunk tovdbbmenni, akkor megint elindulunk, és a lehetd
legmélyebbre egyilink, ha nem, akkor visszalépiink.
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12 Sikba rajzolhaté grafok

12.1 Euler poliéder tétele és kovetkezményei
Tétel: A G Osszefiiged, egyszerii sikgraf esetén, ahol p a csiicsok, e az élek, és t a G graf dltal 1étrehozott
teriiletek szdma, a végtelen teriiletet is szamitva, akkor p —e 4+t = 2.
Bizonyitas: Rajzoljuk le 1épésenként az adott gréfot:
1. 1 csticsra igaz az allitds: 1 — 0+ 1= 2.
2. 2 csucsra és egy élre igaz az allitas: 2—1+1 = 2.
Tegyiik fel, hogy (n — 1) esetre igazoltuk a formuldt. A kdvetkez6 1épés két féle lehet:

1. Egy 1j cstics és egy 1j él hozzaadasa.
Ekkor mivel az egyenlethez hozzdadnék és levonnank egyet, ezért a formula teljesiil.

2. Két csics kozott egy 1j élet hiizunk.
Ekkor az 1j éllel 1étrehozok egy 1j teriiletet is, tehat hasonléan az el6z6hoz, az egyenlethez hozzaadva,
majd levonva egyet, az eredeti értéket kapjuk vissza

Kovetkezmény: Ha G Osszefiiggd, egyszeri sikgraf csicsainak szama legaldbb 3, akkor e < 3p — 6.

Kovetkezmény: Ha G 0Osszefliggd, sikba rajzolhatd, egyszerii graf, akkor a minimélis fokszdma legfel-
jebb 5.

Kovetkezmény: Ha G Osszefiiggd, sikba rajzolhatd, egyszerd graf csicsainak szdma legalabb 3, és nincs
3 hosszu kore, akkor e < 2p — 4.

12.2 Sikba és gombre rajzolhatésag osszefiiggése

Tétel: A G graf akkor és csak akkor sikba rajzolhatd, ha gdmbre rajzolhaté. (Sztereografikus projekeid)

12.3 Fary-Wagner tétel
Tétel: Ha G sikba rajzolhat6 graf, akkor lerajzolhaté a sikba tigy is, hogy minden éle egyenes szakasz.

12.4 Kuratowski-tétel

Tétel: A G graf sikba rajzolhatd, ha nem tartalmaz Ks-el, illetve K3 z-al izomorf, vagy homeomorf
részgrafot.

12.5 Euler-kor/1it és létezésére vonatkozd sziikséges és elégséges feltétel,
egyik irany bizonyitassal

Definicié: A G graf Euler-kore egy olyan zart élsorozat, mely G Osszes élét pontosan egyszer érinti.
Euler-utrél akkor beszéliink, ha az élsorozat nem feltétleniil zart.

Tétel: Egy osszefiiggd G grafban akkor és csak akkor 1étezik Euler-kor, ha minden cstiicsanak fokszama
paros.

Bizonyitas: Azt latjuk be, hogy ha a graf tartalmaz Euler-kort, akkor minden csticsdnak fokszama
paros.

Ha a grafot az Euler-kére mentén jarjuk be, akkor minden cstcsba pontosan annyiszor haladunk be, mint
ahanyszor kihaladunk bel6le. Ezért nyilvanvaléan a bemenések és kijovetelek csticsonkénti szama paros,
mely éppen a csicsok fokszamat adja.
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13 A Haloézati folyamok

13.1 Halézat, folyam, vagas fogalma

Definicié: Adott G = (N, E) irdnyitott graf, és ennek kettd killombo6z6 pontja s és ¢, melyeket forrdsnak
és nyel6nek neveziink (a forrdsbdl csak kifelé, a nyelébe csak befelé jonnek élek). Adott tovabbé az éleken
értelmezett ¢ : £ — RT, nemnegativ értékii kapacitasfiiggvény.

Ekkor a G = (N, E) gréfot a c fliggvénnyel egyiitt (G, ¢) halézatnak nevezzik.

Definicié: Az f: F — R fliggvényt folyamnak nevezziik, ha teljestiilnek ra:
f(ni,n2) = —f(na,n1), V(ni,n2) € E,n1,n2 € N.

f(ni,mn2) <c(ni,ng), V(ni,no) € E.

Definicié: Legyen H = (G, ¢) halézat, s forrds és t nyeld és legyen adott N1, Ny az N particija. Legyen
tovdbba s € N1, t € Ny. Ekkor az Ny, No halmazt s,t vdgasanak hivjuk. Az Ny, Ny kapacitdsdn a

C(Nl,NQ) Z c(n,;,nj)

n;€N1,m;EN2

szamot értjik.

13.2 Javito ut

Definicié: Adott H = (G,c¢) halé s forrdssal, és t nyelével. Jelolje r : E — R a maradék.kapacitds
fiiggvény, amely Vnq,ne € N esetén r(ni,n2) = c¢(ny,n2) — f(n1,n2). Az f folyamhoz tartozé javitd
graf a Gy = (N, Ey), az élein értelmezett maradék-kapacitas fiiggvénnyel, ahol Ey = {(n1,n2)|n1,ng €
N,r(ny,ng) > 0}.

A Gy beli irdnyitott s,¢ utakat javité utaknak nevezziik.

13.3 Ford-Fulkerson tétel

Tétel: Legyen H = (G, c) halézat. Ekkor a maximalis folyamérték egyenld a minimédlis vdgdssal.
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14 Kombinatorika

14.1 Osszeg- és szorzatszabaly

14.2 Permutacidé
14.2.1 Ismétlés nélkiili

Definicié: Adott n kiillombo6zo elem. Az elemek egy meghatarozott sorrendjét az adott n elem egy
ismétlés nélkiili permutaciéjanak nevezzik. Jele: P,.

Tétel: Az n killomboz6 elem permutécidjdinak szdma P, = n!, ahol n! = n(n —1)(n —2)...1, és 0! = 1.

Bizonyitds: Az els6 helyen az 1,2, ...,n elem barmelyike dllhat, utdna a maradék (n — 1) elem Osszes
lehetséges sorrendje koveti. Es igy tovdbb az utolsé elemig. Az Osszefliggéseket visszafelé felirva adédik
az allitas:

Pn =n- Pn,1

Pn—lz(n_l)'Pn—2

14.2.2 Ismétléses

Definicié: Adott n elem, melyek kozott ki darab egyenld, méasik ko egyenld, ...ks darab egyenld, ahol

ky>2,hav=1,2,..,8 és k1 + ko + ..+ ks <n. Az adott n elem egy meghatdrozott sorrendjét ezen

N (iaig .. K1 ke ks
elemek ismétléses permutacidéjanak nevezzik. Jele: P,EL e ),

Tétel: Adott n, és ki, ko, ..., ks esetén az ismétléses permuticidk szdma:

n!
kil kol kgl

Plhikeka) —

Bizonyitas: Tekintsiik az n elem egy tetsz6leges permutécidjat. Ekkor
k1 azonos elemekhez k1! kiilombo6z6 indexet rendelhetiink.
ko azonos elemekhez ko! kiilombozd indexet rendelhetink.

ks azonos elemekhez k! killomboz8 indexet rendelhetiink.
Ekkor fennall a kdvetkezé Gsszefliggés, amibél kovetkezik a bizonyitando:

Bl kgl kg Plkukeoks) — p o

14.3 Variacié
14.3.1 Ismétlés nélkiili

Definicié: Adott n kiilombozé elem. Ha n elem kozii k elemet (0 < k < n) dgy vdlasztunk ki, hogy
mindegyik elem csak egyszer szerepel, és a kivalasztas sorrendje is szamit, akkor az n elem k-ad osztalyt

......

Tétel: Az n killombo6z6 elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili varidcidinak szdma:

m:n-(n—1)~...-(n—k+1).
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Bizonyitas: Rogzitett n mellett, k szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk.

k =1 esetén az allitas igaz, mivel n elembol 1-et pontosan n féle képpen lehet kivélasztani.

Tegyiik fel, hogy igaz k-ra, és igazoljuk (k + 1)-re. Barmelyik (hq, ha,...h;) k-ad osztélyd varidciéhoz
(n—k) elem koziil vélaszthatunk, egy hyy1-ediket, hogy egy (hi, ha, ..., hgpt1) (k+1)-es osztédlyd varidciét
kapjunk. Azaz igaz a kovetkezd Osszefiiggés: V¥ - (n — 1) = VF+L

14.3.2 Ismétléses

Definicié: Adott n kiillombozé elem. Ha az n elem kozil gy valasztunk ki k elemet, hogy egy elem

......

ki
Vi,

Tétel: Az n kiilomboz6 elem k-ad osztélytd ismétléses varidcidjainak szdma V,F+i = nk.

Bizonyitas: Irjuk fol a kivalasztott elemeket, sorrenben. Az elsé helyre az adott n elemek barmelyikét
valaszthatjuk, {gy V,1** = n. Mivel az kivalasztott elemeknek nem kell feltétleniil kiilombézni egymdstol,
igy a kovetkezd helyre is az adott n elemek barmelyikét valaszthatjuk, ekkor ezeknek a szdma V2% = n?
lesz, és igy tovabb:

Vhki = nk,

n

14.4 Kombinacié
14.4.1 Ismétlés nélkili

Definicié: Adott n kiilomboz6 elem. Ha n elem koziil k (0 < k < n) elemet gy vdlasztunk ki, hogy
mindegyik csak egyszer szerepelhet, és a sorrend nem szamit, akkor az n elem k-ad osztalyu ismétlés
nélkiili kombindaciéjat kapjuk.

Tétel: Az n killombozo elem ismétléses kombinacidinak szdma

= mm= ()

Bizonyitas: Az n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombindcidinak szdma annyiban kiillombozik az
ismétlés nélkiili variaciotol, hogy a kombindciéndl nem vessziik figyelembe a sorrendet, azaz osszuk le az
ismétlés nélkiili varidcidk szdmat a kivalasztott elemek ismétlés nélkiili permutacidjanak szdmaval:

Ck—V—f— n! l_ n!
" P, (n—k)E kl(n—k)

14.4.2 Ismétléses

Definicié: Adott n kiillombo6z6 elem. Ha n elem koziil k elemet dgy vélasztunk ki, hogy egy elem
tObszor is sorra keriilhet, és a kivalasztds sorrendje nem szamit, akkor az n elem k-ad osztalyd ismétléses
kombinéciéjat kapjuk. Jele: C*:?

Tétel: Az n killombo6z6 elem k-ad osztalyd ismétléses kombinacidéinak szama:

: +hk—1
chi=(" .
=)

Bizonyitas: frjuk fel az n elemet egy tetszOleges, de a tovdbbiakban rogzitett sorrendben. Menjiink
végig az elemeken és egy elem ald {rjunk fel annyi ”1”-t, amennyiszer kivalasztjuk. majd mikor léplink a
kovetkez6 elemre, rajzoljunk a két elem ”17-jei kozé egy * jelet.

Ekkor lesz k darab ”1”; és n — 1 darab *. Mivel a sorrend nem szamit, ezért ezt megfeleltethetjiik egy
ismétléses permutaciénak:

(k+n-—1)

Ck,i — Pk,n—l — )
n = Kl(n — 1)
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14.5 Szita formula

A halmazokba rendezés valamilyen kozos tulajdonsdg alapjan végzett csoportositast jelent. A logikai
szita (mds néven szita formula) a halmazokkal kapcsolatos feladatokndl alkalmazhaté eljards. A logikai
szita kapcsolatot teremt a halmazok uniéjanak elemszama és a metszetek elemszama kozott.

A logikai szitat olyan feladatoknal hasznaljuk dltaldban, ahol uniéba vont halmazokrél meg kell adni
azon elemek szdmadt, amelyek egy adott tulajdonsdggal nem rendelkeznek. A logikai szita elve az, hogy
tobb halmaz uniéjanak elemszama egyenld az egyes részhalmazok elemszamanak Gsszege és a metszetek
elemszamanak kiilonbségével. Erre felirhat6 egy altalanos képlet:

e |[AUB|=|A|+|B|—-|ANB|.
e [AUBUC|=A|+|B|+I|C|—|ANB|—|ANC|-|CNB|+|ANBNC|.

14.6 Binomidalis tétel

Definicié: Az (Z) kifejezést binomidlis egylitthaténak nevezziik. Megédllapodds szerint:

)= )

A binomidlis egyiitthaté fogalma altalanosithaté tetszéleges valds szdmra:

« ol
= —— ]Rk .
(k> Hofa—pp “SRFEN

Tétel: Kéttagu kifejezés (binom) barmely nemnegativ egész kitevGjli hatvdanya polinomma alakithaté
a kovetkezdképp:

n __ n n10 n n—131 n Orn __ _nn n n—krk
(a+b) _<O)ab +(1>a b +...+<n>ab _Ek:_o <k>a b,

aholn € Z, és a,b € R.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy kommutativ gytiriiben a tobb tag szorzasat tobb taggal gy végezziik, hogy
minden tagot szorzunk minden taggal. Irjuk fel az n tényezés (a + b)(a + b)...(a + b) szorzatot. Ha
mindegyik tényez8bol az a-kat szorozzuk Gssze, a™-t kapjuk. Ha (n—1) taghdl az a-t, és egy tényez6bél a
b-t valasztjuk, ezt éppen n féle képpen tehetjiik meg, igy na™~1b-t kapunk. Ha (n—2) tényez6bdl az a-kat
és 2 tényezObdl a b-ket valasztjuk, ezt (g) féle képpen tehetjiikk meg, akkor (g) a™ 2b? lesz az eredmény.
Ezt folytatva kapjuk a polinomot.

14.7 Binomialis egyiitthaték tulajdonsagai

Legyen n nemnegativ egész szdm és legyen k (0 < k < n) szintén egész. Ekkor fenndlnak a kovetkezd

Osszefiiggések:
n\ n
k) \n—k)

1. Szimetria:
2. Osszegzés:

3. Kettchatvéany:

(0) = () rrr()-
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Bizonyitas:
1. | |
(k) - k!(n;k)! - (nfl.c)!k! - (nk)
2.
n! n! _ nl(k+1) nlin—Fk)
Mok T e Dln—k=1! G+ Uln—k!  k+ D=k
Cnlk+14+n—k) (n+1)! _<n+1>
T E+ D)k E+Dn—k! \k+1)

3. Helyettesitsiik be a binomialis tételbe a =1 és b = 1-et!

4. Helyettesitsiik be a binomialis tételbe a = 1 és b = —1-et!
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15 Iranyitatlan és sulyozott Grafok

15.1 Iranyitatlan és sulyozott graf fogalma

Definicié: Ha egy graf minden éle iranyitott, akkor a grafot irdnyitott grafnak, kiilonben ha minden
éle iranyitatlan, akkor iranyitatlan grafnak nevezziik.

Definicié: Az tn. silyozott grafban (ami lehet irdnyitott graf is), minden élhez hozzdrendeliink egy
értéket, ami az €l koltsége, sulya vagy hossza az alkalmazastdl fiiggden.

15.2 Grafok matrixai

Szomszedsagl matrix llleszkedést mitrix (nem irdnyitott)

1 2 3 4 5 a b c d e f g h
1 0 1 0 0 0 1 1 10 0 0 0 0 O
2 /10 0 0 1 0 2 1 01 0 1 0 0 0
3 1111 00 3 10111 01 0 0
4 10 0 0 0 1 4 10 00 0 1 0 1 1
5 W00 110 S Ww o0 0 001 11

15.3 Elszam és fokszam osszefiiggése
Tétel: (Handshake tétel): Minden graf fokszdma az élszdm kétszeresével egyenlé.
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az e él az u és v cstucsokhoz illeszkedik, azaz u és v az él két végpontja.
Ekkor ha
e Ha u # v, akkor az e élt ®(u)-nal, és ®(V)-nél is szamoltuk.
e Ha pedig u = v, akkor az e él hurokél, és igy ®(u)-nal szdmoltuk kétszer.

Tehat, ha a pontok fokszamat Gsszeadjuk, kapjuk az élek szamanak kétszeresét.

15.4 Specialis grafok: fa, ut, kor, teljes graf, paros graf
Definicié: Ha egy graf osszefiiggd, és nincs benne kor, akkor azt fagrafnak hivjuk.

Definicié: Elek olyan egymédshoz csatlakozd sorozata, melyben sem él, sem pont nem fordulhat el
egynél tobbszor.

Definicié: A kor élek olyan egymaéshoz csatlakozo sorozata, amelyben az élek és pontok egynél tobbszor
nem szerepelhetnek, és a kiinduldsi pont megegyezik a végponttal.

Definicié: Teljes grafnak nevezziik azokat a grafokat, amelyeknek minden pontjabol a graf 6sszes tobbi
pontjahoz vezet egy-egy él.

Definicié: Egy graf paros akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz paratlan kort

15.5 N ponti osszefiiggo grafok élszamara, korok 1étezésére vonatkozo tételek

Tétel: Az n cstcsu Osszefiiggd, egyszerii graf éleinek szama legalabb n — 1.

Bizonyitéds: Teljes indukciéval. Az n = 1 esetre nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy valamely n > 1-re
teljesiil. Belatjuk, hogy ekkor minden n + 1 cstcsd Osszefiiggd grafnak legalabb n éle van. Legyen G egy
n + 1 csticsu graf, és legyen n éle. Ekkor létezik egy elso6foku csics, tigyanis mivel G Osszefliggd, ezért
izoldlt csucsa nincs. Vegyiik ezt az els6foku cstcsot, és a hozzatartozé éllel egyiitt toroljik a grafbdl.
Ekkor n csicsu osszefiiggd grafot kapunk, aminek minimum n — 1 éle van. Ekkor teljesiil az indukcids
feltevés. A torolt élt Gjra hozzaadva G egy n + 1 cstcsu, n éli graf lesz.
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Tétel: Ha egy grafban minden csiics fokszama legaldbb 2, akkor a grafban van kor.

Bizonyitas: Alkalmazzuk a leghosszabb tut médszerét. Legyen 1 hosszisdgu L it a G graf egy leghossz-
abb ttja, és ennek egy végpontja v. Tekintsiik G v-hez illeszkedd éleit. Ezek koziil barmelyiknek a
végpontja L-hez tartozik, kiillomben L hossza 1-nél nagyobb lenne, ami ellentmond azzal, hogy L a
leghosszabb ut. Ha G minden pontjanak fokszama legalabb kettd, akkor illeszkedik a v-hez egy e él is.
Ha e hurokél, akkor ez G egy korét kijeloli. Ha nem hurokél, akkor u-nak v-t6l kiillémbo6z6 w végpontja
L-ben van, tehat L-nek v és w pontokat 0sszekoto e éllel egyiitt G korét adjék.

Tétel: Ha egy n cstucsu grafnak legaldbb n éle van, akkor van benne kor.

15.6 Reészgrafok

Definicié: R részgrafja G-nek, ha R elééllithaté a G-bdl csticsok és élek elhagyasédval.

15.7 Izomorf grafok

Definicié: Két graf izomorf, ha egyik cstcsai és élei kolcsonosen egyértelmii és illeszkedéstarté modon
megfeleltethetok a mésik pontjainak és éleinek.

Definicié: Legyenek G = (V, E), és G' = (V/, E') homeomorf grafok, ha 3f : V — V' fliggvény, melyre
{u,v} € E esetén {f(u), f(v)} € E’, mindezt gy, hogy ha két csiics szomszédos a G-ben, akkor G’-ben
is szomszédos.
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16 Iranyitott és iranyitatlan grafok

16.1 Osszefiiggd grafok, osszefiiggd komponensek

Definicié: Ha egy grafban barmely két cstcs tuttal elérhetd, akkor a grafot Osszefiiggének nevezziik
Definicié: Egy irdnyitatlan graf osszefliggé komponense olyan részgraf, mely Osszefiiggd, azaz barmely
két cstuicsat it koti Ossze, de az eredeti graf tobbi csicsahoz nem csatlakozik.

16.2 Hamilton-koér/ut, és 1étezéséhez elégséges feltételek

Definicié: Egy P kor egy G = (V, E) grafban Hamilton-kor, ha P a V Osszes elemét pontosan egyszer

tartalmazza. Hamilton-1itrél akkor beszéliink, ha P kor helyett 1t.

Tétel: (Sziikséges feltétel Hamilton-kor létezésére) Ha egy grafban k pontot elhagyva k-nal t6bb kom-
ponens keletkezik, akkor nem tartalmazhat Hamilton-kort.

Tétel: (Ore tétel) Ha G grifra teljestil, hogy két nem szomszédos u,v csiicsok fokszdmédnak Osszege
nagyobb a G graf cstucsainak szamanél, akkor G-nek Hamilton-kore van.

Tétel: (Dirac tétele) Ha az n = 2k csticsszamu grafnak van olyan csicsa, amely legaldbb k fokd, akkor
van G-nek Hamilton kore.

16.3 Euler kor/1it iranyitott grafokra

Tétel: Egy Osszefiiggo, irdnyitott grafban pontosan akkor van Euler-kor, ha minden csicsnél a bemend
és kimend élek szama megegyezik.

Egy 0Osszefiiggs, iranyitott grafban pontosan akkor van Euler-it, ha van benne Euler-kor, vagy ha két
csucs kivételével a bemené és kimen6 élek szama minden csticsban megegyezik, a kivételeknél pedig az
egyik (kiinduldsi) csicsban a kimené élek szdma eggyel tobb, a mésik (érkezési) csticsban pedig a bemend
élek szdma tobb eggyel.

16.4 Iranyitott grafok OsszefiiggGsége
Definicié: Egy iranyitott graf gyengén Osszefiiggd vagy Osszefliggd, ha az alapul szolgdld iranyitatlan

graf, tehat az irdnyitott éleinek irdnyitatlanra vald cseréjével kapott iranyitatlan graf osszefiiggs.

Definicié: Egy iranyitott graf erésen Osszefiiggd vagy erGs, ha barmely u, v csicspar esetén létezik
irdnyitott 1t u-bol v-be és v-bél u-ba is. Az erés komponensek a maximalis erdsen Osszefiiggd részgrafok.
16.5 Iranyitott grafok fokszama és éleinek szama kozti 0sszefiiggés bizonyitassal

Tétel: Iranyitott grafban a befokok és a kifokok Osszege is egyenld az élek szaméval.
Tegyiik fel, hogy az e irdnyitott él az u és v csicsokhoz illeszkedik, azaz u a kezdOpontja és v az él
végpontja. Ekkor ha

e Ha u # v, akkor az e élt u-nal kifoknak, és v-nél befoknak szdmoltuk.
e Ha pedig u = v, akkor az e él hurokél, és igy u-ndal szamoltuk befoknak és kifoknak.

Mivel minden irdnyitott élnek egy kezd&pontja és egy végpontja van, ezért ebbél kapjuk az allitast.
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16.6 Iranyitott grafok matrixai

Szomszedsagl matrix llleszkedést mitrix (nem irdnyitott)

1 2 3 45 a b c de f g h
1 (01 0 0 0 1 (11 00 0 0 0 0
2 |00 0 10 2 |1 01 0 1 0 0O
3 |1 1100 3 |01 11 0100
4 10 0 0O 0 1 4 00O 0OOD1TO0T11
5 L0 0110 5 W o0o00O0DT1T1T1

16.7 Dijkstra algoritmus iranyitott grafokra

Algoritmus: Vilasztunk egy kiindulasi csucsot. Mindegyik csiicshoz rendeljiik hozzé azt, hogy mekkora
volt az élsulyok Osszege, amik mentén a csicsba eljutottunk. Kezdetben mindegyik végtelen. Valasszuk
a kiindulési csicsunkhoz illeszked6 ki-éleket, és az élek masik végén 1év6 cstcsokhoz rendeljiik hozza az
élsulyok Osszegét, amin eljutunk a csticsba. Ezt kovetéen minden 1épésben a legkisebb 0sszegili csticsbdl
indulunk ki, és nézziik meg a tobbi csicsba vezetd ki-élek silyosszegét. Ha ez kevesebb, mint az adott
csticshoz hozzarendelt érték, akkor erre médositjuk, ha nagyobb, akkor valtozatlanul hagyjuk. Végiil, ha
mar nem taldlunk semelyik csticshoz sem kisebb Gsszeget, végeztiink.
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17 Grafok bejarasa és silyozott grafok
17.1 Binaris fak bejarasi maédjai
Megkiilonboztetiink egy csicsot, ezt gyokérnek nevezziik. A gyokér ése (sziiléje) a szomszédos csticsainak,

és ezek a csicsok az 6s6k (sziildk) utédai (gyerekei). Az az utéd, aki nem sziild, a fa levele. A féban egy
it nevezhet6 ”ag”-nak is.

Definicié: Ha egy faban minden cstucsnak legfeljebb két gyereke van, akkor a fat bindris fanak nevezziik.

Algoritmus: Preorder bejaras: azaz a gyokér elem majd a bal oldali részfa preorder bejarasa, végiil a
jobboldali részfa preorder bejarasa.

Algoritmus: Inorder bejiras: azaz el6szor a bal részfa inorder bejarasa, majd a gyokérelem, végil a
jobboldali részfa inorder bejarasa.

Algoritmus: Postorder bejaras: azaz el6szor a bal részfa posztorder bejardsa, majd a jobboldali részfa
posztorder bejarasa, végiil a gyokérelem feldolgozasa.

17.2 Sdlyozott graf fogalma

Definicié: Az tn. silyozott grafban (ami lehet irdnyitott graf is), minden élhez hozzdrendeliink egy
értéket, ami az él koltsége, silya vagy hossza az alkalmazastdl fiiggden.

17.3 Kruskal, Prim, Dijkstra algoritmusok iranyitatlan grafokra

Definicié: Egy graf minden csicséat tartalmazé fat a graf feszitofajanak nevezziik.
Tétel: Minden (6sszefiiggd) grafnak van feszitéfdja.

Algoritmus: (Prim algoritmus) Vdlasztunk egy kiinduldsi csticsot tgy, hogy ez a csiics a legkisebb
salyu él végpontja legyen. Az ebbdl kiindulé élek koziil a legkisebb silyi mentén vélasztjuk a kévetkezé
csucsot. A legkisebb silyu élhez flizziik a ré illeszkedo legkisebb silyu élet, ha az nem alkot kort az eddig
vizsgalt élekkel. Ha mar van n — 1 él, akkor készen vagyunk.

Algoritmus: (Kruskal algoritmus) Az éleket stilyuk szerint novekvd sorrendbe rendezziik. A legkisebbtél
kezdve vessziik 6ket (nem feltétlentil illeszkedéen) gy, hogy ne képezzenek kort. Ha mar van n — 1 él,
akkor készen vagyunk.

Algoritmus: (Dijkstra algoritmus) Vélasztunk egy kiindulési csticsot. Mindegyik csicshoz rendeljiik
hozza azt, hogy mekkora volt az élstilyok 0sszege, amik mentén a csiicsba eljutottunk. Kezdetben minde-
gyik végtelen. Valasszuk a kiindulasi csiicsunkhoz illeszked? éleket, és az élek masik végén 1évo csicsokhoz
rendeljiik hozza az élsilyok Osszegét, amin eljutunk a csicsba. Ezt kovetéen minden 1épésben a legkisebb
Osszegii csucsbdl indulunk ki, és nézziik meg a tobbi csticsba vezetd élek sulyosszegét. Ha ez kevesebb, mint
az adott csiicshoz hozzarendelt érték, akkor erre médositjuk, ha nagyobb, akkor valtozatlanul hagyjuk.
Végiil, ha mar nem taldlunk semelyik csticshoz sem kisebb 6sszeget, végeztiink.
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