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1 Tétel

1.1 Természetes szamok

A természetes szdmok halmazén (N) két miivelet van értelmezve, az Osszeadds és a szorzds, illetve egy <
rendezési reldcié. Két fontos tulajdonsdga van a halmaznak, hogy van legkisebb elem (1) és minden elem
utan van kozvetlentil kovetkez6.

1.2 Teljes indukcid
Adottak az Aq, As, ..., Ay, ... dllitasok. Ekkor a teljes indukcié bizonyitasi elve:

1. Belatjuk, hogy A; teljesiil.
2. Belatjuk, hogy ha A, teljesiil valamilyen n € N esetén, akkor A, ;1is.

Ezzel belattuk az A,, dllitdsokat.

1.3 Valds szamok bevezetése, axiomak

A valés szdmok halmazanak (R) elemeit megfeleltetjiik a szdmegyenes pontjainak. A halmazon értelmezve
van két miivelet, az Osszeadds, a szorzas, valamint értelmeziink egy < rendezési relaciét.

1.3.1 Miveletekre vonatkozé axiémak

1. Az osszeadas asszociativ.

2. Az Gsszeaddsnak van egységeleme (0).

Az Osszeaddsra nézve minden elemnek létezik inverzeleme. Ez a szdm ellentettje.
Az 6sszeadds kommutativ.

A szorzés asszociativ.

A szorzésnak van egységeleme (1).

R T o

A szorzésnak az Osszeadds egységelemén kiviil minden elemre nézve létezik inverzeleme. Ez a szdm
reciproka.

A szorzds kommutativ.

*

9. A szorzas az Osszeaddsra nézve disztributiv szabélyt alkot.

1.3.2 Rendezési reldciéra vonatkozé axiomak

1. A relécié reflexiv.
2. A reldcié antiszimetrikus.

A rel4cié tranzitiv.

= W

Ha z < y akkor Vz € Resetén z 4+ z <y + z.

5. Hax <y és 0 < z esetén xz < yz.

1.3.3 Archimédeszi axioma

A valds szamok halmazaban nincsen legynagyobb elem.

1.3.4 Cantor-féle axiéma

Legyen adott korlatos és zart, egymasba skatulydzott intervallumok egy sorozata, melyekre I, 11 C I,,.
Ekkor dc € R, amire ¢ € I,,Vn esetén.
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1.4 Cantor féle kozos-pont tétel

Tegyiik fel, hogy a Cantor-féle axiéma teljesiil, illetve, hogy Ve > 0-hoz 31}, intervallum, amelyre |Ij| < e.
Ekkor a kozospont egyértelmii.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy két ilyen kozos pont van, azaz legyen x,y € I,,Vn esetén. Tudjuk, hogy
x —y < |I,|. Ezért mivel lim,,_, o |I,] = 0, ezért x —y = 0, tehdt © = y.

1.5 Halmazok korlatossaga

Adott H C R halmaz korldtos, ha 3K € R, amelyre Vo € H esetén K > |x|.

1.6 Infimum és supremum, kétfajta definicio
1.6.1 Legnagyobb als6 korlat

Legyen H egy alulrél korlatos, nem iires halmaz. Megmutathatd, hogy az alsé korlatok kozott 1étezik
legnagyobb. A halmaz legnagyobb alsé korlatjat infimumnak nevezziik.
Mas szoval az s € R szam a H infimuma, ha:

1. s <x,Vx € H esetén.

2. Ha s’ egy tetszbleges alsé korldtja H-nak, akkor s’ < s.

1.6.2 Legkisebb fels6 korlat

Legyen H egy feliilrdl korldtos, nem {ires halmaz. Megmutathatd, hogy a fels6 korlatok kozott 1étezik
legkisebb. A halmaz legisebb fels6 korlatjat suprémumnak nevezziik.
Mas szoval az s € R szam a H suprémuma, ha:

1. s > x,Vx € H esetén.

2. Ha s’ egy tetszbleges fels6 korldtja H-nak, akkor s’ > s.

1.7 Létezés feltétele

TetszOleges nem iires alulrdl korlatos halmaznak 3 infimuma.

Bizonyitids Legyen a; egy alsé korldt. Ha a; € H, akkor kész a bizonyitds. Tehdt legyen a1 ¢ H, és
legyeb by € H tetszleges halmazbeli elem. Legyen Iy = [ag;b1] és definidljuk a ¢; := (“erbl szamot.

Ha ¢y alsé korlat, akkor legyen as := ¢y és by := by. Ha c¢; nem alsé korlat, akkor legyen as := ay és
by := ¢1. Legyen tovédbbd Iy = [as, ba].

Ezt a konstrukcidt folytatva egy egy egymasba skatulyazott, zart intervallumrendszert kapunk, amelyre
limy, —yinf |I| = 0, hiszen minden 1épésben az intervallum hossza a felére csokken.

Tehat a Cantor-féle kozospont tétel miatt 1étezik egy egyértelmii kozospont. Ez a kozospont kisebb vagy
egyenld, mint minden by, ezért alsé korlat, valamint nagyobb vagy egyenld az Gsszes ay alsé korlat, tehat

valéban létezik infimum.
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2 Tétel

2.1 Topologiai alapfogalmak
2.1.1 Kornyezet

Egy x( valds szam kornyezetén az (xg — €; z¢ + €) nyilt intervallumot értjiik, ahol € > 0 tetszleges.

2.1.2 Bels6 pont

Az xy € H pont a H halmaz bels6 pontja, ha Je > 0, hogy (zg — ¢; 29 +¢) C H.

A bels6 pontok halmazat az int(H) jeloli.

2.1.3 Kiils6 pont

Az zy € R pont a H halmaz kiilsé pontja, ha Je > 0, amire (xo — €;z9 +¢€) N H = 0.
A kiils6 pontok halmazat az ext(H) jeloli.

2.1.4 Hatarpont

Az x¢ € R pont a H halmaz hatarpontja, ha se nem kiilsé, se nem bels6 pontja.
Tehét Ve > 0 : (zg — €; 20 + €) kérnyezetében belsé és kiilsé pontok is vannak.
A hatérpontok halmazdt §(H) jeloli.

2.1.5 Nyilt és zart halmazok

A H halmaz nyilt, ha minden pontja bels6 pont.
A H halmaz zart, ha minden hatdrpontjat tartalmazza.

2.2 Haromszog egyenotlenség, altalanos eset
Legyen a,b € R |a +b| < |a| + |b]

Bizonyitds +a < |a| és £b < |b].

Ebbdl kovetkezik, hogy +(a + b) < |a|] + |b], amibél |a + b| < |a| + |b|
2.3 Bernoulli egyenl6tlenség

Tetszbleges n € N és h € R esetén, (14 h)™ > 1 + hn teljesiil.
(Egyenldség csak akkor teljesiil, ha n=0, vagy n=1, vagy h=0)

2.4 Szamtani és mértani kozép, egyenlotlenség

2.4.1 Szamtani és mértani k6zép

Tekintstink n nemnegativ valds szdmot, z1, To, ..., t, > 0. Ezek szamtani kozepe:

1 —
Anzzgcl—HE2+ —HU”:%ZM
k=1

n

Ezek mértani kozepe:

2.4.2 Szamtani és mértani kézepek egyenl6tlensége
Ay > Gy

Egyenloség csak akkor teljesill, ha 1 = x5 = ... = x,,.
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Bizonyitas Eloszor egy gyengébb allitast bizonyitsunk.
Legyenn > 2 € N, éslegyenek az z;, > 0 € R olyan szamok, amelyek kozott van legalabb kett6 kiilombozé

es n
EkZI Lk =1

n

n
H T < 1.
k=1

Alkalmazzuk a teljes indukciét! n = 2 esetén az &llitas trividlis. Tegyiik fel, hogy az &llitds teljesiil
valamilyen n-re. Kéne, hogy n + 1-re is teljesiiljon.

Tekintsiik az xj szamokat, ahol k = 1,2,...,m 4+ 1 és legyen xj := 1 + t;. Legyen tovabbé az xj szdmok
szdmtani kozepe 1. Ez azt jelenti, hogy > _, tx = 0, azaz van kozottik pozitiv és negativ is, hiszen
nem mind egyforma. Az atlathatdsag sériilése nélkiil feltehetjiik, hogy ¢, < 0 < t,4+1. Legyen ekkor
Tp =1+t +tnp1 > 1+ 1ty +tag1 +tntnit = TnTnyr.

Ekkor azt latjuk, hogy

Ekkor

n—1 n+1
L1+ Ty 4 Ty 2k = Z(1+tk)+1+tn+tn+1 zn—i—Ztk:n
k=1 k=1

azaz az xi,%a2,..., T, szamtani dtlaga 1 és nem mind egyforma. Ekkor az indukciés feltevés miatt a
szorzatuk valéban kisebb, mint 1.
Konnyen lathato, hogyha az Osszes xp szam egyenl6, akkor xj = 1, igy a szorzatuk is 1. Tehat megfogal-

mazhatjuk tetszéleges x > 0 szdmokra ahol k =1,2,...,n, és ha

ZZ:1 Lk

n

=1
teljesiil, akkor

n
k=1

Legyenek adottak az ag szamok, ahol k = 1,2, ...,n. Legyen tovabba

A= Zzzl ak
n

és legyenek xj, = . Ekkor a szdmtani kozepe 1, igy

Azaz

Amibél kapjuk a bizonyitandét.

2.5 Szamsorozat, alaptulajdonsagok

2.5.1 Szamsorozat

A szdmsorozaton egy olyen hozzarendelést értiink, ahol minden n € N-hez hozzarendeliink egy valds
szémot. Az (a) sorozat n-edik elemét a,, jeloli, az egész sorotatot (a,)-el jeldljiik.

2.5.2 Sorozat korlatossaga

Az (ay,) sorozat korlatos, ha IK € R, amire |a,| < K,Vn € N esetén.

2.5.3 Sorozat monotonitasa

Az (ay) sorozat monoton névé, ha a, < a,41,Vn € N.
Az (ay) sorozat monoton csokkend, ha a,, > an41,¥n € N.
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2.6 Hatarérték

Arra vagyunk kivancsiak, hogy n novelésével, mi lesz a,,-el.

2.6.1 Hatarérték definicidja

Legyen (ay) egy sorozat. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens és hatérértéke az A szdm, ha
Ve > 0-hoz 3N = N (e) kiiszobindex, melyre ¥n > N esetén |a,, — A| < e.

Jelolése: lim, s a,, = A

2.6.2 Hatarérték altalanos definicidja

Azt mondjuk, hogy lim,, o a, = A, ha A-nak VU kornyezetéhez megadhaté egy N = N (U) kiiszobindex,
melyre VYn > N esetén a, € U.

2.7 Divergencia, tipusai

Ha (a,) nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.

2.7.1 Tipusai

1. Az (ay) sorozat a +oo-be divergdl, ha VK € R korlathoz 3N = N (K) kiisz6bindex, hogy han > N,
akkor a, > K.
Jele: lim,, .o a,, = +00.

2. Hasonlban, az (a,,) sorozat a —oo-hez divergal, ha Vk-hoz 3N = N (k) kiiszobindex, hogy han > N,
akkor a,, < k.
Jele lim,, o a,, = —00.

3. Egy maésik fajta divergencia, ha a sorozat elemei tobb pont koriil torlérnak.

Példaul a, = (—1)".

2.8 Konvergencia és korlatossag kapcsolata

Ha egy sorozat konvergens, akkor korldtos.

Bizonyitas Rogzitsiink egy e-t, és egy hozzatartozd ng kiiszobindexet. Legyen tovabba lim,,_, o a, = A.
Ekkor az (a,) sorozatnak az (A — ¢; A + €) intervallumon kiviil véges sok eleme van, {gy ennek a véges
sok elemnek 1étezik minimuma és maximuma, tehéat 1étezik

m:=min{ap|n <ng} M :=max{a,|n < ng}.

Ekkor fels6 korlatnak j6 lesz max(M, A + €), alsé korlatnak pedig min(m, A — ¢).
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3

3.1

Tétel

Hatarérték tulajdonsagai

Legyen adott két konvergens sorozat a,, és by, lim, oo a, = A lim, . b, = B.
Ekkor:

1.
2.

oo W

3.2
3.2.1

Tetszbleges ¢ € R esetén (ca,,) is konvergens és lim,,, ca, = cA.
(an + by) is konvergens és lim,, o (an, + b,) = A+ B.
(anby) is konvergens és lim,,—, o (a,b,) = AB

lim,, 00 |an| = |A]

Tegyiik fel, hogy A # 0 és a,, # 0. Ekkor lim,, o, = = &

Qn

lw

Az elézb feltételekkel lim,, o Ln =

Cauchy-sorozat, konvergenciaja

Cauchy-sorozat

Azt mondjuk, ahogy (a,) eleget tesz a Cauchy feltételnek, ha Ve > 0-hoz IN = N(e) kiiszobindex, melyre
teljesiil, hogy Vn,m > N esetén |a, — an,| < €.
Ezeket a sorozatokat Cauchy-sorozatoknak nevezziik.

3.2.2

Cauchy-sorozat konvergenciaja

(an) konvergens < (a,) Cauchy-sorozat.

Bizonyitas

1.

3.3

Elészor azt bizonyitjuk, hogy ha (a,) konvergens, akkor Cauchy-sorozat.
Legyen lim,, .o a, = A és legyen € > 0 tetszéleges. Ekkor az §-héz AN = N(5) kiiszobindex,
melyre n,m > N esetén |a, — A| < §,|am — A| < §. Ekkor

€

2

— €

[ = | = |(an = 4) + (A = a)| < lan = Al + lam — 4] < 5 +

. Mésodszor azt bizonyitsuk, hogy ha (a,) Cauchy-sorozat, akkor konvergens.

El6szor lassuk be, hogy a Cauchy-sorozat korlatos!
Tudjuk, hogy valamilyen rogzitett ng kiiszobindex utén |a, — am| < €, azaz a, € (am — € am + €).
Ekkor ezen az intervallumon kiviil csak véges sok eleme van a sorozatnak, tehat

K = maz{(|am| + e U {|ar||k < no})}

j6 korldt. Tehdt az (a,) Cauchy-sorozat korldtos, emiatt van konvergens részsorozata.
Legyen ez a részsorozat (ay, ) ahol lim_,  a,, = A.

Tudjuk, hogy valamilyen kiiszébindex utdn |a, — an| < §  |an, — A| < § teljesiil.
Ekkor |a, — A| = |an — G, + an,, — A| = |an — an, | + |an, — 4| < e

Rész-sorozat

Adott az (a,) sorozat. Egy indexsorozatot gy definidlunk, hogy Vk € N szdmhoz hozzéarendeliink egy
ng-val jelolt indexet, hogy n1 < ng < ... < ng, ... teljesiiljon.
A részsorozat elemei ay,,, an,, ..., Gp,,, ... lesznek.

3.4

Monoton részsorozat létezése

Minden sorozatnak van monoton részsorozata.
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Bizonyitids A bizonyitashoz elszor definidljuk a csticspontot!

A sorozat egy a,, elemét cstcspontnak nevezziik, ha a,, > a,,, Vm > n. Tehét a csiicspont nagyobb, vagy
egyenld, mint az utana kovetkezd 0sszes elem.

Két eset 1étezik:

1. Ha végtelen csiicspont van, akkor legyenek ezek indexei ny < ngy < ... < ng < ...
Ekkor az (ay, ) részsorozat monoton fogyd.

2. Ha véges sok csucs van, akkor legyen n az utolsé cstcs indexe, ha nincs csics, akkor n = 0.
Definidljuk n;-t, mint n; := n 4+ 1. Ekkor mivel a,, nem csics, ezért van nala nagyobb elem.
G, > Qp,, ahol ng > nq.
fgy tudunk novo részsorozatot konstrudlni.

3.5 Nullsorozat, tulajdonsagok
3.5.1 Nullsorozat

Az (a,) konvergens sorozatot nullsorozatnak nevezziik, ha hatarértéke 0, azaz Ve > 0-hoz IN = N(e)
kiiszobindex, hogy Vn > N-re |a,| < €.

3.5.2 Nullsorozat tulajdonsagai
1. (ay,) konvergens és hatarértéke A <= b,, = a,, — A nullsorozat.
2. Tegyiik fel, hogy (a,,) nullsorozat, és (b,) korldtos sorozat. Ekkor az (a,b,) is nullsorozat.

3. Tegsiik fel, hogy lim,,_, o a, = 00, és legyen

b e i ha a, >0
"1 0 haa,<0

Ekkor (b,,) nullsorozat.

S

. (a) pontosan akkor nullsorozat, ha (|a,|) nullsorozat.

ot

. Legyen (a,) nullsorozat, és lim,,_,~ b, = co. Ekkor (a,b,) hatarértéke lehet 0, konstans, vagy +oo.

3.6 Torlédasi pont, kapcsolat a hatarértékkel

3.6.1 Torlédéasi pont

Adott (a,) sorozatban t € R torldddsi pont, ha Ve > 0-ra a (t — ;¢ + €) intervallum végtelen sok elemét
tartalmazza az (a,) sorozatnak.

3.6.2 Torlédasi pont kapcsolata a hatarértékkel

Ha az (a,) sorozat konvergens, akkor egyetlen torléddsi pontja van.

3.7 Limsup és liminf

Ha a torlddasi pontok halmaza feliilrol korlatos, akkor ennek a legkisebb felso korlatjat limes suprerumnak
nevezzik.

Jelolése: limsup(ay,).

Hasonléképpen ha a torlédasi pontok halmaza alulrél korlatos, akkor ennek a legnagyobb alvé korlatjat
limes infimumnak nevezziik.

Jelolése: liminf(ay,)..
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4 Tétel

4.1 Bolzano-Weierstrass tétel

Minden korlatos (a,) sorozatnak létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitas Tudjuk, hogy minden sorozatnak van monoton részsorozata. Ha ez mégkorlatos is, akkor
konvergens is.

4.2 Szamtani-atlag-sorozat hatarértéke

Adott (a,) nullsorozat. Legyen

_artazt..tap _1
aotttete 1,

Ekkor lim,, o, A, = 0.
Bizonyitas Legyen € >0
1w 1<
Al = 1Y ad < Sl
k=1 k=1

Az §-héz AN = N(e) kiiszobindex, hogy ga n > N, akkor |a,| < §. Ezekre az indexekre

la1] + |az] + ... + |an| + ... + |an] < N en—-N N c

Al <
[An] < n n 2 n n 2

ahol |a,| < K korlat.
Ha n > % = Ny, akkor %K <e. Tehdt, han > Ny, akkor [A,| < §+ 5 =€
Ezzel az allitast belattuk.

4.3 Az e szam értelmezése, kétféle eldallitasa

o] 1
n=0 n!

Az Euler-féle szémot, az e-t tigy definidljuk, hogy e := limy, o0 (1+2)", illetve e := 3 (Taylor-sor).

4.4 Nevezetes sorozat hatarértékek
1. aeR a, =n% esetén lim,_,,ocn® =
(a) cohaa>0
(b) ,haa=0
(¢) 0,haa<0
2. a, = a"™ sorozatnal: lim,_, . a"™ =
(a) oco,ha a>1
(b) I, haa=1
(¢) 0, haa] <1
(d) #, haa<—1
3. ap, = Ya,a > 0 sorozatra: lim, o, a, =0
4. a, = ¥n sorozat hatarértéke: lim, .o, a, =1

n
a — 0

4.5 Hatarérték monotonitasa

Legyen a,, < b, valamilyen kiiszobindex utan. Ekkor, ha léteznek a hatarértékek, lim,, o @, < lim, o0 by
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4.6 Renddbrelv sorozatokra

Legyen a,, < b, <c¢, Vn € N valamilyen kiiszobindex utan. Legyen tovabba lim,, ..o a,, = lim, o Cp.

Ekkor, ha léteznek a hatarértékek, lim,, o a, = lim,_,o b, = lim,_, Cyp.

Bizonyitas Legyen € > 0 tetszOleges, valamint legyen lim,, .o @, = lim, o ¢, = A.

Ekkor IN; kiiszobindex, melyre n > Nj esetén |a, — A| < e. Specidlisan a,, > A — €.
Hasolnéan INy, melyre |¢, — A| <€, Vn > Ns. Specidlisan ¢, < A +e.
Ekkor n > max(Ny, N2) esetén:

A—e<ap<b,<c,<A+c¢

Ebbol kapjuk a bizonyitandét.
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5 Tétel

5.1 Végtelen sor

Sor alatt valés szamok Osszegétértjiik, ahol az 6sszeadanddk szamavégtelen: ay + as + ... + a, + ...
Formadlisan, végtelen sor alatt, egy > - | a,, alakd végtelen dsszeget értiink.

5.2 Végtelen sor konvergenciaja, sziikséges feltétel konvergenciara

A Z:;O:l an végtelensor konvergens, ha részletosszegek sorozata, s, = 22:1 an konvergens.
Ekkor mondjuk azt, hogy a sor 0sszege: EZOZI ap = lim, o Sn.
Ha a részletosszegegek sorozata (s,) nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a végtelen sor divergens.

5.2.1 Végtelen sorok sziikséges feltétele konvergenciara

Ha (3> a,) konvergens, akkor (a,) nullsorozat. Ez forditva nem igaz.

5.3 Divergencia teszt

Ha (a,) nem nullsorozat, akkor (> a,) divergens.

Bizonyitds Mivel (3 a,,) sziikségesfeltétele, hogy (a,) nullsorozat legyen, kapjuk is a bizonyitandét.

5.4 Végtelen mértani sor, konvergencia feltétele, sor Gsszege

Legyen a,, = ag" ™!, ekkor (3} a,) mértani sor.

5.4.1 Meértani sor Osszege

Adott a,, = ag"~! mértani sor. Ekkor |g| < 1 esetén
o0
oot
n — .
n=1 1- q

Bizonyitas Tudjuk, hogy > 07  a¢" ' = a(%‘;n). Ekkor ha |q| < 1,

lim ia n1 _ i a(l—¢")  a(l—-lim,q¢") @
n—o00 q T n—ooo 1—gq o 1—g¢q _1—q
n=1

5.5 Koch gorbe, keriilete és teriilete
A kiindulas egy szabdalyos haromszog. Minden 1épésben:
1. Osszuk az oldalt 3 egyenl6 részre

2. Minden ko6zépso szakaszra illesszlink egy szabdlyos haromszoget.

5.5.1 Keriilete

Legyen a az kiindulasi haromszog egy oldalanakhossza. Minden lépésben minden oldal az eléttelévo hossz

3-a lesz, tehat a keriilete K = 3alim, oo (3)" = co.

5.5.2 Teriilete

Legyen T az alap hdromszog teriilete. Az elsé 1épés utan oldalanként 1 Gj haromszog lesz, aminek a
teriilete az el6zotertilet %-e. A kovetkezd 1épésben oldalanként 4 1j haromszog jon létre, amiknek a
tertilete az eléz6haromszogek é-e. Tehat osszeadva:

T T T T~ 4 T 1 8T
Tow=T+3~+4+3—4+3—16+..=T lim — =T+ = =,
+35 34+ 3516+ +3ngr509];(9) +31_%
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6 Tétel

6.1 Cauchy kritérium sorokra
A (3 ay) végtelen sor teljesitia Cauchy-kritériumot, ha Ve > 0 3N = N(e) kiiszobindex, melyre ¥n >

m > N esetén
n

[$n = Sm| = |@m41 + .. +an| =] Z ag| < €
k=m+1
6.2 Osszehasonlité kritériumok végtelen sorokra
6.2.1 Majorans kritérium
Adott két sor, melyekre 0 < b,, < a,, teljesiilegy kiisz6bindex utan. Tegyiik fel, hogy (> a,) konvergens.
Ekkor (> b,) is konvergens.
6.2.2 Minorans kritérium

Adott két sor, melyekre a,, < b, egy kiiszébindex utdn. Tegyiik fel, hogy (3 a,) divergens. Ekkor (> b;,)

is divergens.

6.3 Abszolit konvergens sor

Azt mondjuk, hogy (> a,) abszolut konvergens, ha (> |a,|) konvergens.

6.3.1 Kapcsolataa konvergenciaval

Ha (3 a,,) abszolit konvergens, akkor konvergens is.

Bizonyitids Tegyiik fel, hogy (3 |an|) konvergens. Ekkor felirhat6 a Cauchy-kritérium:

n n
| Z an| < Z |-

m—41 m—41

Majorélva kijon a konvergencia.

6.4 Hanyados kritérium, gyengitett valtozat

1. Tegyiik fel, hogy d¢ < 1, amire %| < g < 1 teljesiil Vn € N esetén. Ekkor abszoliat konvergens.

2. Tegyiik fel, hogy |“2+1| > 1 teljesiil. Ekkor a sor divergens.

Bizonyitas

1. Tudjuk, hogy ¢ <1 és, hogy |%|<gq, |%[<gq, ---|%]<q.
Ezeket Gsszeszorozva: |25 < ¢" = |ant1| < ¢"|an].
Ezazt jelenti, hogy majoralni tudjuk egy 1-nél kisebb kvéciensii mértani sorral, ami nyilvan kon-
vergens.

2. A divergencia teszt miatt egybdl kapjuk a bizonyitanddét.

6.4.1 Gyengitett valtozat

Tegyiik fel, hogy létezik a lim,,_, |QZ—:1\ = A hatarérték. Ekkor, ha
1. A <1, a sor abszolit konvergens.
2. A > 1, a sor divergens.

3. A =1, a sor lehet konvergensés divergens is.

2018.09.12. 13. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 7 TETEL

7 Tétel

2018.09.12. 14. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 8 TETEL

8 Tétel

2018.09.12. 15. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 9 TETEL

9 Tétel

2018.09.12. 16. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 10 TETEL

10 Tétel

2018.09.12. 17. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 11 TETEL

11 Tétel

2018.09.12. 18. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 12 TETEL

12 Tétel

2018.09.12. 19. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 13 TETEL

13 Tétel

2018.09.12. 20. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 14 TETEL

14 Tétel

2018.09.12. 21. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 15 TETEL

15 Tétel

2018.09.12. 22. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 16 TETEL

16 Tétel

2018.09.12. 23. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 17 TETEL

17 Tétel

2018.09.12. 24. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 18 TETEL

18 Tétel

2018.09.12. 25. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 19 TETEL

19 Tétel

2018.09.12. 26. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 20 TETEL

20 Tétel

2018.09.12. 27. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 21 TETEL

21 Tétel

2018.09.12. 28. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 22 TETEL

22 Tétel

2018.09.12. 29. oldal Erdélyi Aron



Analizis 1. Vizsga Jegyzet 23 TETEL

23 Tétel

2018.09.12. 30. oldal Erdélyi Aron



	Tétel
	Természetes számok
	Teljes indukció
	Valós számok bevezetése, axiómák
	Műveletekre vonatkozó axiómák
	Rendezési relációra vonatkozó axiómák
	Archimédeszi axióma
	Cantor-féle axióma

	Cantor féle közös-pont tétel
	Halmazok korlátossága
	Infimum és supremum, kétfajta definíció
	Legnagyobb alsó korlát
	Legkisebb felső korlát

	Létezés feltétele

	Tétel
	Topológiai alapfogalmak
	Környezet
	Belső pont
	Külső pont
	Határpont
	Nyílt és zárt halmazok

	Háromszög egyenőtlenség, általános eset
	Bernoulli egyenlőtlenség
	Számtani és mértani közép, egyenlőtlenség
	Számtani és mértani közép
	Számtani és mértani közepek egyenlőtlensége

	Számsorozat, alaptulajdonságok
	Számsorozat
	Sorozat korlátossága
	Sorozat monotonitása

	Határérték
	Határérték definíciója
	Határérték általános definíciója

	Divergencia, típusai
	Tipusai

	Konvergencia és korlátosság kapcsolata

	Tétel
	Határérték tulajdonságai
	Cauchy-sorozat, konvergenciája
	Cauchy-sorozat
	Cauchy-sorozat konvergenciája

	Rész-sorozat
	Monoton részsorozat létezése
	Nullsorozat, tulajdonságok
	Nullsorozat
	Nullsorozat tulajdonságai

	Torlódási pont, kapcsolat a határértékkel
	Torlódási pont
	Torlódási pont kapcsolata a határértékkel

	Limsup és liminf

	Tétel
	Bolzano-Weierstrass tétel
	Számtani-átlag-sorozat határértéke
	Az e szám értelmezése, kétféle előállítása
	Nevezetes sorozat határértékek
	Határérték monotonitása
	Rendőrelv sorozatokra

	Tétel
	Végtelen sor
	Végtelen sor konvergenciája, szükséges feltétel konvergenciára
	Végtelen sorok szükséges feltétele konvergenciára

	Divergencia teszt
	Végtelen mértani sor, konvergencia feltétele, sor összege
	Mértani sor összege

	Koch görbe, kerülete és területe
	Kerülete
	Területe


	Tétel
	Cauchy kritérium sorokra
	Összehasonlító kritériumok végtelen sorokra
	Majoráns kritérium
	Minoráns kritérium

	Abszolút konvergens sor
	Kapcsolataa konvergenciával

	Hányados kritérium, gyengített változat
	Gyengített változat


	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel
	Tétel

