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1. TETEL

1. Tétel

1.1. Cantor-féle kozospont tétel

Adottak az I,1Is,...,I,,.... C R egymasba skatulyazott, zart intervallumok, melyekre

In+1 cI,.

Ha lim,,_, |I,| = 0, akkor Iz € R amire = € I,,Vn esetén.

1.2. Teljes indukcio
Adottak az Aq,...,A,,... allitasok. A bizonyitési elv:

1. Belatjuk, hogy A; teljesiil.
2. Belatjuk, hogy ha A, teljesiil valamilyen n € N esetén, akkor A, 41 is.

Ezzel bebizonyitottuk az A, allitasokat.

1.2.1. Példa teljes indukciéra

Bizonyitsuk be, hogy Y ;_, k = n(";l) (ez az A, allitas).

1. n=1esetén 1 = L2 (tehat A, teljesiil).
2. Tegyiik fel, hogy valamilyen n-re teljesiil az allitas. Ekkor

n+1 n

n(n+1) n2—|—3n—|—2:(n+1)(n—|—2).

dk=n+1+> k=n+1+ =
k=1 k=1 2 2

(Tehat ha A,, igaz, akkor A, 11 is.)

Ezzel belattuk az allitast, az indukcios eljarast befejeztiik.

1.3. Szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség

Legyen ai,as,...,a, > 0 € R, ekkor

Egyenl6ség, ha Vi,j a; = a;.

1.4. Haromszog egyenlGtlenség

Legyen ay,as,...,a, € R, ekkor

n

>

i=1

n

<> lail-
i=1

Egyenl6ség, ha Vi,j a; = a;.

1.5. Infimum

2

Adott H alulrol korlatos halmaz. Ekkor a legnagyobb als6 korlat a halmaz infimuma, inf(H)
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1.5.1. Tétel

Adott H alulrol korlatos halmaznak létezik infimuma.

Bizonyitas
Legyen a; az also korlat. Ha aq € H akkor kész vagyunk. Tehat legyen a1 ¢ H, és legyen b € H egy tetszSleges
elem, ahol by > ay. Legyen I1 = [ay, b1] és definidljuk a ¢ := (“erbl szamot.
Ha ¢; als6 korlat, akkor legyen as := c¢1 és by := b;. Ha ¢; nem alsé korlat, akkor legyen as := a1 és by := c;.
Legyen tovabba Iy = [as, ba].
Ezt a lépést a végtelenségig ismételve egy egymasba skatulydzott, zart intervallumrendszert kapunk, melyre
lim,,_, 0 | I,| = 0, hiszen minden lépésben felezddik az intervallum hossza. Tehat a Cantor-féle kozospont tétel
miatt 1étezik egy darab kozos pont. Ez a kozos pont kisebb vagy egyenls, mint a by szamok, tehat biztosan alsé
korlat. Tovabba nagyobb vagy egyenls az Gsszes ay, szamnél, igy nincs nala nagyobb also6 korlat. Tehat valéban
létezik infimum.

1.6. Szuprémum

Adott H feliilrsl korlatos halmaz. Ekkor a legkisebb felss korlat a halmaz szuprémuma, sup(H).

1.6.1. Tétel

Adott H feliilr6l korlatos halmaznak létezik szuprémuma.

Bizonyités

1.7. Maéasodrendi Taylor formula

Tegyiik fel, hogy f: D — R kétszer differencialhaté (xg,yo) € intD-ben. Ekkor

02 f 82

of AzAy + (Ay)2> 4L

2
fz,y) = f(zo,y0) + == Az + afA + - <6 f(Ax)2

Ox oy Ox? OyOx dy?

ahol Ly a Lagrange-féle maradéktag.
Bizonyitas

Legyen F : [0,1] — R fliggvény és
F(t) = f(zo + tAz,yo + tAy).

Ekkor 8f af
F'(t) = 5 Az + =~ 9y
" 82f 2 8 f 62 2

Felirva F-re a méasodrendt Taylor formulét

0*f
Oy

P ) o?
F(1) - F(0) = 8an:+6£ y+ = (a];(A)

02
AzAy + 3y -5 (Ay) ) + Lo

azonban F'(1) — F(0) = f(z,y) — f(z0,y0). Ezzel kapjuk is a bizonyitandot.
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2. TETEL

2. Tétel

2.1. Mértani sor

Legyen a,, = aq™ !, ekkor (E an) egy mértani sor.

2.1.1. Mértani sor 3sszege

Adott a, = ag™ ! mértani sor. Ekkor

oo 1%(1, ha |¢| < 1
Zan: 00, hag>1
n=l ﬂv haqgfl

2.2. Végtelen szamsor Osszege

Adott egy (ay,) sorozat, ekkor

egy végtelen sor.

2.3. Divergencia-teszt

Ha (a,) nem nullsorozat, akkor (Y a,) divergens.

2.4. Hanyadoskritérium (d’Alembert féle)

1. Tegyiik fel, hogy 3¢ < 1, amire
anJrl
a“fl

<g<l1

teljestil Vn € N esetén. Ekkor a sor abszolat konvergens.

2. Tegylik fel, hogy

Ap41 Z 1
427
teljestil Vn € N esetén. Ekkor a sor divergens.
Bizonyitas
1. Tudjuk, hogy
Zl<g |8l <q il <
aq a9 Qp,
Ezeket 0sszeszorozva kapjuk, hogy
Ap+41
Z <q¢" = |ans1| < ¢"aal-
1

Ez azt jelenti, hogy a sort majoralhatjuk egy 1-nél kisebb kvécienst mértani sorral, ami nyilvan konvergens.

2. A divergencia-teszt miatt egybdl kapjuk a bizonyitandot.

2017. december 12. 14:04 8
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2.5. Gyokkritérium (Cauchy féle)

1. Tegyiik fel, hogy 30 < ¢ < 1 € R, melyre {/|a,| < ¢ teljesiil Vn € N esetén. Ekkor a (Z an) sor abszolut
konvergens.

2. Tegyiik fel, hogy {/]a,| > 1 teljesiil Vn € N. Ekkor a (3 a,) sor divergens.

Bizonyitas
1. Tudjuk, hogy
lan] < ¢ <1
azaz a sort majoralhatjuk egy 1-nél kisebb kvdciensd mértani sorral, ami nyilvan konvergens.

2. A divergencia-teszt miatt egybdl kapjuk a bizonyitandot.

2.6. Abszolut konvergencia

Azt mondjuk, hogy a (Z an) sor abszolut konvergens, ha (Z |an|) konvergens.

2.7. Feltételes konvergencia

Azt mondjuk, hogy a (Z an) feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolit konvergens.

2.8. Leibniz-tipusu sor

Azt mondjuk, hogy (" a,) Leibniz-tipust sor, ha az (a,) sorozatra
1. oszcillalé sorozat, azaz a,, - a,4+1 < 0 teljesiil Vn € N esetén
2. (Jan|) monoton fogyo

3. (ay) nullsorozat.

2.8.1. Tétel

A Leibniz-tipust sorok konvergensek.

Bizonyitas
Legyen a; > 0. Ekkor a paratlan indexti tagok pozitivak, a paros indexu tagok pedig negativak. Legyen tovabba

2k
Qp = E a;
=1

2k—1

B = Z a;
i=1

Iy = [ag, Br]-

Ekkor az Ij, intervallumsorozat teljesiti a Cantor-féle kbzospont tétel feltételeit, igy létezik egy kozos pont, azaz

oo

lim a, = lim G, = E Ay,

n— oo n— oo 1
n=

2017. december 12. 14:04 9 Vaghy Mihéaly
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2.9. Kétvaltozos fiiggvény feliiletének felszine

Adott f: R+ R kétvaltozos fiiggvény, ahol R C R2. A feliilet
§ ={ (@, /(@,v) € B*|(,y) € R}.

A felszint sikdarabkéakkal kozelitjiik (egyvaltozos fiiggvénnyel analog modon, ahol hirokkal kozelitettiink). A

keresett felszin - -
)= | \/1+ (5) @+ (5) @odes.
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3. TETEL

3. Tétel

3.1. Fiiggvény hatarértéke véges pontban

Adott f: D — R fliggvény és tegyiik fel, hogy xg olyan U,, = (xg — r, 20 + r) kdrnyezete, amire

UIO\{QE()} cD

teljestil. Ekkor lim,_,,, f(x) = a ha Ve > 0-hoz 36 > 0, melyre Yz € D, 0 < |z — zo| < J esetén

’f(:c)—a’<5

teljesiil.

3.2. Egyoldali hatarérték

Adott az f : D — R fiiggvény és tegyiik fel, hogy 3U,, = (vo — r,20) C D (U,
baloldali (jobboldali) hatarértéke az xy pontban «, azaz

lim f(z) =«

r—xo—

(mﬁa&f (@) = a)

ha Ve > 0-hoz 3§ > 0, melyre Va € (xg — d,z0) (Va € (x0, 20 + J)) esetén
’f(m) - a| <e
teljesiil.

3.3. Atviteli elv
Adott f: D — R fliggvény.

= (29,20 +r) C D). Ekkor f

1. limg_,4, f(z) = a akkor és csak akkor teljesiil, ha V(x,) C D sorozatra lim, .. x, = zo (2, # x0) esetén

nhﬁn;o fzn) = a.

2. limg ..+ f(2) = o akkor és csak akkor teljesiil, ha V(x,) C D sorozatra lim, . T, = o, Tn > T esetén

nlbn;o flzn) = a.

3. limg ., f(z) = a akkor és csak akkor teljesiil, ha V(x,) C D sorozatra lim, . T, = o, T < T esetén

nh—>Holo fzn) = a.

3.4. Hatarérték fogalom kiterjesztése

Adott f: D — R fliggvény.

1. limg 400 f(z) = a ha Ve > 0-hoz 3K € R, melyre Vo > K € D (Vo < K € D) esetén |f(z) —a| < ¢

teljesiil.

2. limy_,,, = 00, ha VK € R-hez 3§ > 0, melyre V0 < |z — o] < § esetén f(z) > K (f(z) < K) teljesiil.

3. limy oo f(z) = £o0 ha VK € R-hez 3L € R, melyre Vo > L € D esetén f(z) > K (f(z) < K).
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3.5. Weierstrass tétel
Adott f : [a,b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor R korlatos és zart.
Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy f feliilr6l nem korlatos. Ekkor Vn-hez 3z,, € [a,b], melyre f(z,) > n. Ez az (z,) sorozat
korlatos, hiszen a < x,, < b, igy a Bolzano-Weierstrass tétel miatt 3(z,,, ) konvergens részsorozata, melyre

lim z,, =¢
N —00

ahol £ € [a,b]. Mivel a fiiggvény folytonos, sorozatfolytonos is, tehét

lim f(zn,) = f(£)-

N —00
Azonban ez ellentmondés, hiszen f(x,,) > ng. Tehat valéban korlatos.
Legyen 3 = sup {f(x)’x € [a,b]}. Ekkor nyilvén Vn-hez 3z, € [a, b], melyre
1
B——<[flzn) <P
n
azaz

n— oo

Azonban a Bolzano-Weierstrass tétel miatt 3(zy, ) konvergens részsorozat, amelyre

lim z,, =¢
Nk —>00

ahol £ € [a,b]. Azonban a sorozatfolytonossig miatt

lim f(zn,) = f(§)-

nj—+00

Tehat B = f(§), azaz 8 = max { f(z)|z € [a,b]}.

3.6. Heine-tétel
Adott f : [a,b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

3.7. Kétvaltozos fiiggvény hatarértéke
Adott f: S+ R fiiggvény, és legyen (xo,yo) € R? torlodasi pont Dy-ben. Azt mondjuk, hogy

lim flz,y)=1L

(z,y)—(0,y0)

ha Ve > 0-hoz 3§ > 0, melyre (z,y) € S, 0 < |[(z,y) — (z0,y0)|| < & esetén | f(z,y) — L| <e.

3.8. Folytonossag pontban

Adott f kétvaltozos figgvény és (zo,yo) € Dy. Ekkor f folytonos az (x¢, yo) pontban, ha Ve > 0 esetén 36 > 0,
melyre V(:v,y) € va ||(fI?,y) - ({E(), yO)H < 4 esetén |f(xvy) - f(x07y0)| <e.
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4. Tétel

4.1. Differencialasi szabalyok
Legyenek f és g differencidlhato fiiggvények.

1. Hanyados derivaltja
Legyen g(x) # 0.

2. Kompozici6 derivaltja
Legyen f differencidlhato g(x)-ben.

3. Inverz derivaltja
Legyen f szigorian monoton, és legyen f'(z) # 0.

4. Szorzat derivaltja

Bizonyitas

1. Tudjuk, hogy

1\ (@)
(9(%)) B 92(150)
(f9)' (o) = f'(z0)g(x0) + f(20)g' (0)-

Ezekbdl azonnal kovetkezik a bizonyitando.

illetve

2.
g F9@) = fl9(xo)) _ - fl9(@) = flg(w0)) g(x) — g(wo) _
T—x0 xr — X T—To €T — o g(.’l?) - g(l‘o)
o fle@) = flg(wo) o glx) —glxo) ,
- zhf%n g(x) — g(wo) whﬂnﬂ}o r—x9 I'(9(w0))g’ o)
3. / .
(f0 @) =r G @) =1 = (70 = Sy

4.2. Monoton fiiggvények jellemzése
Adott f: D — R fiiggvény.
1. f monoton novs akkor és csak akkor, ha f/(x) > 0 teljesiil Vo € D esetén.

2. f monoton fogy6 akkor és csak akkor, ha f/(z) <0 teljesiil V& € D esetén.

2017. december 12. 14:04 13
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4.3. L’Hospital-szabaly
Adott g, f : I — R differenciadlhatoak az x¢ € int(I) pont egy U,, kornyezetében. Tegyiik fel, hogy

lim f(z) = lim g(z) =0 (vagy £ 00).

Tr—xo Tr—xo
Ekkor ha létezik a ,
@)
a=a0 g’ (x)
hatarérték, akkor
A
lim @ = lim M

Bizonyitas
Legyen lim, ., f(z) = limg_,,, g(z) = 0. Ekkor

A Cauchy-féle kozépérték-tétel miatt 3¢ = és zo k6zOtt, amire

f@) = flao) _ o F1E) _ . F(E)

li — L - 2 =] = .
om0 g(z) — g(z0)  amm0 g(E)  eoro g'(€)

Igy valoban

lim —= = lim .
T—x0 (x) T—x0 g’(J;)

f@) _ o S
)

4.4. Lancszabaly

1. Kétvaltozos belss fliggvény, egyvaltozos kiilsé fliggvény.
Legyen f : R — R, illetve ¢ : R? — R. Ekkor F : R? — R, és

F(.’L‘,y) = f((P(may))

Tegyiik fel, hogy ¢ differencialhaté (x,y)-ban, illetve f differencialhatéd ¢(z,y)-ban. Ekkor F' is differen-

cialhato, és
VE(,y) = (£ (p@,9) 3@, 9), £ (@) @) = £ (¢, ) Vo(@, ).

2. Két darab egyvaltozos belss fliggvény, kétvaltozos kiils6 fliggvény.
Legyen f : R? — R, illetve ¢, v : R — R. Ekkor F': R +— R, és

Tegytik fel, hogy o, differencialhatok ¢-ben, illetve f differencialhato (gp(t), z/J(t))—ben. Ekkor F is diffe-

rencialhato, és

F(0) = 5 (p0,0(0)¢'(0) + 5 (o0, 6(0) (1)

3. Két darab kétvaltozos belsd fiiggvény, kétvaltozos kiilss fiiggvény.
Legyen f(u,v): R? — R, illetve ¢, : R? — R. Ekkor F : R? — R, és

F(x’y) = f(%’(%y)ﬂﬁ(xay))
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Tegyiik fel, hogy ¢, differencidlhatok (x,y)-ban, illetve f differencialhato (¢(z,y), v (z,y))-ban. Ekkor

F is differencialhato, és

%(x, y) = %(@(%y)ﬂ/}(z, y))%i(x, y) + %(w(z,y,w(ay))%(x,y)
B 220 = 5 (el ). (w0) 5 () + G (o), b)) 51 )

azaz
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5. Tétel

5.1. Integralszamitas els6é alaptétele

Adottak g, f : [a,b] — R differencialhato fiiggvények, melyekre f'(z) = ¢’'(z) V& € (a,b) esetén. Ekkor
fl@) =g(@) +c

5.2. Kozépérték tételek

1. Rolle-tétel
Legyen f : [a,b] — R folytonos, (a,b)-n differencidlhaté fliggvény, ahol f(a) = f(b). Ekkor 3¢ € (a,b)
amire

f1(€) =o0.

2. Lagrange-féle kozépérték-tétel
Legyen f : [a,b] — R folytonos, (a,b)-n differencialhaté fiiggvény. Ekkor 3¢ € (a,b) amire

Bizonyitas
Legyen
) = TOI o0)+sta),

fiiggvényhez a Rolle-tétel miatt 3¢ € (a,b), amire
JEO=FE-NE=0= [(O=HE="7—"7

3. Cauchy-féle kozépérték-tétel
Legyen f, g : [a,b] — R folytonos, (a,b)-n differencidlhato fliggvények. Tegyiik fel, hogy g(a) # g(b) és
g'(z) # 0. Ekkor 3¢ € (a,b) amire

5.3. Taylor-polinom
Tegyiik fel, hogy az f fliggvény n-szer differencidlhato az x¢ € Dy pontban. Ekkor

") (g
T.(z):= Z LA 0)(56 —z0)"

k!
k=0
az f fiiggvény zg-hoz tartozo n-edik Taylor-polinomja.

5.3.1. Tulajdonsagai

Pontosan egy olyan P, (x) polinom létezik, amire
P (x0) = f™ (o)

ha k <n és
P7(Ln+1)((E0) =0
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ez a polinom pedig T, (x).

Bizonyitas
Ko6nnyen lathato, hogy
Trg,k) (z0) = f(k) (o).

Az egyértelmiiség azonnal kivetkezik abbodl, hogyha két azonos fokszamu polinom minden derivaltja megegyezik,
akkor az egyiitthatéik paronként megegyeznek, igy a két polinom azonos.

5.4. Lagrange-féle maradéktag
Az L,(z) := f(x) — T,(x) a Lagrange-féle maradéktag.

5.4.1. Tétel
Legyen f (n + 1)-szer differencialhato x¢ egy U,, kornyezetében. Ekkor Vz € U, -hoz 3¢ x és xg kozott, amire

LRI

 (n+1)! .

(x — x0
5.5. Lagrange-féle kozépértéktétel

Adott f : D — R fiiggvény. Legyen (z0,y0) € intD, és U egy olyan kornyezete, ahol f differencialhaté és
U C D. Ekkor V(z,y) € U-hoz 30 € (0,1), melyre

A
f(z,y) = f(zo.y0) = V f(x0 + 0Az, yo + 0Ay) <A§>
ahol Ax = x — xy, illetve Ay =y — yo.

Bizonyitas
Legyen
F(t) = f(xo + tAz,yo + tAy)

ahol F : [0,1] — R differencialhato. Ekkor F'(0) = f(xo,yo) és F(1) = f(x,y). A Lagrange-féle kozépértéktétel
miatt 36 € (0, 1), melyre
F'(0) = F(1) — F(0).

Tovabba a lancszabaly miatt

F'(t) = Vf(zo + tAx,yo + tAy) (22) .

Azt kaptuk tehét, hogy 6-ra
A
F'(0) = F(1) — F(0) = f(z,y) — f(zo,y0) = Vf(xo + Az, yo + 0Ay) (Az) )

Eppen ezt kellett bizonyitanunk.
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6. Tétel

6.1. Newton-Leibniz-formula

Adott f : [a,b] — R integralhato fiiggvény. Legyen f egy primitiv fiiggvénye F. Ekkor
b

/  fla)dz = F(B) — Fa) = [F(x)}b - F(z)

a

Bizonyitas
Legyen F,, egy felosztasa [a,b]-nek. Ekkor f primitiv fliggvényének megszoritésa a részintervallumokon F' :
[*g—1,xk] — R differencialhat6. Ekkor a Lagrange-féle kozépérték-tétel miatt 3¢ € (zr—1,xx), melyre

P = Faca) _ gy,

Tk — Tk-1
Ekkor irjuk fel azt a Riemann-Osszeget, melyben ezeket a & szdmokat valasztjuk ki. Ekkor

F'(&) =

n

o(Fa) = &) (@n —zpm1) = D F'(&)(xn — pm1) = Y (Flaw) — Flax—1)) = F(b) — F(a).

k=1 k=1 k=

—

Vilagos, hogy ekkor
b
/ f(z)dz = lim o(F,) = F(b) — F(a).

n—oo

6.2. Riemann-integral

Adott f : [a,b] — R korlatos fliggvény. Azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhat6 az [a, b] intervallumon, ha
sup {s(F)|F € F} = inf {S(F)|F € F}.
Ekkor .
/ f(z)dx = sup {s(F)|F € F} = inf {S(F)|F € F}.

6.3. Riemann-integral tulajdonsagai

1.
a b
/b f(z)do = — / f(z) da
2. b b b
[ (ar@)+ s de=a [ s+ s [ go)ds
3.
b c c
/a f(x) da + /b f(x) da = / f(x) da
4.
b
fl@) <0 Vze€ladb = / f(x)dz <0
ab
F@)>0 Voelab — / d(z)dz > 0
5. . .
f(z) <g(x) Vzelab = / f(x)dxg/ g(z)dx
6.

/abf(x)dx s/ab

2017. december 12. 14:04 18 Vaghy Mihéaly
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6.4. Elégséges feltételek integralhatésagra
6.4.1. Tétel
Adott f : [a,b] — R korlatos és monoton fiiggvény integralhato.

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy f monoton névs. Ekkor Ve > 0 esetén

Z f(zr—1)) Az, < Z f(@e—1))0(F) = (f(b) — f(a))d(F).
k=1

k=1
Ekkor 6(F) < FO—Fra) esetén o(F) <e.

6.4.2. Tétel
Adott f : [a,b] — R folytonos fiiggvény integralhato.
Bizonyitas

A Heine-tétel miatt a fiiggvény egyenletesen is folytonos. Ekkor
esetén |f(zr) — f(2r-1)| < 5= . Ekkor

n n

o(F) =Y (M —my) Az, < ﬁ > (wk—wp = -

k=1 k=1

3

_a(b—a):a

6.4.3. Tétel
Adott f : [a,b] — R korlatos, és véges sok szakadasi helyt6l eltekintve folytonos fiiggvény integralhato.
Bizonyitas
Legyen szakadéasi pont z* € [a,b]. Legyen tovabba
[a,b] =L Ul UI5=[a,z" — U (z" — §,z" +0) U [z" +J,b)].

Ekkor f folytonos az I; és I3 intervallumokon, azaz 3F; felosztas, melyre o(F1) < £, illetve 3F3, melyre
o(F3) < 5. Ekkor az I intervallumon egy F; felosztasra

o(Fa) = (M —m)2§ <4K§

ahol M := Sup{f(m)‘x € (a* —6,a"+0)}, m:= inf{f(ac)‘x € (" —6,a" + 6}, és | f(z)| < K. Ekkor § < 15
esetén o(F3) < 5. Ekkor
O(f) = O(fl) + 0(]:2) + O(.Fg) <e€

6.5. Primitiv fliggvény
Adott egy f : I — R fiiggvény, ahol I C R. Ekkor az F : I — R differencidlhato fiiggvény az f primitiv
fliggvénye, ha Vx € I esetén

teljestl.

6.6. Vonalintegral
Legyen az L gorbe egy felosztasa a =ty < t; < --- < t, = B, illetve legyen a k-adik iv tetszGleges pontja .

Ekkor
/Lf(z z = lim fok 2(t) — 2(tk-1))

6—>0k 1

ahol d,, a leghosszabb v hossza. Ha a gorbe zart, akkor az ¢, jelolést hasznaljuk.
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6.6.1. Vonalintegral tulajdonsagai
[@r+snd=a [ raz+s [ gas
L L L

/_Lfdz:—/Lfdz

3. Ha L = Ly + Lo, ahol L1 N Ly = (), akkor

1. Linearitéas

/fdz: fdz+ fdz.
L L

Lo

4. Ha f folytonos, akkor létezik [, fdz.

ot

. Ha f korlatos és |f(z)| < M Vz € L esetén, akkor

/Lfdz

< Ms(L).

6.6.2. Vonalintegral kiszamitasa

Legyen az L gbrbe paraméteres megadasa
2(t) = x(t) + iy(t) = r(t)e?® te o]

Ekkor
B

B
Lﬂ@@:/f@@ﬂ@&:/f@@+wmwﬁﬂwﬁ»&=

[e3

- / ’ f(r(t)ew(t)) (r'(t)ew(t) + ir(t)ew(f)e'(t)) at.

6.7. Cauchy féle alaptétel analitikus fiiggvény integraljarol

Tegyiik fel, hogy D C C egyszeresen Osszefiiggs tartomany és L C D egy sima, zart gorbe.

f: D~ C fliggvény analitikus, akkor

§£L F(z)dz = 0.

Ekkor ha az

2017. december 12. 14:04 20
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7. Tétel

7.1. Parcialis integralas

Adottak f,g: [a,b] — R differencialhato fiiggvények. Ekkor

/ f(@)g(@) dz = f(x)g(z) - / f(@) (@) da

b b b
/ f(2)g(x) da = f(2)g(z)| — / f(2)g/(2) de.

7.1.1. Parcialis integralas alapesetei
1.
/ polinom - e* dz

Ekkor legyen f'(x) = e® és g(x) = polinom.
sin x

. cos T
/pohnom~ sh dz

chzx

Ekkor legyen f’(x) a trigonometrikus fiiggvény és g(x) a polinom.

sinx
ev - dx
Ccos T
Ccos T

Ekkor legyen f/(z) és g(x) = {Smm}'

7.2. Hatvanyfiiggvény integralja a (0, 1] intervallumon

Tudjuk, hogy a hatvanyfiiggvény primitiv fiiggvénye
JET s
x® z_ a# 1.

l1-a?
= 0OQ.

1
1
/ —dr =In|z|
0o 0

1 1
00, 1-—a<0.

1 1
/ idx: I-a’ Oé<1
0o ¢ 00, a>1.

7.3. Feltételes szélsGérték feladat megfogalmazasa

1. o =1 esetén .

2. a # 1 esetén

Azt kaptuk tehat, hogy

Adott f: S — R kétvalzotos differencialhatoé fiiggvény és p(x,y) = 0 feltétel. A feladat, hogy megkeressiik a

min T, max x,
onin f(e,y) o max f(z,y)

szélsGértékhelyeket és szélsGértékeket.
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7.4. Lagrange-féle multiplikitor szabaly

Adott f kétvéltozos, differencialhato fiiggvény, melynek tekintsiik a megszoritasat az {(z,y)|¢(z,y) = 0} hal-
mazon. Legyen F : R3 — R olyan fiiggvény, melyre

F(xa:% /\) = f(xay) - )\(ﬁ(l’,y)
Ekkor ha (zg, yo)-ban feltételes szélsGértéke van f-nek a ¢(z,y) = 0 feltétel mellett, akkor INg € R, melyre

VF(x0,y0, o) = 0.
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8. Tétel

8.1. Folytonossag pontban
Adott f : X — R folytonos az xy € Dy pontban, ha Ve > 0-hoz 3§ > 0, melyre V|x — z¢| < § esetén
’f(ﬂf) - f(xo)‘ <e.

8.2. Sorozatfolytonossag pontban
Adott f: X — R folytonos az xy € Dy pontban, ha V(z,) C X sorozatra, melyre lim, o =, = o,
Jim f(zn) = f(20)

teljesiil.

8.3. Szakadasi helyek

1. Az f fiiggvénynek els6faji szakadasa van xg-ban, ha léteznek a

lim f(z) < o0 lim f(z) < o0

T—xo+ T—To—

hatéarértékek. Ha
lim f(z)= lim f(x)

T—To+ T—xo—

akkor megsziintethets a szakadas.

2. Az f figgvénynek méasodfaju szakadésa van xgp-ban, ha nem elséfaju a szakadas.

8.4. Homogén linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa

Legyen
y' =a(z)y
és legyen
A(z) = /a(x) dz
Ekkor
y(z) = cer@

valamilyen ¢ € R konstanssal.

Bizonyitas
Vegyiik észre, hogy az 3y’ = a(x)y egy szeparébilis differencialegyenlet igy

/

y yf/x—n = [ alz)dz = Az c
L—aw) = [Las=pyl = [a@)ds = A@) +e.

Ebbél azonnal kapjuk, hogy

‘y| _ eA(x)+c — y= ceA(w)

ahol c elGjele tetsz6leges, ezért elhagyhatd az abszolutértékjel.

8.5. Inhomogén linearis differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

Legyen

y' = a(x)y + b(x)
és legyen

A(z) = /a(x) dz.
Ekkor

y(@) = ceA®) +6A(m)/b(x)e—A(m) A

2017. december 12. 14:04 23 Vaghy Mihéaly



Szigorlat - Analizis 8. TETEL

8.6. IDE megoldasai

Adott Ly] = f(z) IDE. Ha y;,y2 megoldasok, akkor y = y; — y2 megoldasa az Ly] = 0 HDE-nek. Ha gy
megoldasa a HDE-nek és y, megoldésa az IDE-nek, akkor y = y; + y» megoldéasa az IDE-nek.

8.6.1. Allandok varialasa

Adott
Ly = y™ +ary™ Y 4+t any = f(2).

Legyenek az L[y] = 0 homogén differencidlegyenlet alapmegoldasai az y1,ys, . ..,y fliggvények. Ekkor a parti-
kularis megoldas

up(x) = > k(@)yp(2)
k=1

ahol
:/W—l(o 0 ... N'd !

ahol W a Wronski méatrix. Ekkor az &ltaldnos megoldas

y(r) = yp(x Z cryr(w

Bizonyitas
Allitsuk az i, yi fliggvényekre a kovetkezs feltételeket

k=1
azaz ,
at 0
Vo 0
wil . |=1.
Y f

Ekkor y, = > 1_; VkYk esetén

n

n n
Yo =D WUk + D WUk = D V-
k=1 k=1

k=1

Hasonléan . .
(m m—1 m m
)—Zv’ S ™ = ™

k=1 k=1

illetve

i = Zv’ oY +Z%y(”) f+27kyk
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Ebbasl .
Llyy) = f + > wLlyx] = f.

k=1
Tehat y, = > ._, Vkyr valoban megoldasa az IDE-nek. Mivel W # 0, igy a feltételekbdl azonnal kovetkezik,
hogy

ga! x
Y: T
; :/W—1(0 0 ... fH'd

T v
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9. Tétel

9.1. Az e szam
9.1.1. Sorozat hatarértéke

Az e szam az alabbi sorozat hatarértéke N
1

lim (1 + ) .
n—oo n

9.1.2. Sor Gsszege

Az e szam az alabbi sor Osszege
oo

n=1

9.2. Hatvanysor

Hatvanysoron egy

Z cn(x — 20)"

n=0

sort értiink, ahol x( régzitett valos szam.

9.3. Konvergencia-tartomany
Adott

oo
Z en(x —x0)"
n=0

hatvanysor. Ennek konvergencia-tartomanya

H:{meR

n=0
9.4. Konvergenciasugar
Adott hatvanysor konvergenciasugara
p :=sup {|z — zo||x € H}.

Ha H = {z¢}, akkor p := 0.
Ha H =R, akkor p := oo.

9.4.1. Konvergenciasugar meghatarozasa

Adott >0 ¢ (z — zo)™ hatvanysor. Ekkor ha létezik a

Z en(x—x0)" < oo} .

lim | L] =
n—oo | Cp

vagy a
lim {/|c,| =7
n—oo

hatarérték, akkor p = %

Bizonyitas
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1. A végtelen sorokra vonatkoz6 gyengitett hanyadoskritérium miatt ha

_ n+1
fim |Gt @ = z0)" et
n—00 cn(x — xo)" n—00

|z — zo| = 7v]z — 20| < 1

akkor a sor konvergens. Ekkor azonban
1 1 1
|t — 2| < = = xo—— <z <30+ —.
Y Y Y

Azt 1atjuk, hogy valéban p = %

2. A végtelen sorokra vonatkozo gyengitett gyokkritérium miatt ha

lim {/|cn(@ —x0)"| = lim {/|en|lz — 20 = vz — 20| < 1
n— oo n—oo

akkor a sor konvergens. Ekkor azonban
1 1 1
|t —2o| < = = 20— — <z <m0+ —.
v Y v
Azt latjuk, hogy valéban p = %

9.5. Taylor sor

Legyen adott f : [a,b] — R fliggvény, mely egy z¢ € (a,b) pontban végtelen sokszor differencidlhato. Ekkor az
f figgvény xq koriili Taylor sora

0 (k) (4
T(z) =) fT(!O)(:E — z0)".
k=0
9.6. Elemi fiiggvények Taylor sora
9.6.1. €*
x - In
e = Z m
n=0
Bizonyitas

Mivel (ef)(k) = €%, 0 koriili sorbafejtéssel azonnal kapjuk az allitast.

9.6.2. sinx
oo
) (_1)kx2k+l
sinz = E —_—
|
— (2k+1)!
Bizonyitas

Tudjuk, hogy

)(4k+1) )(4k+2) (4k+3) _

(sinz =cosz (sinx = —sinz (sinz) —cosz  (sinz)**) =sinz.

Ekkor 0 koriili sorbafejtéssel kapjuk is a bizonyitandot.
9.6.3. cosz

B & (—l)kx%
COST = Z W

n=0

Bizonyitas
Tudjuk, hogy

(cosz) WD) = —ging  (cosz)*+2) = —cosz  (cosz) D) =sinz  (cosz) P = cosu.

Ekkor 0 koriili sorbafejtéssel kapjuk is a bizonyitandot.
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10. Tétel

10.1. Fourier transzformaci6
Legyen f : R — R szakaszonként folytonosan differencialhatd, abszolut integralhaté fliggvény, azaz
/ |f(z)|dz < oo

melynek csak elséfaju szakadasa van, ahol

f(x40)+ f(x—0)
5 .

fz) =

Ekkor a fiiggvény Fourier transzforméltja f : R — C
FUo) = 06 = ——= [ s ar
’ V21 J oo .

10.2. Hatvanyfiiggvény integralja az [1,c0) intervallumon

Tudjuk, hogy a hatvanyfiiggvény primitiv fliggvénye
1 1 =1
[oar= gkl e
e T aFl

<1
/ — dz = ln|z|
1 x()é

1. o =1 esetén

= OQ.

2. a # 1 esetén

Azt kaptuk tehat, hogy

10.3. Valés fiiggvény grafjanak hossza

Adott f : [a,b] — R differencialhato fliggvény grafjanak hossza az [a, b] intervallumon

/ab\/1+ (f/(t)* at.

10.4. Fourier transzforméacié alaptulajdonsagai

fs) = \/Efomf(t)cos(st)dt.
fls) = Z\/z/ow £(t) sin (st) dt.

1. Ha f paros, akkor

2. Ha f paratlan, akkor

3. f folytonos
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4. Linearitéas
Flaf + Bg.s) = aF(f,s) + BF(g,s)

5. Atskilazas
— P (1@.2)  @ro

6. Iddeltolas 4
f(f(x — ), s) = e_m"s]:(f(x), s)

7. Frekvenciaeltolas

f(ei’”f(x), s) = ,7-'(]‘(x)7 s — k)
Bizonyitas

1. Tudjuk, hogy

f(s) = \/12?/_0; f(¢) cos (st) dt — \/;?/_: f(t)sin (st) dt.
Ekkor ha f péaros, akkor

f(s) = \/12?/0; £(t) cos (st) dt = \/Z/Ooo £(t) cos (st) dt

f s) cos (st) dt——/ sin (st) d
K \/ 2m / f) V2 1)
Ekkor ha f paratlan, akkor

f(S)Z—i\/;— OCf(t)sm st)d \/7/ f(t)sin (st)d

3. Az egyenletes konvergenciabol kévetkezik.

2. Tudjuk, hogy

4. Az integralas linearitasabol kovetkezik.

sgn aoco 1

F ax,s / (ax) e dr = e_l%yfd =
(f(ax) 7| e TW bgnm dy

1dy dax

- [ ey = L (.2

6.
_ . —isT d _
f(f(IE IO) m / f x Io) & ydyx di,o
- = /_ Fly)e #04) dy = =0 F(f(2). )
7.

]—"(eikxf(x), 5) — \/% /O; f(x)e*i(sfk:)x dz = .F(f(x), s — k)
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10.5. Inverz Fourier transzformacio

Legyen f : R — R szakaszonként folytonosan differencialhatd, abszolut integralhaté fliggvény, azaz

/OC |f(gc)’dx<oo

— 00

melynek csak els6faju szakadésa van, ahol

Ekkor -
fla) == [ Feas.

10.6. Parseval egyenlGség
Tegyiik fel, hogy

/Oo |/ ()] dz < o0 /Oo | (z)| dz < oo.

— 00 — 00

| lra@far= [ il as.

Ekkor
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11. Tétel

11.1. Polarkoordinatak

Adott P(x,y) pont a sikon. Ennek a pontnak a polarkoordinatai (r,8), ahol r az origotol vett talvsag, 0 pedig
az x-tengellyel bezart sz6g. Ekkor

r = /932+y2

. x Yy
0 = arcsin ———— = arccos ————— = arctan =
132 + y2 I2 + y2 T
illetve
x = 1rcosf
y = rsinf.

11.2. Egyvaltozos valds fiiggvény esetén lokalis szélsGérték sziikséges feltétele

Ha f-nek lokalis szélsGértéke van xg € int(Dy)-ben, akkor

f/(xo) = 0

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy xo-ban lokalis minimuma van a fliggvénynek. Ez azt jelenti, hogy 3U,, kOrnyezet, melyre
f(zo) < f(=) teljesiil Vo € Uy, esetén. Vilagos, hogy ekkor x < x( esetén

f(z) — f(z0)

lim <O0.

T—T0 Tr — Zo
Azonban x > xg esetén

lim M > 0.

T—TQ r — X

Ekkor 0 < f/(z0) < 0, amibél f'(zo) = 0.

11.3. Egyvaltozdés valos fiiggvény esetén lokalis szélsGérték elégséges feltétele

Legyen f : D — R kétszer differencialhato, és legyen f'(xg) = 0 valamilyen zg-ra. Ekkor z( lokalis szélsGérték,
ha f”(x¢) # 0. Tovabba zg lokalis maximum (minimum), ha f”(zg) <0 (f”(z¢) > 0).
Ha f'(z9) = 0 és f'(z) elGjelet valt xp-ban, akkor x( lokalis szélsGérték.

11.4. Sziikséges feltétel szélsGértékre tobbvaltozos fliiggvényre

Adott f: S — R, ahol S C R™. Ekkor zg € S lokdlis minimum (maximum), ha 3U kornyezete, ahol Vo € U
esetén

f@) 2 fo)  (f@) < flao)-

Ha U = Dy, akkor z( globalis szélsGérték.
Sziikséges feltétele a szélsGérték létezésének, hogy V f = 0 legyen.

Bizonyitas
Legyen f1(z) = f(x,xz2,...,x,) az n-valzotos fliggvény egyik metszetfiiggvénye. Ekkor ha yg szélssérték, akkor
f1(yo) = 0 kell, azonban f{(yo) = %(yg). Hasonléan belathato6, hogy V%(yo) = 0 sziikséges.

11.5. Stacionarius pont

Azt mondjuk, hogy (z,y) stacionérius pontja f-nek, ha

Vf(x,y) = (O’O)
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11.6. Nyeregpont

Azt mondjuk, hogy (z,y) nyeregpont, ha stacionarius pont, de nem szélséérték.

11.7. Elégséges feltétel szélsGértékre kétvaltozos fiiggvények esetén 1.
Tegyiik fel, hogy f kétszer differencialhato (zo,yo)-ban, és V f(zg,y0) = 0. Ekkor
1. det H > 0 esetén (xq, yo)-ban lokalis szélsGérték van, ami
(a) %(xo, Yo) < 0 esetén maximum
(b) %(xo, Yo) > 0 esetén minimum
2. det H = 0 esetén tovabbi vizsgalat sziikséges

3. det H < 0 esetén (zo,yp) nyeregpont.

11.8. Elégséges feltétel szélsGértékre kétvaltozos fiiggvények esetén I1.
Tegyiik fel, hogy f kétszer differencialhatd (zg, yo)-ban, és V f(xq,y0) = 0. Ekkor

1. H > 0 esetén (z,yo) lokalis minimumhely

2. H < 0 esetén (xq,yo) lokalis maximumhely

3. ha H szemidefinit, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.

4. ha H indefinit, akkor (z,yo) nyeregpont.
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12. Tétel

12.1. Parcialis derivaltak kétvaltozoés fiiggvényre

Adott f : S — R kétvaltozos valos fliggvény. Legyen (zg,yo) € intS. Ekkor a fiiggvény = szerinti parcilis
derivaltja az (xg,yo) pontban

fa(zo,90) = %f(xo,yo) — lim f(z,90) — f(xo,yo).

T—x0 T — X

Hasonloan a fiiggvény y szerinti parcialis derivaltja az (xo,yo) pontban

9 _
fy(@o,90) = a*yf(xmyo) = yh_{glo f(xo,y; — go(ﬂﬁo,yo).

12.2. Bolzano tétel egyvaltozos fiiggvényekre

Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, ahol f(a) < f(b). Ekkor Vc € (f(a),f(b))—hez 3¢ € (a,b), amire
&) =c

Bizonyitas
Legyen ¢ := QTH’. Legyen tovabba
as ‘= aq bg =C1
ha f(c1) > ¢, és
az ‘= C1 b2 = b1
ha f(e1) < c. Hasonloan konstrualjuk az Iy := [ag, bg] intervallumsorozatot. Nyilvan az I, invervallumsorozat

teljesiti a Cantor-féle kozospont tétel feltételeit, igy létezik egy kozos pont, azaz

lim a, = lim b, =¢
n—oo n—oo

tehéat

n— oo n—oo

Tehat f(€) < ¢ < f(§). Emiatt nyilvan f(£) = c.

12.3. Bolzano tétel kétvaltozoés fiiggvényekre

Adott f : S +— R folytonos fiiggvény, ahol S sszefliggs. Legyen (x1,y1), (22,y2) € S, melyekre a = f(z1,y1) <
f(z2,y2) = b. Ekkor Ve € (a,b) szamhoz 3(xg, yo) € S, melyre f(zq,yo) = c.

12.3.1. Parcialis derivalt geometriai jelentése

Rogzitett yo mellett definidljuk az fi(z) = f(z,yo) fiiggvényt. Ekkor fi(z) = g—);(x,yo), tehat a definialt
metszetfiiggvény meredekségét kapjuk meg. Ez azt jelenti, hogy a parcialis derivaltak a feliilet érintGsikjanak x
és y irdnyu meredekségét adjak meg.

12.4. Magasabb rendi parcialis derivaltak

12.4.1. Masodrendii parcialis derivaltak

Tegytik fel, hogy f kétvaltozos fiiggvény kétszer differencialhato az értelmezési tartomany (z,y) belsd pontjaban.
Ekkor a masodrendti parcialis derivaltak a g—i, % parcialis derivaltjai az (x, y) pontban. A masodrendi parcialis
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derivaltak

o*f 0 (of
ax—ax(ax)

o2f 0 [of
ayﬁx_ay<8x>
2f 0 (0f
axay‘aw<ay>

of_ 9 (of
dy?  oy\dy)
12.4.2. n-edrendii parcialis derivaltak

Tegyiik fel, hogy f kétvaltozos fliggvény n-szer differenciadlhatéd az értelmezési tartomény (x,y) belsd pontjaban.
Az n-edrendi parcialis derivaltak
of o f
Oykdx™ Oxkoym™

alakuak, ahol k +m = n.

12.5. Parcialis derivalasok sorrendje
Adott f: S +— R, és legyen (z9,y0) € intDy. Tegyiik fel, hogy U kérnyezete (z¢, yo)-nak, amiben 3%’ 38:73];
és folytonosak az (zg,yo) pontban. Ekkor
0 f
0x0dy

i
- Oyox

(z,y) (z,9)

teljesiil V(z,y) € U esetén.

12.6. Erintésik

Ha az f figgvény differencidlhato az (o, yo) pontban, akkor az ehhez a ponthoz tartozo érintGsik egyenlete

S %(fﬁo,yo)(ﬁﬂ —xg) + %(ﬂfo,yo)(y —yo) — (2 = f(zo,50)) = 0.

Ekkor a sik normélvektora

n= (gi(xo,yo)vgjyc@o’yo)y—l)-

12.7. IrAnymenti derivalt

Adott f kétvaltozos fiiggvény és « € [0,27). Ekkor az « iranyt irdnymenti derivalt (ha létezik a hatarérték)

9 . To+ ocosa,yg + osina) — f(xg,
Daf($o7yo)=a%(xo,y0):g% flxo+ 0 Yo QQ ) — f(=o yo).

Adott v(v1,v2) € R? irdny esetén, ahol ||v|| = 1, az irAnymenti derivalt

0 - + o1, 90 + 0v2) — f(x0,
Dv(l‘o,yo) = aii(xovyo) — Ll)% f(l'o 0vV1, Yo gQ'UQ) f(;[)o yo) .

12.7.1. Tétel

Ha f differencialhat6 az (xg, yo) pontban, akkor itt 1étezik az iranymenti derivalt tetszsleges « € [0, 27) esetén,
és
of

_ of . of _ cosa
a*@(%d/o) = cos a%(:co,yo) + Slnaa—y(xo,yo) = Vf(xo,y0) (sina) .
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Hasonléan of of of
%(ffmyo) = 01%(56073/0) + Uzafy(l“o,yo) =V f(xo,y0)v.

Bizonyitas
A differencialhatosag miatt

. 0 .0
f(wo + ocosa,yo + osina) — f(xo,yo) = ocos @i(xo, Yo) + QSlnai(xo,yo) +o(lol)-

ox Ay
Ekkor ) 5 5
f(zo + 0cosa,yo + gsina) — f(xo, yo) _ cosa—f(mo,yo) +sina—f(as0,y0) i o(lol)
0 Ox dy 0

igy nyilvan

i - 0 0
lim f(wo + ocosa,yo + osina) = f(z0, 9o) = cos ai(xo,yo) + Sinal(xo, Yo)-
0—0 0 Ox oy
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13. Tétel

13.1. Helyettesités integralban egyvaltozos fiiggvényekre

Adott f : [a,b] — R integralhato fiiggvény, és ¢ : [a, 8] — R szigorian monoton, differencidlhato fiiggvény,
melyre

Ekkor

B
[eY

/a  fl) e = | 1)

Il
T
A
[
C
~
—
BS)
—
~
)
.G\
—
~
=
o,
=

13.2. Konvex és konkav fliggvények, ezek jellemzése
Egy f: D — R fliggvény (a,b) C D-ben konvex (konkav), ha Va < 1 < xo < b és Vt € [0, 1] esetén
ftor + (L= t)wz) < tf(z1) + (1 - 1) f(x2)

teljesil. Egy f fiiggvény konkéav, ha — f konvex.

13.2.1. Tétel
Legyen f : D — R differencialhato fiigvény. Ekkor f konvex (konkav) I C D-ben akkor és csak akkor, ha

f"(x) >0 (f"(x) <0) Vx € D esetén.
13.3. Fiiggvényrendszer

Adottak ®,¥ : D — R, ahol D C R% Legyen tovdbba ®(z,y) = £ és ¥(z,y) = n. Ekkor F': D ~ R? egy
fliggvényrendszer vagy vektormezd, melyre

F(z,y) = (®(z,y), ¥(x,y)) = (& n).

13.4. Jacobi matrix

Ha a @, ¥ fiiggvények differencialhatoak, akkor F' is differencidlhato, és a derivalt a Jacobi matrix
e - (B0 o) _ (St
% @y) g, (zy) V¥(z,y)
13.5. Fiiggvényrendszer invertalhatosaga
Tegyiik fel, hogy a ®, ¥ fiiggvények injektivek. Ekkor az F' leképezés invertalhato, és az inverz rendszer alakja

z=g(&n)

y = h(&n).

13.6. Kettds integralban helyettesités polarkoordinatakkal

Az attérés soran az (x,y) koordinatakrol tériink &t az (r,0) koordinatkra, ahol r az origotol vett tavolsag, 6
pedig az z-tengellyel bezart szdg. Ekkor
T =rcosf

y=rsinf
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igy a Jacobi méatrix

J(r,6) = <cos€ —r sin9>

sinf rcosf

amibél a Jacobi determinans D(r,6) = rcos? + rsin®6 = r.
Legyen adott f : D — R fliggvény és T az integralas tartomanya. Legyen tovabba a koordinatatranszformacio
utan az integralasi tartomany 7”. Az integral

//Tf(f”7?/) d(z,y) = /T/ f(rcos®,rsin®)rd(r,0).

13.7. Hengerkoordinatak, és a koordinata transzforméacié Jacobi determinansa

Egy (x,y, z) pont hengerkoordinatai (r, 8, z) ahol (r,6) a pont vetiiletének polarkoordinatai és

T = 1rcosb
y=rsinf
z=2z.

A Jacobi matrix
cosf) —rsinf 0
J(r,0,z) = | sin@ rcosf 0
0 0 1

Jacobi determinansa (harmadik sor szerint kifejtve)

D(r,0,2) = rcos® 0 + rsin?0 =r.
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14. Tétel

14.1. Integralfiiggvény
Adott f : [a,b] — R integralhato fiiggvény. Ekkor az f integralfiiggvénye F : [a,b] — R

Plz) = / £t dt.

14.2. Integralszamitas masodik alaptétele

Adott fiiggvény integralfiiggvénye folytonos. Ha f folytonos xg egy kdrnyezetében, akkor F' differencialhato, és

F'(xo) = f(0)-

Bizonyitas
Tudjuk, hogy f korlatos, igy legyen |f(z)| < K. Ekkor

’F(.’E) — F((E(])| =

/ f(t) dt‘ S K‘.’E — X

tehat F' Lipschitz-folytonos, igy folytonos is.
Legyen tovabba xg rogzitett. Ekkor

. Fz)—F(x . f;lf(t)dt .
) = Jup FEZTEE < h STT <  0= )
EG(I,JL’Q)

14.3. Integral kozépértéktétel
Adott f : [a,b] — R integralhato, folytonos fiiggvény. Ekkor 3¢ € [a, b], melyre

_ f:f(a:)da:

7€) ==

Bizonyitas
A Weierstrass-tétel miatt tudjuk, hogy 3¢, & € [a, b], melyre

m=f(&) M= f(&)

Ekkor a Bolzano-tétel miatt 3¢ € (&1, &3), melyre

f(&) =r.

14.4. Kétvaltozos fiiggvény integralasa téglalapon
Legyen R = [a,b] X [¢,d]. Ekkor

//Rf(m’wd(mvy):/ab/cdf(%y)dydw=/cd/:f(x,y)dxdy.
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14.5. Sikbeli normaltartomany

Adott R C R? z szerinti normaltartomany, ha Ja, b], tovabba 3®; < &5 : [a,b] — R szakaszonként folytonos
fliggvények, melyekre

R= {(x,y) € RQ‘x € [a,b],y € [<I>1(x),<1>2(:c)]}.

Hasonléan R C R? y szerinti norméltartomény, ha 3[c,d], tovabba 3¥; < Wy : [¢,d] — R szakaszonként
folytonos fiiggvények, melyekre

R={(@.y) e Ry € [e.d).a € [01(y), ¥a(y)] }.

14.6. Kettss integral normaltartomanyon

Legyen R egy z szerinti normaltartomany. Ekkor

/fa;y (z,9) // flz,y)dydz.
@1 ()

Hasonl6an, ha R egy y szerinti normaltartomany, akkor

T (y)
/fzy (z,9) // flz,y)dzedy.

14.7. Helyettesités integralban altalanos koordinata-transzformaéaciéval
Legyen f: R — R integralhato fiiggvény. Legyen

x = ®(u,v)

y = ¥(u,v)

invertalhato és differencialhato fliggvényrendszer. Legyen tovabba

R = {(u,v) € RZ‘(Q(u,v), U(u,v)) € R}.

J e wae = [ @) v0w0) D6 v

ahol D(u,v) a Jacobi determinéns.

Ekkor
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15. Tétel

15.1. Renddrelv

Legyen a, < b, < ¢, valamilyen kiiszobindex utan. Legyen tovabba

lim a, = lim c,.
n—oo n— oo

Ekkor (ha léteznek a hatarértékek)

lim a, = lim b, = lim c,.
n—oo n—roo n—roo

15.2. Bolzano-Welierstrass tétel szamsorozatokra

Minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

15.2.1. Csucselem

Adott (a,) sorozatban a,, cstcselem, ha Vn > m esetén a,, < an,.

15.2.2. Lemma
Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitas
Legyen el6szor az (a,,) sorozatnak végtelen sok csticseleme. Ekkor legyen e csticselemek indexe ny ahol n; < n;
ha i < j. Ekkor az (ay, ) sorozat monoton fogyo.
Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozatnak csak véges sok cstcseleme van. Legyen ekkor az utolsé cstics indexe n, és
legyen ny :=n + 1. Mivel a,, mar nem lehet cstcs, ezért létezik nala nagyobb elem, legyen ez a,,. Mivel a,,

sem csucs, ennél is létezik nagyobb elem. Ezt a végtelenségig folytatva tudunk konstrualni egy (a,,) monoton
novd sorozatot.

Bizonyitas
Belattuk, hogy korlatos sorozatnak létezik monoton részsorozata. Mivel ez a részsorozat korlatos és monoton,
konvergens is. Ezzel belattuk a Bolzano-Weierstrass tételt.

15.3. Szamsorozat torlédasi pontja

Az adott (a,) sorozatban ¢t € R torlodasi pont, ha Ve > 0-ra a (¢t — ¢,t + €) intervallum végtelen sok elemét
tartalmazza az (a,) sorozatnak.

15.4. Kétvaltozos valds értéki fiiggvény integralja vonal mentén

Adott f: R — R kétvaltozos fliggvény és
r= {fy(t)’t € [a,b]} €R
sima gorbe, ahol y(t) = (z(t), y(t)). Ekkor f I gérbe menti vonalintegrélja
b

/F f,y)ds = / F((t), y(1) VO + 5 (D2 dt
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15.5. Vektormezd vonalintegralja vonal mentén
Adott F: R+ R?

vektormez§ és

r:{wﬂﬁemm}eR

sima gorbe. Ekkor a vektormez& vonalintegrélja
b b
[ Fear= [ (Peo)a0) = [ (1600 +aGm)in) .

15.6. Potencialos vektormezd

Azt mondjuk, hogy F' potencidlos vektormezs, ha 3f differencialhaté fiiggvény, melyre F' = V f.

15.6.1. Tétel

Adott F potencialos vektormezs, aminek potencidlja f és adott

r:{ﬂwﬁemm}

sima, gorbe. Ekkor

15.7. Potencialkeresés
Adott
ren = (f01)
vektormezs. Ahhoz, hogy F' potencialos legyen
dg _ 0Oh

oy Oz

kell. Ekkor g-t integralva x szerint, illetve h-t integralva y szerint kapjuk a G(z,y), H(z,y) fliggvényeket. Ezen
fliggvények k6z0s része lesz a keresett potencial.

15.7.1. Potencial létezésének sziikséges és elégséges feltétele

Adott F' vektormezd és I' zart, sima gorbe. Ekkor F' potencidlos akkor és csak akkor, ha

ﬁF(r)dr:O.

Bizonyitas
(Csak sziikségesség)
Tegyiik fel, hogy F' potencialos, potencialja f. Ekkor

b b b b b
f rwar= [ (rao)a0ya= [ ©r60)50) = [ (Gaman + L awin)a-
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16. Tétel

16.1. Differencidlhanyados
Azt mondjuk f differencidlhatoé zg-ban, ha létezik

T—To Tr — X9

azaz létezik és véges a differencialhanyados.

16.2. Derivalt geometriai és fizikai jelentés

A differencialhanyados a fliggvény grafikonjanak adott (xo, f (1:0)) pontjahoz tartozo6 érinté meredekségét adja
meg.

Legyen adott s(t) utfiiggvény. Ekkor ¢ iddpillanatban a pillanatnyi sebesség v(tg) = $(to).

16.3. Folytonossag és dervidlhatésag kapcsolata

Ha f differencialhato zg-ban, akkor folytonos xg-ban.

Bizonyitas
f differencidlhatosaga azt jelenti, hogy

3 lim f(x; = iéwo) = f'(x0)
azaz Ve > 0-hoz 3§ > 0, melyre |x — z¢| < 0 esetén
fl(wg) —e < (@) = (@) < f(zo) +e.
r — X
Ekkor
ECEFCSI
T — Xo -
ahol

K =max {|f'(z0) — |, |f'(z0) + €}
Ekkor nyilvan
|f(2) = f(zo)] < K|z — .
Ez azt jelenti, hogy 6 =  esetén

9

(@) = f(@o)| < Ko —a0] < K - —

=
tehat valoban folytonos.

16.4. Teljes differencidlhatosag

Adott f: S+ R és legyen (zg,y0) € intDy. Azt mondjuk, hogy a fiiggvény differencialhato az (zo,yo) pontban,
ha 4A, B,C € R, melyekre

f(@o + Az, yo + Ay) = AAz + BAy + C + o(y/Az? + Ay?)

teljesiil elegendGen kicsi Az, Ay esetén, ahol A, B, C fliggetlenek Ax-t6l és Ay-tol.
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16.5. Kapcsolat a parcialis derivaltakkal
Ha f differencialhaté az (zo,y0) € intDs pontban, akkor

b 0
A= é(xo»yo) B= 8%;(%073/0) C = f(zo, yo)-

Bizonyitas
1. Legyen Az = Ay = 0. Ekkor valoban

f(3307y0) =C.

2. Legyen Ay = 0. Ekkor
f(zo + Az, y0) = AAz + f(20,y0) + o(|Az]).

Ebbél kapjuk, hogy

f(xo + Az, yo) — f(xo,y0) o(|Ax|)
Ax =4+ Ax

amibdl nyilvan

fl@o + Az, yo) — flzo,90) _ 1 (AJF 0(A$|)> 4
Az '

3. Az el6z6h6z analog modon kapjuk, hogy

0
B = afz(l‘o,yo)-

16.6. Komplex fiiggvény differencidlhatosaga
Adott f: C— C komplex fiiggvény. Ekkor f differencialhaté a zg € intD; pontban, ha

3 lim f(z0+h) — f(20) .
h—0 h

16.7. Cauchy-Riemann egyenletek
Adott f: C— C komplex fiiggvény. f differencidlhaté a zy € intDy pontban akkor és csak akkor, ha

0 0
9 (0, 90) = (20 o)

0 0
%(x07 yo) = _87;(%’ yo)~

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy f differencidlhato a zy pontban. Ekkor

w(zo +7,90) + v(xo + 7, y0) — u(o, yo) — v (xo, Yo)

! I —
F'{z0) = 711_% r N
. u(mo +1,90) — w(wo,y0) | ... v(To+T1,y0) —v(To,90)  Ou Qv
fr— 1 1 = — 5 - 5 .
lim . +1 lim . E (w0,%0) + Yo (70,%0)
Hasonléan
F(z) = lim u(xo,yo + 5) + iv(zo, Yo + 5) — u(xo, yo) — iv(xo,Yo) _
s—0 18
— — 0 0
— Lim u(zo, yo + s') u(zo, Yo) +ilim v(wo, Yo + S_) v(0,%0) _ 9 o,90) — 1 2% (@0, 90).
s—0 s 5—0 is dy dy
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Ebbdl azonnal kapjuk az allitast.
Most tegyiik fel, hogy a fiiggvény kielégiti a Cauchy-Riemann egyenleteket. Ekkor

lim flzo+h) = f(z0) lim u(wo + 7, y0 + 8) 4 1v(x0 + 7, Y0 + 5) — u(wo, yo) — (0, Y0)

h—0 h r+is—0 r+1s
— lm %T+%s+i%r+ig—;s+o(|h\) ~ %T— %s—&-i%r—i—i%s—i—oﬂhb B
= r+is—0 r—+ 18 - rbis—0 "t is =
Qu(p 4 js) + 9 (—s+ir)+o(|h]) Ou v
= 4 Oz Oz _ou . .
7._,’_%?;0 r+is ax(xoﬁy0)+lax(x0ay0)

Azt kaptuk tehat, hogy a hatarérték létezik, igy a fiiggvény differencialhato.
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17. Tétel

17.1. Szamsorozat hatarértéke

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens, és

lim a, =A
n—oo

ha Ve > 0-hoz dng kiiszobindex, melyre Yn > ng esetén

lan, — Al < e.
Ekkor

lim a, = A

n—oo
egyértelmi.

17.2. Divergens sorozat

Ha (a,) nem konvergens, akkor divergens.

17.2.1. Tipusai

1. Azt mondjuk, hogy

lim a, = +oco
n—oo

ha VK € R-hez (Vk € R-hez) 3ng kiiszobindex, melyre Vn > ng esetén a,, > K (a,, < k).

2. Divergens az olyan (a,) sorozat, melynek tobb torlédasi pontja van (de adott esetben korlatos lehet a

sorozat). Ilyen példaul az a,, = (—1)™ sorozat.

17.3. Cauchy kritérium

Azt mondjuk, hogy az (a,) Cauchy sorozat, vagy teljesiti a Cauchy kritériumot, hogyha Ve > 0-hoz Ing

kiiszébindex, melyre Vn, m > ng esetén
lan, — am| < €

teljesiil.

17.3.1. Tétel
Az (a,,) sorozat akkor és csak akkor konvergens, hogyha teljesiti a Cauchy kritériumot.
Bizonyitas

Legyen (a,) konvergens. Azt fogjuk belatni, hogy ekkor Cauchy sorozat.
Tudjuk, hogy valamilyen kiiszbindex utan

9 &
TL_A<7 m_A<7-
an—Al<S  lam—Al <2

Ekkor
lan — am| = lan — A+ A —an| <lan — Al + |am — A] <e.

Legyen (a,) Cauchy sorozat. Azt fogjuk belatni, hogy ekkor konvergens.
Elgszor lassuk be, hogy egy Cauchy sorozat korlatos!

Tudjuk, hogy valamilyen ng kiiszobindex utan |a, — a,,| < €, azaz a, € (@, — €,am + €.

invertvallumon kiviil csak véges sok eleme van a sorozatnak, azaz

K := max {(|am| +e)U {\aka‘ < nO}}

Ekkor ezen az
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jo korlat. Tehat az (a,,) Cauchy sorozat korlatos, emiatt van konvergens részsorozata.
Legyen a részsorozat (a,, ) ahol im_, a,, = A.
Tudjuk, hogy valamilyen kiisz6bindex utan

3 3
|an - a'm| <z ‘ank - A‘ < §

2

teljesil. Ekkor
lan — Al = |an — an, + an, — Al = |an — an, | + |an, — Al <e.

17.4. Cauchy-féle integralformula analitikus fiiggvényekre

Legyen D C C egyszeresen Osszefiiggs tartomany és f : D — C analitikus fliggvény. Adott zg € intD és L C D
olyan gorbe, amely korbeveszi zg-t. Ekkor

LG

2mi J1, 2 — 2o

f(20) =

Bizonyitas
16) . § M-Sy, f S
L7 — X0 zZ— 20 LZ*ZO
Mivel f differencialhatd, igy korlatos zg kornyezetében, igy a Cauchy-féle alaptétel miatt

PECETCIP.
L Z— 2 ’

1G4, f )

L ?— X0 L ”— X0

Ekkor

dz = f(z0)2mi

amibdl kapjuk a bizonyitandot.

17.5. Taylor sorfejtés komplex analitikus fliggvényre
Legyen f: D — C fiiggvény, amely differencidlhato zg kornyezetében. Ekkor f zg-ban Taylor sorba fejthetd és

oo

FR)=) enlz —z)"

n=0

ahol L C D olyan gorbe, amely korbeveszi zp-t és

_ 1 f(z)

17.6. Laurent sorfejtés
Legyen f analitikus egy
D= {z € (C’|z — 20| € (’I“,R)}

korgytriben. Ekkor ebben a korgytirtiben f Laurent sorba fejthetd és

oo

fz)= Z en(z —20)"

n=—oo

ahol L C D olyan gorbe, amely korbeveszi zg-t és

_ 1 f(2)
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18. Tétel

18.1. Gombi polarkoordinatak

Egy (z,y, z) pont gémbi polarkoordinatai (r,d, ), ahol r az origotol vett tavolsag, 6 a pontba mutatdé vektor
vetiiletének az z-tengellyel bezart szoge, ¢ pedig a pontba mutatoé vektor z-tengellyel bezart szoge.

T = rsinpcosd
y =rsinpsinf

Z=Tcosp

18.2. ElsSrendi szeparabilis DE megoldasa

Egy differencialegyenlet szeparabilis, ha a jobboldala
fla,y) = h(z)g(y)
vagy

alaki, azaz

vagy

Bizonyitas
a(x

r_ )
Legyen ¢y’ = B Ekkor

Bevezetve a

primitiv fliggvényeket
ebbdl pedig y kifejezhetd.

18.3. GOmbi polarkoordinata-transzformacié Jacobi determinansa

A Jacobi méatrix
sinpcosf rcospcosf —rsingsind

J(r,0,0) = | sinysin® rcosesinf rsinpcosfd
cos ¢ —rsinp 0

A Jacobi determinana (utolso sor szerint kifejtve)
D(r,0,¢) = cos go(r2 sin ¢ cos ¢ cos? 6 + 12 sin ¢ cos @ sin’ 6) +

2 2

7 sin <p(r sin? ¢ cos? 0 + rsin? p sin® 0) = rZsinpcos? ¢ + r2sin® ¢ = r?sin .

18.4. Magasabb rendd homogén linearis DE megoldasai

Az Ly| = ZZ:O an—_ry® = 0 egyenletnek létezik n darab linearisan fiiggetlen megoldasa, melyekre az Osszes
tobbi megoldas ezek linearis kombinacidja.
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18.5. Allandé6 egyiitthat6 HLDE alapmegoldasai, karakterisztikus polinom

Ebben az esetben
Lyl =y™ +ay™ V4 fa,y=0 areR

A differencialegyenlet karakterisztikus polinomja
PN = X"+ " 4 fa,.
A HDE megoldasait y = e** alakban keresve
L[e*] =eMP(\) =0 = P(\) =0.
18.5.1. Elsé eset

Tegyiik fel, hogy P n kiilonb6zd gytke mind valos, legyenek a gyokok A1, As, ..., A,. Ekkor az alapmegoldasok

y(z) = eM®
y2(z) _ 6)\2:1:
yn(x) _ e)\nm

illetve az altalanos megoldés

n
y(x) = che)‘” cr € R.
k=1

18.5.2. Masodik eset
Tegyiik fel, hogy P m darab gyoke k,,-szeres gyok, ahol nyilvan Z;nzl k; = n. Ekkor az alapmegoldésok

Al.'l,'

yi(z)=e

o @) = MM
Yk1+1 (J?) = eAQm

Yhr+hy (1) = 22712

AmT

Yk +ho+-+1(2) = €

illetve az altalanos megoldés
kj—1

y(z) = Z cialeti®.
j=1 1=0
18.5.3. Harmadik eset

Tegyiik fel, hogy az egyenletnek gydke a A = « + i3 komplex szam. Ekkor tudjuk, hogy A = o — i is gyok. A
két alapmegoldas
up(z) = e = e** (cos (Bz) + isin (Bx))

ug(z) = e = e (cos (Bz) — isin (Bx)).

2017. december 12. 14:04 48 Vaghy Mihéaly



Szigorlat - Analizis 18. TETEL

Tudjuk, hogy alapmegoldasok lineéaris kombinacidja is megoldéas, ezért a fenti megoldasokbol definidljuk az 1j,
valos alapmegoldasokat
uy () 4 uz ()

y(z) = — 5 = e** cos (Bx)

ya(z) = M = e sin (Bx).

18.5.4. Negyedik eset

T6bbszoros komplex gyokoknél hasonldan kell eljarni, mint tobbszoros valos gyokoknél.
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19. Tétel

19.1. Fourier sor

Az f: [-m, 7] = R [—7, 7]-n integralhato fiiggvény Fourier sora

fla)~ 20 4 i (ak cos (kx) + by sin (kx))

2 k=1
ahol a Fourier egyiitthatok

ap = % ! f(x) cos (kz) dz
és -

by, = % f(z)sin (kx) dz .

—Tr

A sort kozelithetjiik az n-edik Fourier polinommal

Sy = % + Z (ak cos (kx) + by sin (k:a:))

k=1

n

19.2. Szamtani atlag sorozat

Adott (a,) sorozat szamtani atlag sorozata az

n
Ay, = 7227_11 -,
19.2.1. Tétel
Ha (a,) nullsorozat, akkor (A,) is nullsorozat.
Bizonyitas
A haromszog-egyenlStlenség miatt
1|« 1<
[An =~ > ap| < gZW-
k=1 k=1

Legyen az (a,) sorozatnal az § szamhoz tartozo kiiszobindex n;. Legyen tovdbba a ny = % ahol |a,| < K.
Vilagos, hogy létezik ilyen K, hiszen a sorozat konvergens. Ekkor

1 — 1 & 1 <« n1 E n—m1 M €
Al < = == - < —=-K+-- <—-K+-.
[Anl <=3 lanl = =D lanl+ = D0 ] < 2K 5 —— < S K+ g
k=1 k=1 k=ni+1
Vilagos, hogy n > max(ni,ne) = max (nl, @) esetén
ny e € ¢
A<M g1t
A< Ktgsgtg=e

19.2.2. Tétel
Ha (a,) konvergens, akkor (A,,) is konvergens, és

lim a, = lim A,,.
n— oo n—oo

Bizonyitas
Felhasznalva az el6z6 tételt egybdl kapjuk a bizonyitandot.
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19.3. Trigonometrikus fiiggvényrendszer
Definialjuk az alabbi fiiggvényrendszert, ahol minden fiiggvény [—m, 7] megszoritasat nézzik
wo =1

p1 =sinz (P2 = COS X
Yar—1 = sin (kx) Yo, = cos (kz)

Tekintsiik tovabba a
C= {f e R’ffolytonos}

halmazt az alabbi skalarszorzattal, illetve normaval

T

(fLo)=[ flx)g(x)dx

—T

1=y " P2(a)da.

Ekkor C vektortér az 6sszeadésra, illetve a fent definidlt skalarszorzatra nézve.

19.3.1. Tétel

A (¢p) fiiggvényrendszer ortogonalis a C vektortérben.

Bizonyitas

l.n=m=0

2. n =m # 0 Vegyiik észre, hogy

Ko6nnyen lathatjuk, hogy

/ sin®(x) da :/ cos?(z) da
Ugyanakkor
/ (blnz(x) + COSQ(JJ)) dz =21
Ebbal )
/ On(@)om(z)de =7
3. n#m
[ sin (mEla) sin (Tl ) dg = [ (CFEe)meo ()
x do — ffﬂ sin (2 2) cos (Za) do = fir7r sin (gt 3:)2+Sin(m;nx) "
/ W"(x)@m(l’) . 4 . (n +1 e sin (PEPELG) dsin (25T a)
_r J7 _cos (%) sin (2Hz)de = [T - ) .
fjﬂ cos (%w) cos (%x) = fjﬂ cos (™5 a:)-gms( x) da

Ebbél lathatjuk, hogy
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19.4. Fourier sor komplex alakja

Legyen f : R — R 27 szerint periodikus, szakaszonként folytonosan differencidlhato fliggvény, melynek csak

els6faju szakadasa van, ahol

J@+0)+ [z =0)

o) = ;

Ekkor
©0 .
f('r) — E aneznm

n=—oo

ahol
i s

=5 B (x)e™ ™ dz .

Qo

19.5. Komplex fiiggvény kanonikus alakja
Adott f: C+— C. Ekkor a fiiggvény kanonikus alakja
f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

ahol u,v : R? — R.

19.6. Exponenciilis fiiggvény

Az exponencialis fliggvény

e® = e”(cosy + isiny).

1. A fiiggvény analitikus és (ez)/ = e”.

2. 21,29 € C esetén
g1tz — p%1p%2

3. A fiiggvény 2mi szerint periodikus.
19.7. Logaritmus fiiggvény
A logaritmus fiiggvény z # 0 esetén
Inz =1In|z| + i(arc z + 2km) kelZ.

A logaritmus f6értéke Ln z = In |z| 4 i arc z.

1.

2. 21,29 € C esetén

In(z129) = Ln 21 + Lin 29 + 2kmi k € Z.

1
L lny =~
dz ne z
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